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Die  Normalfonn  des  allgemeixien  Wurzelausdruoks 
und  ihre  Eigenschaften. 

Von 

Dr.  GrOTTL.  Friedr.  Lipps 

in  Strasiburg  (Eliass). 


Sohluss. 


m.    Die  Eigensohaften  der  allgemeinen  Normalform. 

§  1.  Nachdem  die  vorbereitenden  Bpeciellen  Fälle  erledigt  sind, 
können  jetzt  die  Grade  n^,  ng.,,ny  der  Einheitswarzeln  ganz  beliebig 
gewählt  werden. 

Bezeichnet  n^k  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  zweier  ZaUen  nx 
und  fijt,  so  dass  n^'^fikii  ^xx^^nx^  so  kann  in  den  äquivalenten  Symbolen 

gesetzt  werden:  ^  »  lu  «» 

1  (ÄJ-1,  2...V). 

Denn  der  kleinste  Exponent  einer  Potenz  von  Bnx»  die  eine  Einheits- 
wurzel vom  Grade  nk  darstellen  soll,  ist  (von  der  Null  abgesehen):  nx/nxk^ 
80  dass:  nx  »* 

2)  .^-.J^. 

Es  stellt  daher  rinj^  in  allgemeinster  Form  eine  Einheitswurzel  vom 
Grade  n*  dar,  nämlich:        ^ 


/  '»1,  «L 


Die  Grössen  ixk  sind  hier  Zahlen  aus  der  Reihe:  1,  2*..nxk\  sie 
müssen  aber  derart  aus  der  Reihe  dieser  Zahlen  gewählt  werden,  dass 
die  fin^'-'Vn^  durch  Einsetzen  der  successiven  Potenzen  c^*,  £^...£^v  an 
Stelle  von  Cn,,  Bn^...6n^  alle  ni.n^.-.np  Systeme  darstellen,  die  man  aus 
den  Einheitswurzeln  vom  Grade  n^,  fig-**^^  bilden  kann.  Die  ixu  müssen 
somit  die  Bedingung  erfüllen,  dass  die  v  Congruenzen: 
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Aiti*— +  Aji2*  — + 

9tlk  fHk 


4) 

(*-l,2...v) 

zugleich  mit  den  n^ .  fi^ . . .  n^  Werthensystemen 

Aj  ^  1 ,  2 . . .  9i| ;  . .  •  Ay  ^  1 ,  2  . . .  ti, 

alle  n^  .  ftg  . . .  ny  Systeme  von  Werthen 

aj  E£  0,  1  ...  »»1  —  1  («mhI  Wj);   . . .  o,  ^  0,  1 ...  n»  —  1  (iwof?  n,) 
darstellen. 

Dazu  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  v  Systeme 


5a) 


.     nt 

.     njt 

Hk — ' 

t2t-    »• 

nik 

fl2k 

tyk- 


Wr* 


(fc-l,  2...V) 


relativ  prim  zu  nk  und  unabhängig  von  einander  seien.  Sie  sind  aber 
unabhängig  von  einander^  wenn  v  -  1  beliebig  gewählte  Congruenzen  er- 
füllt werden  und  unter  Festhalten  dieser  Congruenzenwerthe  die  noch 
übrige  Congruenz  beliebig  bestimmbar  bleibt. 

Diese  Bedingung  lässt   sich   detaillirter  in  folgender  Art  formuliren: 

Ist  j?  eine  Primzahl,  welche  in  den  Zahlen  n^,,  na^,,.na    und 

nur  in  diesen  aufgeht^   wo  na^y^na    irgend  welche  Zahlen  der 

Eeihe  n^,  94. ..n,  darstellen,  so  muss  der  Werth  der  Determinante 


5b) 


♦«!«» 


t»a 


»a,flf, 


^•01  «t 


•«»  flf»  ■ 


ta,or. 


'»a.a. 


''"'"^^a 


'°t«u 


tlajo 


Wi«« 


%fl. 


«a,»^ 


•S*'/" 


relativ  prim  zu  j?  sein  und  es  wird  sich  jeder  Primzahl,  die  in 
Zahlen  aus  der  Reihe  n^,  v^^"^^  aufgeht,  eine  solche  Deter- 
minante zuordnen,  die  bezüglich  jener  rel%tiv  prim  sein  muss.  Geht 
insbesondere  eine  Primzahl  nur  in  einer  der  Zahlen  n^,  n^.,,nv 
z.  B.  in  fha  auf,  so  muss  iaa  relativ  prim  zu  ihr  sein. 

Daraus  lässt  sich  auch  die  Anzahl  der  äquivalenten  Symbole  bestimmen. 
Ich  ziehe  es  jedoch  vor,  auf  folgendem  Wege  zur  Eenntniss  dieser  Anzahl 
zu  gelangen. 

§  2.  Ist  eine  Zahl  n  gleich  dem  Producte  zweier  relativer  Prim- 
zahlen m  und  m'j  so  ist  jede  Einheitswurzel  s^  darstellbar  durch  das 
Product  «£.  «S»',  wo: 
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(ifn!  +  ^m  =  X  (modn) 
sein  muss.     Sind  nun  zwei  Normalformen  vorgelegt;: 

^iiit^t"t^v      ^^x     ••'X'     '^^'"'Py 
so  Ißt: 

fll'-'ßy   ßl     "ßv 

Ist  femer  in  ^-^  ,  ,  ^ 

fii  —  W/ .  1»/,  wo  w,-  relativ  prim  zu  m/    (i  —  1 ,  2 . . .  v) 
mkd  setzt  man: 

Af  =  f».W  +  f4i'w.(wödw,);    ai=ßim/  +  ß/mi(fnödni)     (i  — 1,  2.,.v), 
80  erhalt  man: 

ßtfli-'ßvßr' 

Dieser  Normalform   ordnet   sich   somit   das  Prodnct  6)   eindeutig  zu. 
Sie  kann  direct  doroh  dieses  Prodnct  ersetzt  werden,  wenn  man  symbolisch 

8a)  ir^.m,'+/t,'m,...^yiii,'+/i/m,    durch    ir^,w,'...A*,my'.«A*i'«i.../*/m,   nnd 

8b)    a?,m,'  +  /?,'TOi  .../?yOTy'+/?y'm»     durch     aß^m,\..ß^m^' 'Clß\'nn,..ß^'m, 

darstellt  In  entsprechender  Weise  kann  auch  das  die  Functionen  der 
Normalform  darstellende  Symbol 

in  das  Froduct 

zerlegt   werden.     Diese  Zerlegung   hat   aber   zur  Folge,    dass   auch  jedes 

äquivalente  Symbol  ,  . 

durch 

9h)  F(ri,nn   V»h'"Vmf)'F(rimi"^   *?<...  1?m/) 

darstellbar  wird,  so  dass  die  Anzahl  der  äquivalenten  Symbole  2^(17», ;  f?»,  •  •  •  f?"  ) 
durch  das  Product  der  Anzahlen  angegeben  wird,  die  man  für  die  äqui- 
valenten Symbole 

Finmn   ^r«,...l?m„)      Und       F(fJ„^^']    flm,'...flmv') 

erhält.  ^  . 
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Ist  nun: 
10) 


Wi  — jp*«  .^'  .«*" 


und  schreibt  man  der  Einfachheit  wegen  p,-  statt  jp^'^  u  statt  r^t, 
$i  statt  ^i  u.  s.  w.,  so  zerlegt  sich 

in  das  Prodnct: 

11)         F(ffp.5  ep,...ep^).F{Brr,  «r. . . . «0 •  1^(«,. ;  ......O*    •• 

Es  bleibt  daher  blos  noch  die  Anzahl  der  Symbole  za  ermitteln, 
die  je  einem  der  Factoren  dieses  Productes  Äquivalent  sind.  Diese  Anzahl 
wurde  aber  bei  der  Behandlung  der  durch  besondere  Annahmen  modi- 
ficirten  Normalformen  an  dritter  Stelle  gewonnen,  wo  die  Voraussetzung 
gemacht  war;  dass  die  Zahlen  n| . . .  n,  Potenzen  einer  Primzahl  p  seien. 

Man  bezeichne  demgemSss  die  Exponenten  der  Potenzen  j>^',  p'^..,p*r^ 
von  welchen  X  einen  von  der  Null  verschiedenen  Exponenten  haben  sollen, 
der  Grösse  nach  geordnet  durch 

^1  ^  «8  ^  «8  •  •  •  >  *^^  r^  1 
und  nehme  an^  dass: 

«1  —  «2  —  •  •  •  —  «*i  —  (f>/h) 
«*,+!  —  ofjfc,+2  «...  —  a*i+*.'"  («"^a) 


12a) 


«*!  +  • 


.(a^/*)ÄJ^) 


•*^-i+ 1  —  «*i  +  •  •  •  *^.i+a  —  ••  —  «*,  +  ... 
(«'Äi)>(a%)>--(«(^>Ä^)^1 

Ebenso  bezeichne  man  die  Exponenten  der  Potenzen  r?'^  r?<...r^*',  von 
welchen  X'  einen  von  der  Null  verschiedenen  Werth  haben  sollen,  der 
Grösse  nach  geordnet  durch 

und  nehme  an,  dass: 


12b) 


■(/s^'-Uv) 


(^'Ä/)>(IJ%')>"(^'V)>1 

fc,'  +  V  +  --  +  Äi.'-i'. 

In  gleicher  Weise  verfahre  man  mit  den  Potenzen  der  übrigen  Prim- 
zahlen, die  in  den  Zahlen  tii,  n, . . .  n»  enthalten  sind. 
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13) 


AU  Gesammtzahl  äquivalenter  Symbole  findet  man  alsdann: 


§  3.  Kehrt  man  nun  von  den  Symbolen  F  zn  dem  Systeme  der 
Functionen  der  Normalform  zurück,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Functionen 
unge&ndert  bleiben^  wenn  an  Stelle  der  Einbeitswurzeln  (^9  ^n^,"*Sn^  die 
Einheitswurzeln  ri^y  ^14 •••^Hy  treten;  wo 


V^k 


^B[''i[i,e['^^,.-i\'^,''Bi^^^ 


(Ä-l,  2...V) 

und  wo  die  in  die  in  5)  ausgesprochenen  Bedingungen  erfüllen  müssen. 
Es  ist  daher: 


14) 


e,  . . .  «y 

^Ä^Y«^*'"  «^'";r     £^^**^iry\  (s^^'^^'^  «^'2»;^..  fi.t>tVv  a« 


Den  von  den  %xk  erfüllten  Bedingungen   zu  Folge    stellen  aber   die 
V  Summen 


^•12 


«1* 


«12  n2y 


»rl «i+tJr OgH Uw^r 

alle  Systeme  dar,  die  aus  den  bezüglich  n^,  n^.,.nv  incongruenten  Zahlen 
gebildet  werden  können,  wenn  die  a^,  a,  • . .  or^  alle  Werthensysteme  der  Zahlen 
1,  2  •  • .  n| ;  1,  2  . . .  tig ;  • .  .  1,  2  . . .  ny  durchlaufen. 
Es  ist  folglich 

^^»*    "'\    ««....«^ 


15) 


a, . . .  a^ 

"1 »  "1  y 


wo  die  Indices  der  a  auf  ihre    kleinsten  positiven  Werthe  bezüglich  der 
Modulen  n^,  «,...n,  zu  reducüen  sini  Dgtzedby vjvjOglc 


6       Die  Normalform  des  allgem.  Wurzelausdmcks  u.  ihre  Eigenschaften. 
Die  Belation  14)  kann  daher  in  folgende  Form  gebracht  werden: 


16) 


s  ^  . 


*'ii<»i+-»i»r^<»,i--'i»^<'i  +•  -'i 


"i-^ 


1>'^"'^-     •••'«'" 


«1  . . .  Oy 

Daraus  ist  genau  in  derselben  Weise  wie  in  den  früheren  spedellen 
Fällen  ersichtlich,  dass  es  Veriauschungen  der  a  giebt,  die  das  System 
der  Functionen  der  Nonnalform  unverändert  lassen;  zugleich  kann  in 
gleicher  Weise  wie  früher  nachgewiesen  werden,  dass  es  nur  die  durch 
die  äquivalenten  Symbole  bedingten  Vertauschnngen  der  a  giebt,  so  lange 
keine  Bedingungsgleichungen  für  die  a  bestehen  ^  die  anderweitige  Ver- 
tauschungen der  a  motiviren. 

Es  resultirt  somit  folgender  Satz,  der  die  Eigenschaften  der  all- 
gemeinen Normalform  eines  aus  v  beliebigen  Wnrzelgrössen  vom  Grade 
fii,  M^...!!    gebildeten  Wurzelausdmcks  angiebt. 

Die  H|.ii2...*iy  Functionen  der  Normalform: 

gestatten  Vertauschungen  der  a  von  der  Art,  dass  an  Stelle 
aller  a.^.,.«    die  ai„«,+  ..,,^JlL-«^:...,j    ■-«,  +  ..  ..,*,  treten,  wo   die 

Indices  der  a  auf  ihre  kleinsten  positiven  Werthe  bezüglich 
der  Modulen  ii|,  ^...n^  zu  reduciren  sind,  wo  ferner  die  i'i^  die 
in  5)  angegebenen  Bedingungen  erfüllen  müssen.  Die  Anzahl 
dieser  Vertauschnngen  wird  durch  das  Produet  13^  i^ngegeben« 
wo  die  sahlentheoretische  Function 

durch  II27)  definirt  wird.  Es  existiren  bloss  die  Vertauschnngen 
der  angegebenen  Art,  so  lange  keine  Bedingungsgleichungen  be- 
steben, die  dasHinxutreten  weiterer  Vertauschungen  veranlassen. 

§  4.  Die  Upteisuehung  der  Eigenschaften  der  Normalform  gipfelt 
si>mit  in  der  Erkenn tniss,  dass  die  Gr^^ssen  o«,  .  ^^  vertauschbu-  sind 

IXidurcb  wird  eine  Beziehung  dieser  rntersccbungen  zu  der  Theorie 
der  Substitutionen  gewonnen,  die  seit  Galois  grundlegenden  Entdeckungen 
als  Ausgangspunkt  ftlr  die  Erforschung  der  AuflC^^barkeft^bedingiingen 
der    aTgebraidebeA   Gleichungen    dient.*      Es   beruhen    zwar   die   im  Vor- 

«  VecsrL  Hjitdbuch  der  hC^hen»  Ai^br*  tim  Serret  IL  Bd.  ~  Trane  des 
wbsdtstiaK  et  des  et^aations  al^bHque$  tv»  Jordan.    Pam  l$TO. 
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stehenden  gewonnenen  Besultate  nicht  auf  den  Begriffen  und  Methoden  der 
Substitutionentheorie ,  sie  sind  auch  keineswegs  der  Einkleidung  in  das 
Gewand  der  Sabstitutionentheorie  bedürftig,  sondern  genügen  in  der  oben 
gegebenen  Form.  Es  ist  aber  nothwendig  anzugeben,  in  wie  weit  die  vor- 
fltehenden  Besultate  ohne  die  Anlehnung  an  die  Normalform  auf  Grund 
Yon  rein  substitutionentheoretischen  Untersuchungen  bereits  entwickelt 
wurden. 

Die  Vertauschung  der  0«,...«^  mit  den 


ist  gleichwerthig  der  Substitution  der  Indices  a| . . .  a, : 


17) 


«*;    Ul CCi+tki «gH Ikr — Olp 

flik  n2k  ^kv 


(*-l,    2. ..!/). 


Diese  Substitutionen  zeigen  sich  in  der  analytischen  Darstellungsform; 
es  sind  lineare  Substitutionen,  die  eine  Gruppe  bilden |  da  die  successiye 
Ausführung  zweier  Substitutionen  wieder  eine  lineare  Substitution  der- 
selben Art  darstellt 

Stellt  man  nSmlich  die  Substitution  17)  symbolisch  durch 


17a) 


'%Vl 


niv 


(«13  a2---«v) 


nip 


'hfv 


dar,  so  ist  das  Besultat  der  successiven  Ausführung  zweier  Substitutionen 
durch 


17  b) 


ili 


fiiv 


niv 


ni 


.tyi-— 


♦*1 

nip 


(«1,  a^...ap) 


darstellbar  und  es  ist  evident,  dass  die  Bedingungen  5),  welche  von  jeder 
einzelnen  Determinante  der  Formel  17  b)  erfüllt  werden  müssen,  auch  von 
der  das  Froduct  derselben  darstellenden  Determinante  erfüllt  werden. 

L&sst  sich  nun  so  mit  Hilfe  des  Begriffs  der  Substitutionengruppe 
die  Eigenschaft  der  Normalform  dahin  bestimmen,  dass  die  Grösse  «„^..^0^ 
die  Gruppe  der  linearen  Substitutionen  17)  gestatten,  so  muss  bemerkt 
werden,  dass  in  der  Theorie  der  Substitutionen  als  lineare  Gruppe  nur  die 
Gruppe  der  n*  Substitutionen  auftritt,  die  man  aus  17)  erhftlt,  wenn 
n^—  ti^"»'  •  >  — n,  — n  gesetzt  wird,  wenn  man  also  die  Normalform  auf  den 
an  zweiter  Stelle  behandelten  speciellen  Fall  des  IL  Capitels  beschränkt.  Zumj 
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Studium  der  allgemeinen  Gruppe ^  zu  welcher  die  Untersuchung  der  Eigen- 
schaften der  allgemeinen  Normalform  führte,  scheint  dagegen  die  Theorie  der 
Substitutionen  keine  Veranlassung  zu  haben.  DemgemKss  wird  denn  auch  die 
Bedingung,  welcher  die  ixjt  einer  Substitution  vom  Qrade  n*  genügen 
müssen  und  die  Ordnung  dieser  Gruppe^  die  durch  g>(n,  v)  bezeichnet 
wurde,  in  den  Darstellungen  der  Substitutionentheorie*  angegeben.  Die 
Ordnung  der  Gruppe  vom  Grade  jp*,  nämlich  qod?,  v),  wo  j9  eine  Prim- 
zahl bedeutet,  war  schon  Galois**  bekannt. 

Es  zeigt  sich  somit,  dass  die  aus  v  Einheitswurzeln  eines  und  des- 
selben Grades  gebildete  Normalform  ein  bequemes  Fundament  zu  Unter- 
suchungen über  die  lineare  Substitutionengruppe  vom  Grade  n  bildet; 
ebenso  ist  bemerkenswerth,  dass  die  allgemeine  Normalform  als  Grundlage 
dienen  kann,  um  die  allgemeine  Gruppe  der  linearen  Substitutionen  17) 
einer  Untersuchung  leicht  zugänglich  zu  machen. 

§  5.  leb  ergänze  die  Eenntniss  von  den  Eigenschaften  der  Normal- 
form ^  indem  ich  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  a^,  ...a,  voraussetze 
und  angebe,  welcher  Art  diese  Bedingungsgleichungen  sein  müssen,  damit 
zu   den   oben  gefundenen   noch   andere  Yertauschungen  der  a  hinzutreten. 

Da  das  System  der  Functionen  xx^...Xy  durch  eine  solche  Ver- 
tauschung der  a  nicht  geändert  werden  soll;  so  müssen  die  xi^,,,x  vor 
und  nach  der  Substitution  in  irgend  welche  Reihenfolge  gebracht  und 
dann  einzeln  einander  gleich  gesetzt  werden.  Es  entstehen  so  n^n^,,. n, 
homogene  und  lineare  Gleichungen  zwischen  den  n^  n^ . .  .n,  Grössen  aa^,,,  a,,  die 
indessen  nicht  unabhängig  von  einander  sein  dürfen.  Denn  wären  die  Gleich- 
ungen unabhängig  von  einander,  so  müsste  jedes  aa,...ay  gleich  Null  sein 
und  die  vorausgesetzte  Substitution  wäre  mit  der  Existenz  der  Normal- 
form nicht  verträglich. 

Jede  mit  der  Existenz  der  Normalform  verträgliche  Substitution  hat 
somit  eine  Anzahl  von  linearen  und  homogenen  Gleichungen  zwischen  den 
aaj...ay  im  Gefolge,  in  welchen  die  Grössen  a  lediglich  Einheitswurzeln  zu 
Coefficienten  haben. 

Daraus  ziehe  ich  folgende  Schlüsse: 

Bestehen  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  aax...a^j  die 
sich  nicht  auf  homogene  und  lineareGleichungen  der  angegebenen 
Art  reduciren  lassen,  so  erhöhen  sie  nicht  die  Yertauschbar- 
keit  der  aa^,,,a^\  die  oben  gefundenen  Sätze  bleiben  daher  in 
voller  Kraft  bestehen. 


*  Vergl.  Jordan,  trait^  des  Bubatitutione  etc.  S.  91  flg.  —  Netto,  Theorie 

der  Substitutionen  und  ihre  Anwendung  auf  die  Algebra.    Leipzig  1892.   S.  160  flg. 

**  Journal  des  math^matiques  pures  et  appliqu^es;  tome  XI,  1846;  p.  426. 
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Sollen  die  Bedingungsgleichungen  der  aai...al  von  den  Ein- 
heitswurzeln  unabhängig  sein,  so  müssen  die  permntirten  aa|...tt 
einander  gleich  sein. 

Unter  den  homogenen  und  linearen  Bedingangsgleichungen  zwischen  den 
Grössen  Oai ...  a,  sind  insbesondere  diejenigen  bemerkenswerth^  durch  welche 
einzelne  Functionen  der  Normalform  für  den  ganzen  Convergenzbereich  der  un- 
abhängigen Variablen  einander  gleich  werden.  Ihr  Vorhandensein  filhrt  zu  der 
wichtigen  Unterscheidung  der  Einheits wurzeln  einer  Normalform  in  wesent- 
liche und  unwesentliche  Einheitswurzeln. 

Es  sei  eine  Normalform  vorgelegt  mit  den  v  +  fi  Einheitswurzeln 
e,,,  f«....e«^;  «m,,  «m,...fm^,  so  dass: 

Die  Grössen  a  sollen  nun  aber  der  Art  bedingt  sein,  dass  unter 
Pesthalten  der  Einheitswurzeln  £^j • . . c^  die  n^.n^, . ,  tip  Functionen 
*2i...ayii'...; '(^i— Ij  2...n/;  i  — 1,  2...v)  im  Allgemeinen  alle  ver- 
schieden sind,  dass  femer  der  Uebergang  von  einem  Systeme  der  Potenzen 
von  emi;  ffm,'**£m^  ZU  einem  anderen  Systeme  das  System  der  n^.n^.^.np 
Functionen  x  in  keiner  Weise ^  abgesehen  von  der  Reihenfolge,  verändert. 
Es  ist  daher,  wenn  8  den  Inbegriff  der  den  n^.n^. ,  ,ny  Werthen- 
systemen  Ai""!}  2...Mx;  ^»1,  2...9i2;...Ay»l,  2...ny  zugehörenden 
Fanctionen  bedeutet 

ai  .  .  .    flfy  j9|    .  .  .  /9^ 

ai..,apß\...ß^ 

für  A/ »  1 ,  2,..mi\  t »  1 ,  2 . . . fi,  wo  die  Summe  der  rechten  Seite  den 
speciellen  Werthen  A/  — m,(t— 1,  2...^*)  entspricht. 

Sind  nun  die  durch  die  Formel  19)  angedeuteten  Systeme  von 
linearen  und  homogenen  Gleichungen  zwischen  den  €iai,..a^ß\.,.ßv 
erfüllt,  so  nenne  ich  die  v  Einheits  wurzeln  £,»,,  ^««f-Cfiy  wesent- 
liche Einheitswurzeln,  da  sie  die  Vieldeutigkeit  der  Normal- 
form wesentlich  bedingen;  die  ^  Einheitswurzeln  Cmi,  ^msf-^m^ 
sollen  dagegen  unwesentliche  Einheitswurzeln  heissen,  da  der 
Uebergang  von  einem  Werthensysteme  der  «^  --.«inl  zu  einem 
anderen  zwar  die  Reihenfolge  der  n^  .n^. .  .n^  Functionen  der 
Normalform  verändern  kann,  aber  keine  neuen  Functionen  zu 
den  vorhandenen  hinzufügt 

Die  Bestimmung  der  unwesentlichen  Einheitswurzeln,  die  zu  beliebigen 
bereite  gegebenen  wesentlichen  Einheitswurzeln  hinzutreten  können,   kann  ^ 

Dlgltized  by  Vjr^^^^V  iL 


19) 


10  Die  Normalform  etc.    Von  Dr.  Gottl.  E&ubjmi.  Iitppb. 

YoUsiäadig  nur  durch  eine  Discassion  der  aas  19)  sich  ergebenden  Systemen 
von  linearen  Qleiohtmgen  geleistet  werden.  Eine  grosse  Classe  unwesent- 
licher Einheitswurzeln  kann  aber  auf  Grund  der  im  Vorstehenden  ent- 
wickelten Eigenschaften  der  Normalform  mit  Leichtigkeit  angegeben  werden. 
Hierzu  dient  die  unmittelbar  ersichtliche  Bemerkung,  dass  die  Eigen- 
schaften der  ni,n^,,.np  Functionen 


Xl^  ...X, 


die  in  der  Vertauschbarkeit  der  Grössen  0«,...!»^  bestehen^  in  keiner 
Weise  dadurch  ge&ndert  werden,  dass 

gesetzt  wird.  Die  Vertauschbarkeit  der  a«,...a  selbst  bleibt  nach  wie 
vor  bestehen,  da  die  aus  19)  sich  ergebenden  Bedingungsgleichungen 
ihrer  Natur  nach  zwar  die  flfa,  ...«y /*»... /j^  aber  nicht  die  a«, ...«^  selbst 
bedingen.  Es  können  nun  die  Einheitswurzeln  £miy-£m^  von  solcher  Art 
vorausgesetzt  werden^  dass  das  Einsetzen  der  successiven  Potenzen 
^m>'"^^  an  Stelle  von  £mr**fm^  gerade  solche  Vertauschungen  der 
<3^ay,,,Q^  selbst  hervorruft,  die  kraft  der  Eigenschaften  der  Functionen 
^ii|...;iy  gestattet  sind.  Trifft  diese  Voraussetzung  zu,  so  folgt  fOr  die 
unwesentlichen  Einheitswurzeln,  dass  ihre  Grade  m^,  m^»*,m^i  Theiler 
der  Ordnung  der  Substitutionengrappe  sein  müssen,  welche  von  den 
^«i-.aj,  gestattet  wird,  dass  sie  ferner  höchstens  in  solcher  Anzahl  und 
von  solchem  Grade  vorhanden  sein  können,  dass  das  Product  ihrer 
Grade  gleich  der  Ordnung  der  Substitutionengruppe  ^  mithin  gleich  der 
Gesammtzahl  der  Vertauschungen  der  a«, ...»^  ist. 

Es  ist  zu  beachten,  dass  dadurch  blos  die  Möglichkeit  des  Vorhanden- 
seins solcher  unwesentlicher  Einheitswurzeln  erwiesen  ist,  dass  aber  damit 
nicht  gesagt  ist,  dass  nicht  auch  andere  Einheitswutzeln  als  unwesentliche 
in  der  Normalform  auftreten  können. 
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II. 

Neue  Orundlagen  einer  allgemeinen  Zahlenlehre.* 

Von 

Dr.  J.  Kraus 

in  DannstAdt. 


Zweite  Abhandlung. 

m,  Heber  den  Zasammenhang  zwischen  den  Ziffern  eines 

in  zwei  beliebigen  Zahlensystemen  a  und  a  dargestellten 

echten  Bruches  f* 

§  10. 
Wir  haben    im    vorigen   Abschnitte**  unsere  Entwicklungen  auf  die 
specielle  Voraussetzung 

aa^— a;i+,,^4.i    (A,  ^  — 1,  2,  3,...) 

gegründet  Im  gegenwärtigen  Capitel  sollen  die  dort  angestellten  Betracht- 
ungen auf  den  Fall 

wo  n  und  n  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  bedeuten,  ausgedehnt 
werden;  das  heisst,  es  soll  untersucht  werden,  für  welche  Werthe  von 
n  und  n  diese  Gleichung  möglich  ist  und  welche  Wirkung  ihr  Bestehen 
auf  die  Fundamentalgleichung  ausübt. 

*  Da  'wir  gleichzeitig  neben  den  in  vorliegender  Zeitschrift  erscheinenden 
AnfsHtsen  eine  besondere  Schrift  über  denselben  Gegenstand  ausarbeiten,  welche, 
bei  Einordnung  des  vorhandenen  Materials ,  die  hier  vorgetragenen  Unterauchongen 
in  Kosammenhangender  Darstellung  und  von  einfachen  allgemeinen  Gesichtspunkten 
aus  zu  behandeln  sucht,  so  wollen  wir  uns  hier  auf  eine  mehr  skizzenariige  Vor- 
führung der  hauptsächlichsten  der  von  uns  erhaltenen  Resultate  beschränken. 
Viele  Einzelheiten  des  sich  in  Fülle  darbietenden  Stofifes  werden  demgemäss  theil- 
weise  nur  flüchtig  berührt,  theilweise  bleiben  sie  überhaupt  der  vorerwähnten 
ausführlicheren  Darstellung  vorbehalten.  In  dieser  werden  überdies  von  den  hier 
befolgten  zumeist  abweichende  Methoden  zur  Anwendung  kommen.  Insbesondere 
werden  die  Beweise  durchweg  eine  präcisere  Fassung  erhalten,  als  es  in  der  vor- 
liegenden, einer  ersten  Uebersicht  gewidmeten  Bearbeitung  erforderlich  erschien. 
**  Die  erste  Abhandlung,  auf  die  im  Nachfolgenden  vielfach  Bezug  genommen 
wird,  befindet  sich  im  XXXVII.  Bande  (Jahrgang  1892)  der  Zeitschrift  für  Mathe- 
matik und  Physik.  ^  j 
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In    tthnlicher  Weise,    wie  frtther   (§  6),    wird  znnSchst  wieder,     die 
Gleichung  1)  als  richtig  vorausgesetzt,  geschlossen,  dass 

a'l/i— a'jl+n'.^H-«,  fl/i— ri+„,^  +  „',    ^XM'^^^  +  n'.fi+n    (A,f*— 1,2,3, ...), 

wie  überhaupt  aus  jeder  dieser  vier  Gleichungen  sich  die  drei 
übrigen  als  nothwendige  Folgerungen  ergeben.  Weiter  folgt 
aus  1),  genau  wie  früher: 

2)  aXfi'^  ai^rn,ft  +  rnt      «'il/u  ==  «'i  +  rn', /i  +  y«      (X,  |*,  V  —  1,  2,  3, . . .). 

0 

Es    möge   d   die   Anzahl   der   Zififem   der  Periode   des   Bruches  -r-  im 

Systeme  a,  6'  di^'enige  im  Systeme  a  bedeuten,  so  wollen  wir  daftlr  in 
der  Folge  kurz  sagen,  die  ai^  hStten  die  Perioden  d\d\  Offenbar  be- 
sitzen hiernach  die  a'i^  die  Perioden  d'\ö.  Dies  Torausgeschickt,  findet 
man  mit  Hilfe  einer  Betrachtung,  die  der  im  §  7  angestellten  durchaus 
entspricht,  die  folgenden  Beziehungen  bestfttigt: 

3)  a-a'»'-l«y*, 

4)  «■(o'i  a', . . .  a'n')a'+ (<M-«+i  a^-«+2 . . .  a^)«  —  ue*, 

wo  der  Einfachheit  wegen  die  zweiten  Indioes  1  wieder  weggelassen  wurden. 
Umgekehrt  ergeben  sich  aus  3)  leicht  die  Gleichungen: 

aifA  —  ai+.,^+»-,  riu  —  ri+,,^4.^., . . .♦♦; 

der  im  §  7  S.  334  ausgesprochene  Sati  erwtttert  sich  sonsch,  znnBcbst 
für  positive  Werthe  von  n  und  n\  zu  dem  folgenden: 

.Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für 
die  Existenz  der  Gleichung 

ax^  —  ai^n,  /!+«     (1,  fft  —  1, 2, 3, . . .) 
ist  das  Bestehen  der  Beziehung 

«-«'•- 1  -  «Jt***, 
wo  «  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet 
Es  wSre  leicht,  den  Nachweis  zu  ftUunen,  dass  —  von  dem  evidenten 
FaUe  «  sTielf.  V.  ^,  n' =  Vielf.  v.  6'  abgesehen  —  Gleichungen  von  der 
Form  3)  möglich  sind,  und  auf  diese  Weise  darzuthun,  daas  die  nach- 
folgenden Untersuchungen,  welche  auf  der  Möglichkeit  dieser  Gleiehiuig 
bendien,  nicht  in  der  Luft  schweben.  Da  uns  jedoch  dasselbe  Besoltst 
noch  spiter  im  §  13  in  Gestalt  gewisser  UmkehmngssStie  entgegentreten 
wird,  so  begnügen  wir  uns  hi«  damit,  auf  diesen  Paragraphen  zu  verweisen. 


♦  Oder    «' ■' v«iitH .  - .  «»V ^  (<»>- «'-r  1  a>  - ■* 4-  J   •  •  «VW*  =  «1. 
**  Ans  Gleichuag  10^  dt»  §  7  folgt  nämlich: 

duidi  SubtnctioB  leitet  man  aas  dieeen  CongrueBien ,  bei  Berücksieh  ti^wig  von  3X 
onmittelbar  die  Gleichang  r<«  =  ri^«.  «-^«  her.  aus  vi?lch«r  ohne  Weiteies  die 
übiigea  folgen. 

♦••  Oder  der  Cocirrueiu  «'o  ■"  rr  l  msii  t'  r^  1 
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§11. 

Wenn  die  ax/i  die  Perioden  i\i^^   also  die  a'xß  diejenigen   6'\5  be- 
sitzen, so  bestehen  die  Gleichungen: 


5)  \  ^f         J  j  [  (^'^-1;2,3,.. 


). 


Wir  setzen  vorlftufig  die  Zahlen  n  und  vi  als  positiv  voraus  und  be- 
fassen uns  zunächst  wieder  mit  dem  einfachsten  der  in  Betracht  kommenden 
FftUe,  indem  wir  annehmen,  dass  sowohl  n  prim  zu  j,  als  auch  ifi  prim 
za  S  sein  solle.*  Setzt  man  dann  in  2),  die  Zulttssigkeit  der  Gleichung  1) 
Toransgesetzt,  für  v  den  Werth  h  ein,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  5): 

Hieraus  folgt,  dass  in  ein  Vielfaches  von  i\  also  auch,  da  n  und  d' 
prim  unter  einander  sind,  d  ein  Vielfaches  von  S  sein  muss.  In  tthnlicher 
Weise  wird  auf  Grund  der  Gleichung 

ö'iiU-öV«'»iU  +  n     (A,fA— 1,2,3,...) 

geschlossen  9  dass  auch  umgekehrt  i  ein  Vielfaches  von  i  sein  muss.   Dies 
ist  aber  nur  möglich,  wenn  0  =  ^' 

Wir  bezeichnen  jetzt  mit  Hp  und  nV  die  kleinsten  positiven  Reste 
von  bezw.  vn  und  vvi  nach  dem  Modul  h,  so  dass: 

6)  v«  =  nv,     vn  =fi'„(fik>d*). 

Alsdann  kann  man  die  Gleichungen  2)  auch  folgendermassen  schreiben : 

7)  aif,  —  a;i+»^, ^+„'^,  a'^/*  —  ö'i+«v,  A«+«y    (^»  f*  —  1, 2, 3, . . .). 

Durchl&uft  nun  v  ein  vollstftndiges  System  in  Bezug  auf  4  incongruenter 
Zahlen,  etwa  die  Zahlen  von  1  bis  d,  so  durchlaufen  gleichzeitig  auch  ny  und  n^ 
vollst&ndige  Restesysteme.  Dabei  entspricht  jedem  Werthe  von  ny  ein  be- 
stimmter Werth  von  fiyy  und  umgekehrt.  Sollen  tiy  und  nV  wieder  relativ  prim 
zu  d  sein,  so  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  v  prim  zu  h  gew&hlt  werde. 
Wenn  v  alle  Zahlen  eines  vollstftndigen   Restesystems  durchläuft,   welche 

•  Haben  unter  dieser  VoraussetzuDg  n  und  n'  einen  von  1  verschiedeoen 
grOssten  gemeinschaftlichen  Theiler  17,  and  ist 


axii  =  aa+«,  ^+n'  =  aij^rin^  /iH-9^'i 


80  folgt  ans 

das  heisst: 

aXft  =  aji+r7iV,^  +  »-,iir'   (a ,  ^,  F  =  1, 2, 3, ...), 

wenn  17'  so  gewählt  wird,  dass  17 «7' ^  1  (moc{ d)  wird,  bei  ^  =  17'  leicht 

and  umgekehrt.    Der  Theiler  17  kann  daher  in  diesem  Falle  unterdrückt  werden 
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prim  zn  ö  sind,  so  nehmen  hierbei  sowohl  die  ft,  als  auch  die  n'p  die 
Werthe  aller  zu  d  relativ  primen  Zahlen  ^  4  an ,  nnd  zwar  jeden  nur 
eiuiMÜ.  Dia  Zahlen  n^  und  n^)  die  in  diesem  Falle  ein  sogenanntes  reducirtes 
Bestesjstem   bilden,   htiifeü  alsdann  mit  n  und  n  durch  die  Congruenz 

8)  nn^^nnp  {modS)^ 

die  sich  aus  6)  leicht  ergiebt,  zusammen. 

Die  Gleichungen  7)  vermögen,  falls  n»  und  nV beide  prim  zu  i  sind, 
die  ursprüngliche  Gleichung  1)  yollstSndig  zu  ersetzen.  Wk  nämlich  jene 
Gleichungen  aus  1)  gefolgert  wurden,  so  Ittsst  sich  auch  umgekekrt  leicht 
nachweisen,  dass  ihr  Bestehen  das  der  Gleichung  1)  zur  Folge  hat.* 

Nun  kommt  unter  den  Zahlen  tiy  der  Werth  1  einmal  (und  nur  ein- 
mal) vor.  Der  entsprechende  Werth  von  nV  möge  mit  m  bezeichnet 
werden.  Fahrt  man  diese  speciellen  Werthe  in  die  erste  der  Gleichungen  7) 
ein,  so  verwandelt  sie  sich  in: 

9)  a;i/«  =  aa+i,^+m'    {^i  #*  =  !,  2,  3,...). 

Ebenso  kommt  unter  den  Zahlen  n'y  der  Werth  1  ein  einziges  Mal 
vor.  Bezeichnet  man  den  zugehörigen  Werth  von  n^  mit  m,  so  ergiebt 
sich  weiter  die  Gleichung: 

10)  aa^=»ai4.m,^+i     (A,  ficsl,  2,  3,...). 
Aus  9)  und  10)  folgen  ohne  Weiteres  die  Gleichungen: 

11)  öZ/i  =  ^'^+"»'.M+i>  »a/*  =  az+i,/*+m    (A,  ^==1, 2, 3,...). 
Die  Zahlen  m  und  m  genügen  den  Congruenzen: 

12)  nm  =:  n\    nm  =  n  {mod  d) 
und  daher  auch  der  Congruenz: 

13)  mm  ~1  {mod  6). 

Es  entsteht  jetzt  die  Frage,  wie  sich  die  Fundamentalgleichung  ge- 
staltet, wenn  wir  sie  mit  Gleichung  2)  in  Verbindung  bringen.  Nach  dem 
oben  Bemerkten  kommt  es  auf  dasselbe  hinaus ,  ob  wir  dabei  Gleichung  2) 
selbst  benutzen,  oder  ob  wir  sie  etwa  durch  10)  ersetzen.  Im  letzteren 
Falle  ergiebt  sich  zun&chst: 


•  Aus  7)  folgt  nämlich: 

axfi  =  ax4- »'•«, ,  fi  +  y'n'y    (i,  f^,  v«  1,  2, 3, . . .). 

Wählt  man  uan,  was  nach  der  Yoraassetzung  (v  prim  su  6)  immer  möglich  ist, 
9  80,  dass  die  Congruenz  vvE^l(mod8) 

erfüllt  ist,  so  folgt  bei  Berflcksichtigung  von  6): 
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oderi  indem  wir  wieder  die  zweiten  Indicee  1  tintordrttftkMi ; 
14)        az^— <ij|_-(^-i)m,   ax^^i^i-^  ax-ium*  (A,|[4—' 1,2,3, . ..). 
In  ähnlicher  Weise  folgt: 

16)     fl'^ji— a'^-.(a-i)TO',  «V^+i  — *V-^'"'*  (A,ft  — 1,2,3,... )• 
Hit  Bflcksicht  anf  diese  Beziehungen   schreibt  sich  die  Fandamental- 
gleicbnng    a!axf,+  a'^,i+t=^  aa'^i+  ax,,u^i    a,,i«  l,2,-3,...) 
jetzt  folgendermassen : 

16)  a'ai_-(^-i)i„  +  alfi-^xm"^  cfö'^-.(;i_i),rt+  ax-fim  (A,  i^—  1)2,3,...). 
Fuhrt  man  in  dieser  Oleichnng  für  l  den  Werth  i  ein ,  so  ergiebt  sich : 

17)  a'arf-(u-i)m  +  a'/i  —  cta'f^^m'  +  arf-/xm   (^  —  1, 2, 3, . . .)• 
Ans  Orttnden  der  Symmetrie  kann  man  hierfflr  auch  schreiben: 

18)  a'a^+m  +  cld--f^m'  —  aa'j -(^- 1) «'  +  a^**  (it*  —  1, 2, 3, . . .). 

Für  ^=1,2,3,...,   Ä-1,   d  liefert  die  Gleichung  17)  das  System 
folgender  Gleichungen: 

Ja6  +  a\  —  aa'^+i  +  a^-m 

Ja^^m  +  fl'g  —  aa  m'+2  +  aty_2OT 


18  a) 


«'«m  +  a'j  —  «a  m'  +  «(f. 

Hätte  man  die  Gleichung  18)  zu  Grunde  gelegt,  so  würde  man  bei 
^ SS  1,2^3}...,  j  dieselben  Gleichungen  wie  in  18a)  erhalten  haben,  nur 
in  anderer  Anordnung. 

Es  könnte  noch  eingewendet  werden,  dass  möglicherweise  wesentlich 
▼on  einander  verschiedene  Algorithmen  entstehen  dadurch,  dass  man  in 
Gleichung  16)  dem  Index  l  andere  und  andere  Werthe  ertheilt.  Dass  dies 
jedoch  thatsftchlich  nicht  der  Fall  sein  kann,  das  heisst,  dass  man  stets 
dieselben  Gleichungen  18  a)  erbalten  muss,  nur  jedesmal  mit  einer  anderen 
unter  ihnen  als  Anfangsgleiehung^  davon  überzeugt  man  sich  leicht»  wenn 
man  für  X  den  Werth  J  —  v(v=  1,2,  3,...,  d— 1)  einfahrt  und  gleich- 
zeitig fi  — vm'  für  fi  substituirt.  Dann  nimmt  Gleichung  16)  schliesslich 
für  jeden  Werth  von  v  wieder  genau  die  Form  17)  an. 

*  Soweit  bei  entsprechender  Wahl  von  X  und  ^  in  dieser  und  den  folgenden 
Oleichongen  des  vorliegenden  Abschnittes  die  Indices  null  odei^negativ  werden, 
muss  man  wiederum  solche  Vielfache  von  d  sich  hinzugefügt  denken,  welche  sie 
positiv  machen. 

**  Bei  m=:l,  m'  =  1  erhält  man  den  im  yorigen  Abschnitte  betrachteten  be- 
sonderen Fall  (der  Buchstabe  m  hat  dort  dieselbe  Bedeutung  wie  hier  d\ 
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Das  Voranstehende  fahrt  zu  den  folgenden  Satze: 

„Es  mögen  die  Ziffern  azfi  und  ai/i  des  in  den  Systemen 

(a,  a)  bezw.  (a\  a)  dargestellten  echten  Bruches  r-  die  Perioden 
6\y  bezw*  S^\i  besitzen.     Wenn  dann 

a"a'"'  =  l(modÄ),  also  auch  ax^^ax+n,^-\-n'   (A,f4  — 1,2,3, ...), 
wo  n  und  n  positive  ganze  Zahlen  sind  von  solcher  Beschaffen- 
heit,  dass   sowohl   n  prim  zu  d,   als  auch  n   prim  zu  &  ist,   so 
ist    d=i'i    das    heisst,    die    Perioden     der    Darstellungen    des 

Bruches  ^  haben   in   den  Zahlensystemen  a  und   a   gleichviel, 

nämlich  d,  Stellen.    Die  Ziffern  a|,  o,,  o,,...  bezw.  a^  a^,  a',,... 
dieser  Darstellungen  gehorchen  dem  Algorithmus 

während  m  und  m   den  Congruenzen 

w'm?E«,    wm'  =  ii',    mm'=l(nk>dÄ) 
Oenüge  leisten. 

Beispiel:   E8seir-s=oTi  o  =  10,  a'=  9;  alsdann  hat  man  d  =  d'= 15. 
k      Ol 

Die  axfi  genügen;  wie  man  durch  Aufstellung  des  entsprechenden  Systems 

findet,  der  Beziehung: 

aifi  —  ai+7,  /*+ii    (A,  f*  ■=  1, 2, 3, . . .). 

Wir  können  demnach  n^l,  n  =11  setzen.  Beide  Zahlen  sind  prim 
zu  d  s=  15  und  entsprechen  sonach  der  Voraussetzung  des  obigen  Lehr- 
Satzes,     Die  Wahlen  m  und  nC  berechnen  sich  leicht  aus  den  Congmenzen 

7m' =11,     lim  =  7  (moi  15), 
aus  welchen  die  Werthe  m  s=  2,  m'=  8  gefunden  werden.  Der  Algorithmus  17) 
nimmt  daher  im  vorliegenden  Falle  die  folgende  Gestalt  an: 

9ai5-2(M-i)  +  «V  -  lOaV+8  +  ai6-a^    (fi  —  1, 2, 3, . . .). 

Da  nun  18 

ij  =  (0,580645 161290322.. .)i, 

^j^^,  =(0,520254672281 140.. .)j, 

ay  —  b,    a,  =  8,    03  =  0,    0^  =  6,    <%Ba4,... 
a'i  =  5,   a,  =  2,  a\  =  0,  o'^  =  2,  aj  =  5,..., 
80  hat  man  der  Beihe  nach: 

9a,s  +  a',  =10o'j +o„  oder  9.2  +  5  =  10.2  +  3  =  23 
9aw  +  a'j  =10o'„  +  o„  ,  9,3  +  2=10.2  +  9  =  29 
9o„  +  ö*j  =10a„+a9        »      9.9  +  0=10.8  +  1  =  81 


9«4 +o'i4  =  10a,  +0,        n      9.6+4=10.5  +  8  =  58 
9«« +o'i6=10a8 +0,5      ,      9.8  +  0=10.7  +  2  =  72. 
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§  12. 
Wir  betrachten  jetzt  den  allgemeinen  Fall,   in  welchem  n  und  h  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  «,  n  und  6'  denjenigen  e'  besitzen.   Es  sei : 

19)  fi  =  2^€.    5  =  A€,    ti'  =  2^V,     d'  =  AV.* 
Setzt  man  dann  in  der  Gleichung 

a;i//  —  ai+y„,^+y»'    (X,  f*,  v  -=1,2,3,...) 
für  V  die  Werthe  A  und  A'  ein,  so  ergeben  sich  resp.  die  Beziehungen: 

Dieselben  lassen  erkennen ^dass  An  durch  d\  also  A  durch  A',  ebenso 
Am  durch  d,  daher  auch  umgekehrt  A'  durch  A  theilbar  sein  muss. 
Dies  ist  aber  nur  unter  der  Bedingung 

A==A' 
mOglicb.  Wenn  b  prim  zu  s'  ist,  so  stellt  A  =  A'  zugleich  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Theiler  von  ö  und  d'  yor;  das  heisst,  der  grösste 
gemeinschaftliche  Theiler  von  d  und  6'  ist  in  diesem  Falle 
gleich  dem  Quotienten  aus  8  (bezw.  6')  und  dem  grössten  ge- 
meinschaftlichen Theiler  ¥on  n  und  8  (bezw.  n'  und  d'). 

Wir  machen  jetzt  in  der  Gleichung 

öiM""  <^X  +  vn,fi  +  vn'     (^,  f*,  V  —  1,  2,  3,  .  .  .) 

die  folgenden  Substitutionen: 

20)  V n  =  « Wy {mod  8),    vn=B  n\ {fnod  6'), 

wobei  snp  und  e'n'y  positive  ganze  Zahlen  <8  bezw.  <  8^  sein  sollen, 
somit  fiy  und  n'y  positive  ganze  Zahlen  <  A  sein  müssen,  unter  der 
Voraussetzung,  dass  v  prim  zu  A  =  A'  ist,  gelangt  man  dann  zu  der  Congruenz : 

21)  Nn\E.N'nv{modta). 

Durch   eine   der  im  letzten  Paragraphen   angestellten  genau  analoge 
Betrachtung  ergeben  sich  hierauf  wieder  zwei  Werthe  m  und  m\   die  aus 
den  Congruenzen         jv'm'  =  N\    N'm  ez  N{mod  A) 
za  berechnen  sind,  und  welche  die  Congruenz 

22)  mm  =  1  {mod  A) 
befriedigen.     Führt  man  dieselben  in  die  Gleichung 

axfi  —  «;.+«»  ,/*+«Vy    (^,  |it,  v  —  1, 2, 3, . . .) 
ein,  so  erhftlt  man  die  Beziehungen: 

23)  ai^— ai4.,„,^+.',     «i^— ö;iH-t,/u+*'m'  ] 


"*  Nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gemachten  Bemerkung  dürfen  im  Hin- 
^         blick  auf  das  Folgende  etwaige  gemeinschaftliche  Theiler  der  Zahlen  N  und  N' 
ohne  Weiteres  fortgestrichen  werden.  ^  . 

5*  Ztlticlirifl  t  Mathammtlk  u.  Phyrik,  89.  Jahrg.  1894.   Heftl.  Di^tized  by  VjOOQIC 
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Es  werde  nun  gesetzt: 

wobei   A^,   fij,  i,  i'  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,   i  und  t   insbesondere 
noch  den  Bedingungen     •  <  c ,  %  ^  b   genügen  sollen. 

Wenn  man  diese  Werthe  fttr  A  und  ^  in  die  Gleichungen  23)  und  24) 
einführt,  so  folgt: 

In  ähnlicher  Weise  erhält  man: 

Bei  Bertlcksichtigung  dieser  Beziehungen  lässt  sich  die  Fundamental- 
gleichang      „%^+ a'^,,+,^  aa'^,+ a,,^+r     (A,  ^- 1,2,3,...) 
in  folgender  Gestalt  schreiben: 

Setzt  man  darin  zunächst  A  c=  5,  so  ist  A,  =  A  —  1  =  A'—  1,  t  =  f,   und 
man  erhält  für  |[i=  1,  2,  3, ...,  d'  der  Reihe  nach: 


26) 


«'«(),  1 

+ 

a'i,i      « 

«fll  +  eV,  •      + 

acJ,2 

a'aj,  2 

+ 

aVx      « 

aa'a+e'm',.    + 

aj,3 

«Ve'-l 

+ 

aV-1,1— 

aaV-l+e'm*,e  + 

aj..' 

«V*' 

+ 

a\.,i      « 

oaV+eW,f    + 

aj-«in,l 

c!as-tm 

1+ 

«'.'+1,1- 

aa'«'+i+«'m',.+ 

«d  — «w,« 

a'aj-*m, 

.'+ 

«2«',1     = 

aa'28'+eV,«  + 

«J-aem,l 

Ct'0,m,f' 

+ 

«'t)M      «= 

aa'«'w',f         + 

«ff,  1- 

Der  Torstehende  Algorithmus  umfasst  6'  Gleichungen.  Wenn  nun  noch 
für  k  nacheinander  die  Werthe  ä—  1,  tf—  2, ...,  6  —  «  +  1  eingeführt 
werden,  so  erhält'  man  £  —  1  weitere,  dem  obigen  ähnliche  Algorithmen, 
die  wir  der  Raumersparniss  halber  nicht  hinschreiben.  Dagegen  liefern  die 
übrigen  Werthe  von  k ,  von  A  =  d— c  bis  A  =  l,  nur  Wiederholung  des 
Früheren.  Wir  erhalten  daher  im  Ganzen  s  Algorithmen  von  je  d'  Gleich- 
ungen. Würde  man  zuerst  |Li  =  d,  iL  =  1,  2,  3, . . . ,  d'  u.  s.  w.  eingeführt  haben,  so 
wäre  man  in  ähnlicher  Weise  auf  e'  Algorithmen  von  je  8  Gleichungen  ge- 
führt worden;  man  hätte  dieselben  Gleichungen  wie  oben  erhalten,  nur  in 
anderer  Anordnung. 

Kommt  es  lediglich  auf  den  Zusammenhang  der  Ziffern  des  Bruches  — 

ic 

in  den  Systemen  a  und  a   an,   so  entsteht  die  Aufgabe,  aus  den  Algorith- 
men 26),...  alle  Ziffern   ax^  und  axf^   deren  zweite  Indices  fi  von  1  ver- 
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schiedene  Werthe  haben,  zn  eliminiren.  Dieselbe  könnte  in  der  Weise 
gelöst  werden,  dass  man  in  den  genannten  Systemen  zuerst  mit  a^'-^^ 
a'*'"^,...,  «',  1  und  dann  mit  1,  ff,...,  a*""^,  ff*"*  auf  geeignete  Art  com- 
poniren  würde.  Indess  verdient  das  folgende  einfachere  Verfahren ,  welches 
ohne  Weiteres  auf  die  im  §  11  gegebenen  Entwicklungen  zurückführt, 
den  Vorzug, 

um  aus  den  Ziffern  einer  im  Systeme  a  dargestellten  Zahl  diejenigen 
im  Systeme  a^  zu  erhalten ,  wo  v  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet, 
hat  man  offenbar  nur  nöthig,  von  jenen  Ziffern,  von  vorne  ab  gerechnet, 
jedesmal  je  v  aufeinander  folgende  zu  einer  Zahl  zu  vereinigen.  Die  so 
erhaltenen  Zahlen  stellen  dann  der  Reihe  nach  die  Ziffern  der  betreffenden 

Zahl  im  Systeme  af  dar.     Bezeichnet   man  nun  die  Ziffern  des  Bruches  - 

in  den  Systemen  («*,  o'*')  und  («'**,  o*)  bezw.  mit  Aiii  und  A'xfi^  so  hat 
man  hiemach: 

-4^^«=  (ai4-(a_i)e,i4.(^-i)e'  a2+(A~i)«,i-f(/i-i)«' ...  ajie,i+(^-i)«') 


l-A2^«=  (.ai+(A-i).',iH-ou— 1)«  a2H-(2— i)«',i+ou— i)«.-aAe',i-fCu-i)8;; 


die  PeriodicitSt  dieser  Ziffern  ist  durch  die  Gleichungen  ausgedrückt: 

das    heisst,  die  Axfi  bezw.  A'xfi  besitzen  die  Perioden  A{A'  bezw.  A'|A. 
Die  Gleichungen  27)  lassen  sogleich  die  Bichtigkeit  der  Beziehung 

Axfi  -» Ax+N,fi^N*    (^,  f*  —  1, 2, 3, . . .) 
erkennen,   in  welcher   ^  prim  zu  A,   N'  prim  zu  A'  =  A  ist.     Es  findet 
somit  der  Satz   des  §  11    Anwendung,    wonach   wir   bei  Weglassung  der 
zweiten  Indices  den  nachfolgenden  Algorithmus  erhalten: 

u'^'Aj  +  A\  ^  cc'A'„,'+,  +  Aj^m 

Cc'^'Aj^m  +  A'^  ^  «'^'„,-4.2  +  A^^2m 


28) 


u^^'A,,  +  A'^'^a^A'm'  +  Aj, 
in  welchem,  wie  bemerkt,  zur  Abkürzung 

(aiag...ö,)a  =  -4„         («•+ia«+2...a2i)«  =  '42»-" 
(o'i  a'a . . .  a\')a'  =  A\^  (aV  +  \  aV +2 . . .  a  2»')o'  =  -^'2»  •  •  • 
gesetzt  ist.   Dieser  Algorithmus  lässt  sich  kurz  durch  die  Formel  ausdrücken  : 

29)       «'•'il^-(i-i)^  +  A'l  =  a'A'm'-^X  +  Aj^xm  (A  =  1,  2, 3, . . . ), 
oder,  der  Symmetrie  wegen ;  auch  durch: 


«'^„.+2  +  A^j^xm^ «  ffM' j-(A-,)„.'  +  Ax     (A  "  1,  2, 3, . .  .)• 
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Wir  gelangen  auf  diese  Weise  zu  dem  nachstehenden  Ergebniss: 
„Es  mögen  die  Ziffern   a;t^   und  a'xfi   des  in   den  Systemen 

(a,  a)  bezw.  {ct\  a)  dargestellten  echten  Bruches—  die  Perioden 
6\6'  bezw.  6' \d  haben.     Wenn  dann 

aV»'?^l(«i(>dÄ;),  also  auch  a;i^  — aA-fn,^+ii'     (A,  |ii  —  1, 2, 3,  • . .), 
wo  n  und  n  positive  ganze  Zahlen  sind  von  solcher  Beschaffen- 
heit,  dass  n  mit  ö  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  e, 
n   mit  d'  denjengen  b'  besitzt,  und  wenn  man 

setzt,  so  ergiebt  sich  zunächst  A  =  A'.    Die  Ziffern  a^,  ci^^^  a^^,., 
bezw..V],  a\y  a\^  ..  des  in  den  Systemen  a  bezw.  a  dargestellten 

g 
Bruches  -z-  gehorchen  dem  Algorithmus 

K 

J^'Ai^m  +  ^J^XnC  «  aU'^-(2-l)m'  +  Ax      (A  -  1,  2,  3,. . .), 

in  welchem  zur  Abkürzung 

(a  j  a  2 .  •  •  fl'e')«'  =•■  ^\  ?  (o'e'  +  i  a  t'  -|.  2 . . .  a\  g')«'  =  A\y . . . 
gesetzt  ist.     Die  Zahlen  m  und  m   endlich  genügen   den   Con- 
gruenzen:       2Tm'  =  N\    Nm  =  N,    mm'=l{modAy 

Dieser  Satz  begreift  die  in  den  §§  8  und  1 1  mitgetheilten  als  Special- 
fälle in  sich.  Wenn  w  =  6 ,  w  =  d'  wird ,  so  reducirt  sich  der  Algorithmus 
auf  die  Gleichung: 

{a^  -  1)  {a\  a', . . .  a'i^)a'  -  («'•''  -  1)  {a,  a, . . .  a^).. 

Beispiel:    Es  sei  t  =  öt»   of  =  7,  «'=27;   alsdann  hat  man  5=15, 

d'=  10.    Durch   Aufstellung    des  Systems    der    axfi  findet  man  z.  B.  die 
Beziehung  ax,~az+,,^+,     (i,  ^- 1,2,3,...) 

bestätigt.     Indem  man  »  =  6,  «'  =  4  setzt,   ergiebt  sich: 

JV=2,   £=3,   N'  =  2,    £'  =  2,   A  =  A'  =  5. 
Die  Grössen  m  und  m  sind  hier  beide  gleich  1.    Der  Algorithmus  29) 
lautet  unter  diesen  ümstSnden: 

Da  nun  5 


31 


=  (0,106  215  434  201403...) 


7 


=  (0,49  15  18  7  22  VJ  11  8  19...)„ 
ist  und  in  Folge  dessen 

^,  =  (106),,  J,  =  (215)„  ^,  =  (434),,  A,  =  {201)„  Ä,^{m),, 
Ä\=  (49)„,  ^',  =  (i5l8)„,  4'3  =  (722)„,  4X17  H)«,  ä;={8T9)„ 
gesetzt  werden  muss,  so  hat  man: 
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27«.^5+^',  =  7». ^'j  +  ^4  oder  729. 199 +  117  =  343.423+  99=145188 
27«.^+^',=7».^'8  +  ^j  ,  729.99  +  423  =  343,211+221=72594 
27».^3+^'j  =  7»..i',  +  ^  „  729.221+211=343.470+110=161320 
2V.Äi+Ä\  =  V.A\  +  Äi  „  729.110  +  470  =  343,235+55=80660 
27«.J,+il'5  =  78.J',  +  ^   ,    729.55  +  235  =  343.117+199=40330. 

§  13. 

Die  in  den   beiden   letzten  Paragraphen   aufgestellten  Sfttze  gestatten 

g 
für  den  Fall,  dass  der  Nenner  des  Brnches  -  eine  Primzahl  (=i>)  ist,  stets 

eine  einfache  ümkehrung;  ohne  dass  jedoch  eine  solche  für  zusammen- 
gesetzte Nenner  ausgeschlossen  wftre. 

Wenn  nämlich  zunächst  8s=8'  vorausgesetzt  wird ,   so  sind  a  und  a 
zwei  primitive  Wurzeln  der  Congruenz 

aj*  =  1  {modp)* 
Bekanntlich  Ist  nun  aber  jede  Wurzel  einer  derartigen  Congruenz 
einer  Potenz  irgend  einer  und  derselben  primitiven  Wurzel  nach  dem  Modul  p 
congrnent.  Die  Zahl  a  muss  sich  daher  unter  den  Potenzresten  von  a 
und  a  unter  denjenigen  von  a  vorfinden.  Hieraus  folgt  ohne  Weiteres, 
dass  der  Rest  r„  nothwendiger  Weise  unter  den  Besten  fi^  (=;&),  r^,, 
»3n.-.»  fii  enthalten  ist.  Es  sei  etwa  r,j  =  ri^£^i,  so  muss  i  prim  zu 
6  sein**,  und  es  ist  sodann  rn^ri^t^i.  Ebenso  ergiebt  sich  r;is  =  r;i+j,  s» 
n4  =  rji+rf,8»...;  allgemein: 

r2,/i+i— n+f,^   oder   n^  — rji_,-,^+i    (^,  f*— 1,2,3,...). 
Setzt  man  noch  j  —  t  =  m ,  so  schreibt  sich  die  letzte  Gleichung 

riM"*'A+'»./*+i    (^,^-1,2,3,...). 
Dabei  ist  m  prim  zu  d.    Nach  dem  Früheren  folgt  daraus  unmittelbar: 

a;i^"=  fli+m,iu+i    (A,  fi«  1,2, 3, ..•). 
In  ähnlicher  Weise  gelangt  man  zu  der  Gleichung 
a;i^— aji4.i,^+m'   (A,f4— 1,2,3,...), 
in  welcher  fn   prim  zu  6  ist.     Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass 

9nm'=zl(ino(2d). 
Bestimmt  man  jetzt,   was  immer  [auf  q){8)  verschiedene  Arten]  mög- 
lich ist,  zwei  zu  d  prime  Zahlen  n  und  n   so,  dass  sie  der  Congruenz: 


*  Vergl.J.A.  Serret,  Algebra,  deutsch  von  Wertheim,  S.  45,  Anmerkung. 

**  Hätte  nämlich  t  mit  d  den  von  1  verschiedenen  gross ten  gemeinschaftlichen 
Theiler  t,  und  wäre  etwa  *  =  c«i,  d=cd,,  so  würde  aus  r„  =  ri+,-,  i,  oder 

«'  L-=  a»  {modp)  sich  a^i  =  of^'i  ==  1  {modp) 
ergeben;  das  helsst,  a  würde,  entgegen  der  Vctaussetzung,  eu  einem  Exponenten 

<  d  gehören.  ^^T^ 
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nm  =^n  {mod  S)    oder    nm'^n {moä  5) 
genügen ,  so  lassen  sich  die  beiden  yorerwähnten  Gleichungen  in  der  folgenden 
vereinigen :  «^^  .  aA+„,^+n'   (A,  fi=  1, 2, 3, . .  .)• 

Wir  entnehmen  hieraus  den  Satz: 

„Wenn  die  Ziffern  a^;*  bezw.  a';i^  des  in  den  Systemen  («,  a) 

bezw.  (ft',  o)  dargestellten  echten  Bruches  — diePeriodendjd  bezw. 

fC 

S'\ö  besitzen,  und  es  ist  d  =  d',  so  bestehen  für  den  Fall,  dassder 
Nenner  Je  eine  Primzahl  ist,    stets  Beziehungen  von  der  Form 

axfu  =-  ax+n,fi+n'    (^,  ^  -=  I5  2, 3, . . .), 
wo  n  und  n   prim  zu  ö  sind.     Es  findet  somit  der  Lehrsatz  des 
§  11  Anwendung." 

Besitzen  zweitens  8  und  ö'  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  A, 

^""^  ^'^^  (5  =  £A,     d'=£'A 

gesetzt^  so  sind  a«  und  a^'  primitive  Wurzeln  der  Congruenz 

ic^  =  1  {modp). 
Durch  eine  der  oben  angewandten  genau  analoge  Betrachtung  gelangt 
man  dann  ohne  Schwierigkeit  zu  den  Gleichungen: 

oi^^  fl;i+fTO,/u+r,    aifi'^  a^-f  *,/u+«'m'    (^>  f*  ^  1,2;3,...). 
Dabei    ist    mm  =l{fnodA),      Bestimmt   man  nun    noch,    was   stets 
[auf  <p(A)  verschiedene  Arten]   geschehen  kann,    zwei  zu  A  prime  Zahlen 
N  und  N'  derart,  dass  sie  der  Congruenz 

Nm':i£N'{modA) 
genügen,  so  können  die  letzteren  beiden  Gleichungen  in  der  Form 

axfi=  ax-{'BN,fi-\-s\\'    (A,  |[*  =  1,2, 3, ...) 
zusammengefasst  werden.     Dies  führt  uns  zu  dem  folgenden  Satze: 

„Wenn  die  Ziffern  a^^  bezw.  a'^^  des  in  den  Systemen  (a,  a)bezw. 

(«',  cc)  dargestellten  echten  Bruches  —  die  Perioden  8  6'  bezw.  8'\8 

besitzen,  und  es  ist  d  =  sA,  8'=  sA^  wo  A  den  grössten  gemein- 
schaftlichen Theiler  von  8  und  8'  bedeutet,  so  bestehen  für  den 
Fall,  dass  der  Nenner  k  eine  Primzahl  ist,  stets  Beziehungen 
von  der  Form  a;i^- a,+»,^+«'  (A,  ft  -  1,  2,3,...), 
in  welchen  n  mit  8  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  f, 
n  mit  8'  denjenigen  e'  besitzt.  Es  findet  somit  der  Satz  des 
§  12  Anwendung.** 

Diese  Sätze  rechtfertigen    zugleich    nachträglich   die   von  uns   in   den 
§§  10,  11  und  12  gemachte  Annahme.* 

♦  VergL  §  10  S.  12. 
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Wenn  schliesslich  ^  und  d'  keinen  Theiler  ausser  1  geiäetssa^^J^ibeii,' 
so  giebt  es  keine  Gleichung  von  der  Form: 

a^^—  ax+n,fi+n'    (^,^—  1,2,3,...), 
in  welcher  n  und  n  von  d  bezw.  d'*  verschiedene  Werthe  hätten.    In  diesem 
Falle  ist  auch  die  Fundamentalgleichung   einer  weiteren  Vereinfachung  im 
seitherigen  Sinne  nicht  mehr  fähig.     Mit  anderen  Worten:   Es  existirt  als- 

dann  für  die  Zififern  von  -    in   den   Systemen   «  und    a    kein   den   voraus- 

K 

gehenden  Algorithmen  ähnlicher  vereinfachter  Algorithmus  mehr. 

§  14. 

Nachdem  im  Voranstehenden  die  Gleichung 

axfi"^  ax^n,fi+n'    (^,  f4  «  1,2,3,. ..) 
für  den  Fall ,  dass  die  Zahlen  n  und  n  beide  positiv  sind ,  eine  eingehende 
Behandlung  erfahren  hat,  können  wir  uns  bei  der  Betrachtung  der  übrigen 
Fälle,  in  welchen  eine  dieser  Zahlen  oder  beide  negative  Werthe  annehmen, 
um  80  kürzer  fassen. 

Was  zunächst  die  Gleichung 

CtXfi  —  ax-n,n-n'      (^*  ^  ™  1,2,3,...), 

wo  n  und  n   positive  ganze  Zahlen  sind,   angeht,   so  ist  dieselbe  offenbar 

mit  der  Gleichang  ax,-a,^^,^,.    (i,  ^  -  1,2,3,...) 

identisch.  Denn  durch  Einführung  von  ü  +  ^  i  ^  +  ^'  &ii  Stelle  von  k 
bezw.  fi  wird  jene  sogleich  auf  die  letztere  Form  zurückgeführt.  Ebenso 
leuchtet  ein,  dass  die  Gleichungen 

ax/i'^  ox-{-nyffn'    tmd    axfi^  ax—v.fii-n'    (A,  fi -=  1,2,3,...) 
nicht  von  einander  verschieden  sind.    Es  genügt  also,  wenn  wir  noch  den  Fall 

30)  ax^^ax+n,f.-n'    a,  f*«  1,2,3,...), 

wo  n  und  n'  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  in  Betracht  ziehen. 

Aus   den  Entwicklungen   des  §  7  folgt  zunächst  wieder  'ohne  Weiteres 
der  Satz: 

„Die    nothwendige   und    hinreichende   Bedingung   für    die 
Existenz  der  Gleichung 

a;i/*=- «a+n,^— n'    oder    ca^  — ai- »,^4.„'    (A,  fi  —  1,2,3,...), 

in  welcher  n  und  n  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  ist  das 
Bestehen  der  Beziehung 

wo  u  eine  (positive  oder  negative)  ganze  Zahl  vorstellt.^ 


*  Oder  von  Vielfachen  derselben. 
••  Oder  der  Gosgruenz  a*  -  a'»'  {med  k). 
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Im  üebrigen  führt  man  den  vorliegenden  Fall  leicht  anf  den  früher  be- 
trachteten zurück,  indem  man  Ä'—n  für  —n  setzt.  Da  stets  n'<i'  vor- 
ausgesetzt werden  darf,  so  kann  (d'—  n)  als  eine  positive  ganze  Zahl  <  6' 
angesehen  werden.  Eine  einfache  Betrachtung  lehrt  alsdann,  dass  unter 
der  Bedingung        ^^^  _  «,^„^_„,    (^^  ^  _  1, 2, 3, . . .) 

die   Sätze   der   §§  11  und  12    bestehen    bleiben,    sofern    man    nur   in  den 

darin   vorkommenden  Gleichungen  und  Algorithmen  —  n ,  —  m,  —  m'  für 

bezw.  n\  m,  m   einsetzt. 

Greifen   wir  z.  B.  den    einfachsten  Fall  heraus,    in  welchem  n  und  n' 

beide  gleich  1  sind,  so  folgt: 

„Wenn  a  und  a  nach  dem  Modul  X;  congruente Zahlen  sind,  so 

g 
besitzen  die  Perioden  der  Darstellungen  des  echten  Bruches  - 

K 

in   den  Zahlensystemen   o    und   a   gleichviel    Stellen,    und    die 

Ziffern  a^^  o^i  ^i***  bezw.  a\,  a'g,  a\^^ ..  von  —  in  diesen  Systemen 
gehorchen  dem  Algorithmus: 

ftaji  +  ai+i  =  ao'2  +  a^  +  i  (X=  1,  2,  3,...)." 
Beispiel:   Esseii5=l,    Ä  =  7,    a  =  3,    «'  =  10  =  3  +  1.7.     Dann 
ist  5  =  6' =  6,  und  da 

0  =(0,010212. ..)3,     (^)    =(0,142867. ..),o, 

*1«^-  a,  =  0,     fl,  =  l,     03  =  0,    a,^2.    a,=  l,     ««  =  2,..., 

ai=l,    «'8=^4,    a8  =  2,  04  =  8,    a\^b,    a'g=7,..., 
so  hat  man: 

10oi  +  o'j  =  3ai  +  a3    oder  10.0-f  4  =  3.1  +  1  =   4 

10a2  +  a'8  =  3a',  +  a8       „  10.1  +  2  =  3.4  +  0=12 

10a3  +  a'4  =  3a3  +  a4       „  10.0  +  8  =  3.2  +  2=   8 

1 0  a^  +  a'5  =  3  o'4  +  a^  „  1 0 . 2  +  5  =  3 . 8  +  1  =  25 

10a^  +  a'e=3a5  +  ao  „  10.1  +  7  =  3.5  +  2=17 

\Oa^  +  a\=^U\  +  a,  „  10.2+1=3.7  +  0  =  21. 

§  15. 

Bevor  wir  zu  einem  neuen  Abschnitt  übergehen,  möge  es  gestattet 
sein,  einerseits  einen  kurzen  Bückblick  auf  das  bis  jetzt  Behandelte  zu 
werfen  und  andererseits  mit  wenigen  Worten  die  Richtung  anzudeuten,  in 
welcher  sich  die  nachfolgenden  Untersuchungen  bewegen. 

Den  Ausgangspunkt  unserer  Betrachtungen  bildete  die  Aufgabe ;  den 
Zusammenhang  zum  Ausdruck  zu  bringen,  der  zwischen  den  Darstellungen 
eines  echten  Bruches  in  zwei  beliebigen  Zahlensystemen  a  und  a  besteht. 
Es  zeigte  sich,  dass  zur  allgemeinen  Auflösung  dieser  Aufgabe  eine  Er- 
weiterung des   Begriffes   Zahlensystem  nothwendig  wird.     So   wurden   wir 
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znr  Definition  des  Zahlensystems  (a,  o')  mit  zwei  Orandzahlen  a  und  a 
yeranlasst  Während  die  Ziffern  eines  im  Systeme  a  dargestellten  echten 
Bmches  eine  einfache  Serie  bilden  und  sich  wie  die  in  bestimmten  Ab- 
stttnden  aufeinander  folgenden  Theilpunkte  einer  geraden  Linie  aneinander 
reihen,  machten  die  Ziffern  eines  im  Systeme  (a,  cc)  dargestellten  Bruches 
eine  Doppelserie  aus.  Sie  konnten  als  über  einen  Winkelranm  vertheilt 
gedacht  werden ,  etwa  wie  die  Gitterpunkte  eines  Quadranten,  der  durch 
ein  System  aufeinander  senkrecht  stehender  Parallelen  getheilt  wird.*  Diese 
Ziffern  waren  nun  mit  den  Ziffern  der  Darstellung  des  Bruches  im  Systeme 
(o',  o)  durch  eine  einfache  Gleichung,  die  sogenannte  Fundamental- 
gleichung, verbunden.  Die  soweit  nur  für  echte  Brüche  angestellten 
Betrachtungen  Hessen  sich  leicht  erweitern  und  auf  beliebige  positive 
Zahlen  ausdehnen.  Sie  lieferten  alsdann  zwei  Systeme  von  Ziffern,  deren 
Verbreitungsgebiet  die  ganze  Ebene  war ,  und  für  welche  die  Fundamental- 
gleichung gleichfalls  noch  Bestand  hatte. 

Die  weiteren  Untersuchungen  brachten  hierauf  gewisse  Besonderheiten 
zur  Sprache,  die  sich  für  die  Darstellungen  eines  echten  Bruches  in  den 
Systemen  a  und  a  bei  specieller  Wahl  der  Grundzahlen  a  und  a  ergeben. 
Hier  bot  der  Fall  ,» zugeordneter '^  Zahlen  a  und  a  ein  besonderes  Interesse 
dar,  indem  er  unter  Anderem  in  Gestalt  eines  Algorithmus  ein  einfaches 
Mittel  an  die  Hand  gab ,  um  die  Ziffern  eines  im  decadischen  Zahlensysteme 
darzustellenden  echten  Bruches  successive  zu  berechnen.**  Dabei  war  die 
Thatsache  besonders  bemerkenswerth,  dass  nur  directe  Operationen 
(Multiplicationen***)  in  Anwendung  kommen,  also  jedes  Probiren,  wie 
es  die  Ausführung  einer  Division  sonst  erfordert,  vermieden  wird. 

Gegenstand  der  nachstehenden  Capitel  nun  ist  zunächst  die  Darlegung 
des  einfachen  Zusammenhangs,  welcher  zwischen  den  Ziffern  der  Dar- 
stellungen eines  echten  Bruches  (sowie  weiterhin  einer  beliebigen  positiven 
Zahl  überhaupt)  in  den  Zahlensystemen  (o ,  a)  bezw.  («',  a)  und  in  Systemen 
besteht,  deren  Grundzahlen  durch  blosses  Multipliciren  und  Potenziren  aus 
den  Grundzahlen  a  und  a  erhalten  werden.  Von  besonderem  Interesse  ist 
hier  wiederum  der  einfachste  Fall,  in  dem  es  sich  um  die  Beziehungen 
zwischen  den  Darstellungen  in  den  Zahlensystemen  (a,  a),  (o',  a)  einer- 
seits und  {aa\  o),  {aa\  a)  andererseits  handelt.  Die  Erörterung  gewisser 
specieller  Fälle  liefert  interessante  Sonderergebnisse. 

Nach  Einführung  der  Zahlensysteme  mit  drei  und  mehr  Grundzahlen 
und  Betrachtung  ihrer  hauptsächlichsten  Eigenthümlichkeiten  werden  wir 
alsdann,    unter  Zugrundelegung   des  im  Vorausgehenden  entwickelten  Dar- 

*  Es  braucht  wohl  kaum  hervorgehoben  zu  werden ,  dass  die  Beweisfahrnng 
selbst  von  geometrischen  Vorstellungen  vollkommen  frei  ist. 

**  Dieser  Algorithmus  kann  umgekehrt  dazu  benutzt  werden,  um  einen  echten 
Brach  (dessen  Nenner  prim  zu  a  ist)  zu  definiren. 

***  Und  zwar  nur  Maltiplicationen ,  bei  denen  ein  Factor  eine  einstellige  Zahl  ist. 
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stellangsbegriffies,  eine  allgemeine  Theorie  d^  Beehnongsoperationen  itlr 
die  systematischen  Brfiehe*  zu  gehen  Tersnchen.  Mit  einer  Reihe  erg&nzender 
Bemerkungen  nnd  Terschiedenartiger  AnwendoDgen  (xom  Theil  auf  bekannte 
Probleme)  gedenken  wir  alsdann  den  ersten  Theil  unserer  Untersuchungen 
abznscbliessen,  um  uns  danach  der  Betrachtung  der  höheren  Gongmenzen 
und  Formen  zuzuwenden.  Das  Ziel  derselben,  die  allgemeine  ganzzahlige 
Auflösung  der  unbestimmten  algebraiBchen  Gleichungen,  ist  zugleich  das 
hflehste  Ziel  der  Algebra  fiberhaupt.**  Die  unbestimmte  Analytik  dürfte 
auch  allein  die  Mittel  zu  einer  rein  analytischen  Definition  der  negativen, 
gebrochenen,  irrationalen  und  imaginSren  Zahlen  zu  bieten  im  Stande 
sein,  üeber  diesen  letzteren  Punkt  beabsichtigen  wir  uns  demnächst 
an  anderer  Stelle  ausführlicher  auszusprechen.  Für  jetzt  mOgen  nur  noch 
einige  Bemerkungen  gestattet  seiu. 

Die  üblichen  Definitionen  der  negativen  und  gebrochenen  Zahlen,  sowie 
die  in  neuerer  Zeit  aufgestellten  Definitionen  der  Irrationalzahlen  stützen 
sich  auf  Begriffe  und  Anschauungen,  die  der  reinen  Analysis  eigentlich 
fremd  sind.  Dahin  gehören  insbesondere  der  Begriff  der  Stetigkeit,  sowie 
alle  Grenzbetrachtungen.  Schon  bei  der  Einführung  der  negativen,  nnd 
noch  mehr  der  gebrochenen  Zahlen  sieht  man  sich  genöthigt,  entweder  das 
unsichere  Gebiet  des  Transcendenten  zu  betreten  und  die  Existenz  hypo- 
thetischer Zahlen  vorauszusetzen,  mit  denen  in  keiner  Weise  der  Be- 
griff des  Zählens  mehr  verbunden  werden  kann,  oder  geometrische  Vor- 
stellungen behufs  Begriffsbild  nng  heranzuziehen.***  Die  ganze  Zahl  ist, 
rein  analytisch  betrachtet ,  im  Allgemeinen  eines  Getbeiltwerdens  nicht 
fähig.  Von  einem  solchen  kann  erst  die  Bede  sein,  sobald  man  sich  die 
Zahl  mit  einer  Baumgrösse,  z.  B.  einer  Strecke,  in  Verbindung  gebracht 
denkt.  Da  aber  damit  zugleich  eine  geometrische  Vorstellung  mit  herein- 
genommen wird,  so  kann  eine  darauf  sich  gründende  Definition  der  ge- 
brochenen Zahl  keine  rein  analytische  mehr  sein.  Gleichwohl  kann  und  muss 
aber,  wie  wir  glauben,  die  gesammte  Analysis  auf  rein  analytischer  Grund- 
lage aufgebaut  werden ,  frei  von  geometrischem  wie  transcendentem  Beiwerk. 
Diese  Grundlage  dürfte  aber,  wie  bemerkt,  nur  die  unbestimmte  Ana- 
lytik (im  weitesten  Sinne  des  Wortes)  zu  liefern  im  Stande  sein,  wie  es  auch 
von  Er 0 necker  (a.  a.  0.)  ausgesprochen  worden  ist. 

Dieser  Auffassung  gemäss  möchten  wir  die  negativen,  gebrochenen, 
irrationalen  und  imaginSren  Zahlen  als  Systeme  von  ganzzahligen  Lösungen 


*  EinschlieBBlicb  der  ganzen  Zahlen. 

•♦  Vergl.  L.  Kronecker,  Ueber  den  Zahlbegriff,  Crelle'a  Jonm.  101  S.  865. 
***  Man  vergleiche  z  B.  Stolz,  Vorlesungen  über  allgemeine  Arithmetik. 
Leipzig  1885.  1.  Theil.  S.  48,  47,  68;  A.  Harnack,  Die  Elemente  der  Differeotial- 
und  Integralrechnung.  Leipzig  1881.  S.  4,  Art  4,  u.  s.  w.  Dieselben  Ausstellungen 
lassen  sich  auch  noch  bezüglich  der  neuerlichen  Bemerkungen  des  Herrn  Pasch 
(Math.  Ann.  Bd.  40  S.  160)  über  die  Einführung  der  rationalen  Zahlen  machen. 
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entsprechender  unbestimmter  Gleichungen  definiren ,  die  algebraischen  Zahlen 
insbesondere  als  ganzzahlige  Lösungssjsteme  algebraischer  Gleichungen  bezw. 
Formen.  Man  hat  es  so  in  Wirklichkeit  nur  mit  positiven  ganzen  Zahlen  zu 
thun,  und  die  Erweiterungen  des  Zahlbegriffs  besitzen  lediglich  eine  formale 
Bedeutung.*  Sie  sind  keineswegs  nothwendig»  wohl  aber  erweist  sich  ihre 
Einftthrung  als  ein  vorzügliches  Hilfsmittel,  um  die  oft  verwickelten  Gesetze, 
denen  die  ganzen  Zahlen  gehorchen,  leichter  überblicken  und  durchschauen 
zu  können.  Dazu  kommt,  dass  sich  auf  diese  Systeme  ganzer  Zahlen  die 
auf  die  ganzen  Zahlen  selbst  anwendbaren  Rechnungsoperationen  in  gewissem 
Sinne  überti*agen  lassen,  wie  auch  umgekehrt  in  besonderen  Fällen  solche 
Systeme  wieder  ganze  Zahlen  bestimmen.**  Auf  diesem  umstände  beruht 
zugleich  die  Berechtigung,  das  Wort  Zahl  in  erweitertem  Sinne  zur  kurzen 
Bezeichnung  derartiger  Systeme  zu  verwenden. 

Der  Kürze  wegen  wurde  in  den  vorli^enden  Untersuchungen  von  einer 
consequenten  Durchführung  der  soeben  andeutungsweise  besprochenen  An- 
schauungen, die  wir  freilich  zur  strengen  Begründung  der  reinen  Zahlen* 
lehre  für  unerlftsslich  erachten.  Abstand  genommen.  Es  ist  hier  nur  beab- 
sichtigt, die  Aufmerksamkeit  auf  ein  Gebiet  der  mathematischen  Wissen- 
schaft zu  lenken,  das  bis  jetzt  so  gut  wie  nicht  bebaut  worden  ist,  welches 
aber  bei  sorgsamer  Bearbeitung  reiche  Früchte  zu  tragen  verspricht.  Wir 
meinen  das  Gebiet  der  sogenannten  systematischen  Zahlen,  das  der  Ein- 
führung des  Positions  -  Systems  in  die  Arithmetik  seine  Entstehung  verdankt. 
Obwohl  in  der  niederen  Arithmetik  die  fundamentale  Bedeutung  des 
Positionsprinzips  längst  erkannt  und  gewürdigt  worden  ist,  hat  man  merk- 
würdigerweise bis  jetzt  den  weiteren  Schritt  nicht  gethan,  dasselbe  in  all- 
gemeiner Weise  auch  der  Forschung  auf  dem  Gebiete  der  höheren  Arith- 
metik dienstbar  zu  machen.  Darum  dürfte  ein  Versuch  nach  dieser  Richtung, 
wie  ihn  die  vorliegenden  Untersuchungen  darstellen,  des  Interesses  nicht 
entbehren. 


*  Wie  mit  den  erweiterten  Zahlbegriffen  Quantitätsvorstellungen  zu  ver- 
binden seien,  dies  zu  zeigen  ist  nicht  Sache  der  reinen  Zahlenlehre,  sondern  der 
Anwendungen,  insbesondere  der  (rechnenden)  Geometrie.  Von  diesem  Standpunkt 
aas  betrachtet  scheinen  uns  die  von  H.  lUigens  (Math.  Ann.  Bd. 80  S.  156,  Bd.  86 
8.  461)  den  Theorien  von  Weierstrass  und  Can^or  gegenüber  gerfigten  angeb- 
lichen Mängel  eher  einen  Vorzug  dieser  Theorien  zu  bedeuten. 

**  Zum  Beispiel  das  System  aller  ganzzahligen  Auflösungen  x  y  der  Gleichung 

8  +  «  =  5-f  y 
bestimmt  die  ganze  Zahl  2;  man  schreibt  in  diesem  Falle  x  —  yfarx\y.   Ebenso 
bestimmt  die  Gesammtheit  aller  ganzzahligen  Lösungen  x\y  der  Gleichung 

3x=  12y 

X 

die  ganze  Zahl  4;  man  schreibt  hier  -  für  x\y.   Dagegen  wird  in  der  Gleichung 

b  +  x=iB  +  y 
durch  die  re  I  y  die  ganze  Zahl  x  —  y  =  —  2  bestimmt.  ^^  ^ 
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Wir  bemerken  noch  zum  Schlüsse»  dass  die  bereits  am  Eingange  dieses 
Aufsatzes  angeküudigte  Schrift  sich  zugleich  die  Aufgabe  stellt,  das  Oe- 
bände  der  Zahlenlehre  (worunter  wir  die  gesammte  Analjsis  verstehen) 
auf  deiigenigen  Anschauungen  zu  begründen,  welche  die  oben  berührten 
Definitionen  der  erweiterten  Zahlbegriffe  zur  Voraussetzung  haben.  Die 
diesbezüglichen  Ausführungen  gestalten  sich  hier,  wo  die  Zahlen  als  in 
systematischer  Form  dargestellt  vorausgesetzt  werden ^   besonders  einfach. 


ly.  Die  Darstellnng  einer  Zahl  in  den  Systemen  (a"»'"',  a^a^') 

und  (a"'a",  d^'a^)  in  Beziehung  xu  den  Darstellungen  in  den 

Systemen  (a,  a)  und  {a  a). 

§  16. 
Die  in  diesem  Abschnitte  anzustellenden  Betrachtungen  gewinnen   be- 
deutend an  Einfachheit  und  Durchsichtigkeit,  wenn  wir  sie  vorerst  an  einem 

g 
echten  Bruche  —  und  zwar  für  den  besonderen  Fall  durchfahren,  in  welchem 

n  =  n's=l,  v=:l,  v'  =  0  ist.    Zudem  verdient  dieser  Fall,  wie  wir  sehen 
werden,  auch  aus  anderen  Gründen  besonders  hervorgehoben  zu  werden. 
Wir  legen  wieder  die  Gleichungen 
1)    arx^-rx+\,fi  =  haxf,,     aVi^-rx^^^f^^kaxf,   (i,  fA=  1,2,3,. ..) 

zu  Grunde  und  nehmen  an ,  dass  die  Grössen  ax^  und  rxfi  bezw.  axfi  und  r'i^ 
die  Perioden  d\i'  bezw.  ö'\8  besitzen.    Verschiebt  man  alsdann  das  System 


2) 


^it 


'21 


^n 


'81- 


'S«" 


♦*18      *'äS      *'s8  • 


derart,  dass  die  Diagonalreihen  sich  in  Horizontalreihen  verwandeln,  während 
die  Horizontalreihen  zu  Verticalreihen  werden,  so  gelangt  man  zu  dem  folgenden 
neuen  Systeme: 


3) 


Wenn 

4)    r;i^  =  ^A*>^-M+i(^^^)    öder    i?i^=  n+;,-i,i  (^,  f4  =  1,2,3,...) 
gesetzt  wird,   so  überzeugt  man  sich  leicht,   dass  das  System  3)  mit  dem 
nachstehenden  identisch  wird  (Äii  =  fii): 

«9 


»"n 

»-M 

r«,... 

^i 

♦■»« 

»■«••• 

Ui 

fu 

»■«••• 

5) 


«13 


«23 


ögg.  . 

«33- • 
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Es  werde  nun  die  erste  der  beiden  Gleichungen 

mit  €t  multiplicirt  und  die  zweite  zu  dem  erhaltenen  Producte  hinzugezählt. 
Dann  erhftlfc  man  wegen  n^^rV^: 

6)  ««Vi;*  — r;n-i,;t+i  =  Ä(aaVa  +  aji,^+i)   (A,  |»=1,  2,  3,  ...). 
Mit  Bttcksicht  auf  4)  folgt  hieraus 

7)  aa«;4,2-/i+i  —  «Ai+i,A-/4  +  i  =  h{aafix  +  a2,;t+i) 
oder,  indem  man  il  +  j^  ~  ^  ^^^  ^  setzt: 

8)  aa5;*i  — S;*+i,i  =  Ä(ofa;,,;i^.;*—i  +  a;i+;«-i,;*+i). 
Bezeichnet  man 

9)  {  oder  ,      ,  mA,  11  =  1,2,3,...)*, 

so  schreibt  sich  Oleichung  8)  auch: 

10)  ö«5ai;i-  ^/*+i,A  =  *i'M- 

Nun  besteht  nach  1)  und  4)  neben  dieser  Gleichung  noch  die  folgende: 

Wenn  man  daher 

11)  Sfii^s'in^     (^sxn^si^i^n^kpxft, 
einführt,  so  ist: 

12)  i>V  =  «^+^-i,^    (A,  fi=l,2,  3,...). 

Nach  der  früher  (§  2  S.  325)  gegebenen  Definition  stellen  die  52^,  s'xf^ 
die  Beste  und  die  pxg^^  p'xf^  die  Ziffern  des  in  den  Zahlensystemen  (ao',  a) 

bezw.  (a,  ao')  dargesteUten  Bruches  -=-  dar. 

Die  Bichtigkeit  der  Gleichungen  9)  und  12)  ist  zunftchst  nur  für  positive 
Werthe  von  X  und  ^  erwiesen.  Es  wäre  jedoch  nicht  schwer,  den  Nach- 
weis zu  führen,  dass  sie  bei  Zugrundelegung  der  im  §  5  S.  331  aufgestellten 
erweiterten  Definition  des  Darstellungsbegriffes  auch  noch  für 

i,  ^  =  0,    -],    -2,    -3,... 
richtig    sind.     Wir   unterdrücken  jedoch   diesen  Beweis,    da  wir  im  §  17 
ganz  allgemein  zeigen   werden,   dass   die  erwähnten  Gleichungen  auch  bei 
Ausdehnung  der  Betrachtung  auf  beliebige  Zahlen  für  alle  ganzen  Werthe 
▼on  l  und  f»  ihre  Giltigkeit  behalten. 

Vergleicht  man  Gleichung  9)  mit  der  in  der  Form 

13)  «02;»  +  o'^,2  +  i  =  «»V^  +  ^^/*  +  i 

geschriebenen  Fundamentalgleichung,  so  überzeugt  man  sich  ohne  Weiteres, 
dass  der  Werth  von  1)^,2~/a+i  mit  der  rechten  Seite  derselben 
identisch  ist. 


•  Bei  X  =f»  hat  man  pxi  =px=  aa'xx  +  aa,2+i. 
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Wenn  man  andererseits  eine  Verschiebung  des  Systems  1)  in  der 
Weise  vornimmt,  dass  man  zwar  die  Diagonalreihen  wieder  za  Horizontal- 
reihen macht,  die  Verticalreihen  dagegen  als  solche  beibehält,  so  ergiebt 
sich  als  neues  Sjstem : 


14) 


'12 


'a« 


'23 


'SS* 


'84* 


^85- 


Indem  man 

rxfi^h,fi^i^i(fji>k)  oder  /2;t  =  »'Ji,A+A«-i  =  '^';i+/*-i,2  (^>  f*  =  1>2, 3,...) 
setzt,  fällt  das  letztere  Sjstem  augenscheinlich  mit  dem  Systeme 


^11      *8l      ^i 


15) 


'81 


^12       *22 
^8      ^28      ^l 


^ 


'88 


zusammen  (^^  =  r^).   Dabei  stellen  die  Grössen  tif^  die  Beste  des  im  Zahlen- 
Systeme  (oa ,  a)  dargestellten  Bruches  —  dar.    Durch  ein  dem  vorhin  dar- 

K 

gelegten   genau  analoges  Verfahren  findet  man  weiter  leicht  die  Gleichung 

16)  aatx^^^x^i-tx^i^^^x^i=ik{aax^  +  a^^i^i)   (A,  fi==  1,  2,  3,  ..•) 
oder 

17)  ottV;i^-f2^.i,^  =  Ä(o'a2,i+^>i  +  a'2+^-i,A+i    (A,  fi  =  l,2,3,... 
bestätigt.     Führt  man 

18)  €catx^-tx-^i,^=^lcqx^  1         =12  3 

ein,  wobei  die  g^/u)  QXß  ^^^  Ziffern  von  —  in  den  Systemen  {aa\  a)  bezw. 
{a\  aa)  vorstellen,  so  ergiebt  sich: 


|(A,^=.1,2.3,.. 


). 


20)  qx,f^^l+l—(fa^tl+o^'/l,l■\^^9  ^iA*-**'^M+^-i+ö'^+^-M-»-i 

21)  3V^==^'^+/'-ii^ 

Von  den  beiden  letzteren  Gleichungen  lässt  sich  dasselbe  beweisen, 
wie  von  den  Gleichungen  9)  und  12),  dass  sie  nämlich  für  alle  ganzen 
Werthe  von  l  und  ft  richtig  sind  (vergl.  §  17).  Vergleicht  man  20)  mit 
der  Fundamentalgleicbunsf  13),  so  ergiebt  sich,  dass  der  Werth  von 
qx,/i-x+\  mit  der  linken  Seite  derselben  identisch  ist. 

Wir  gelangen  auf  diese  Weise  zu  dem  bemerkenswerthen  Ergebniss: 

g 

„Die  Ziffern  pxfi,   qxfi  des  Bruches  —  in  den  Zahlensystemen 

(aa,  c)bezw.  (aa',  c')  hängen  unter  einander  und  mit  den  Ziffern 
01^,  ax/i  der  Systeme  (a,  a)  bezw.  (a',  c)  durch  die  folgenden 
Gleichungen  zusammen: 
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welche  für  alle  ganzen  Werthe  von  k  und  fi  giltig  sind.^ 
Gleichzeitig  ergiebt  sich: 
„Die  Ziffern  pifi,   q'xfi  <)ds   in   den  Zahlensystemen  (o;,  acc) 

bezw*  (a\  aa)  dargestellten  Bruches -^  sind  mit  denjenigen  ai^, 

axft  in  den  Systemen  (a,  a)  bezw.  («',  o)  durch  die  Gleichungen 

verbunden:  '  ^  ^'     _v 

PXß'^ctx^ß^i,ßy  Qxfi  =  ax-{-ß^i,ßf 

giltig  für  alle  ganzen  Werthe  von  A  und  ft.'' 

In  dem  speciellen  Fall,  in  welchem  k  =  (i  ist,  Iftsst  sich  der  vorerwähnte 
Satz  folgendermassen  aussprechen: 

„Die  A*®  Ziffer  des  Bruches  -  im   Systeme   aa   erhält  man, 

indem    man    die    A**    Ziffer    des    Bruches  — r —  im    Systeme    « 


(bezw.  — - —  im  Systeme  «j  mit  der  Zahl  a  (bezw.  a)  multipli- 
cirt  und  zu  dem  Producte  die  A*"  Ziffer  des  Bruches —jt-  im 
Systeme  a  (bezw.  -z-  im  Systeme  u  I  hinzuzählt. 


^)  I: 


§17. 
Wenn  unter  pxß,  qxß  die  Ziffern  eines  in  den  Zahlensystemen  (««',  a) 

und  {aa\  a)  dargestellten  echten  Bruches  —    verstanden  werden,    so    be- 

rC 

stehen,  wie  im  vorigen  Paragraphen  gezeigt  wurde,  die  folgenden  Gleichungen : 

\pXß'^aa'x,x-\.fi-i  +  ax^ß-.i,x-{-i\ 

Es  ist  daselbst  auch  bereits  bemerkt  worden,  dass  diese  Beziehungen  nicht 
blos  für  echte  Brüche ,  sondern  überhaupt  für  beliebige  positive  Zahlen, 
und  zwar  für  alle  ganzen  Werthe  von  X  und  fi,  Giltigkeit  haben.  Dies 
soll  nun  im  Folgenden  bewiesen  werden. 

Es  seien  also  axß,  axß  die  Zi£fem  einer  in  den  Zahlensystemen  (or,  a) 
bezw.  {oy  a)  dargestellten  beliebigen  positiven  Zahl  g.  Setzt  man  dann  allgemein : 

Pifi'^aa^x^x^fi^i  +ax^^.i,x^i   \ 
qxß-='c/ax,x-^t..i  +o!x+fi^\,x  +  i   J    ^'^ 

60  ist  zunächst  ohne  Weiteres  klar,  dass  beispielsweise  die  pxß  sämmtlich 
^  aa  sind.  Da  nämlich  die  Ziflfern  a'^.  i+^— lund  ax^ß—\,x-^i  höchstens 
gleich  («  — 1)  bezw.  (of— 1)  werden  können,  so  vermag  |?a^  den  Werth 
«(«'  —  1)  +  (a  —  l)  =  ««'  —  1  nicht  zu  übersteigen.  Die  pxfi  lassen  sich 
daher  für  irgend  einen  Werth  von  fi  jedenfalls  als  Ziffern  einer  im  Systeme      j 
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cLu    dargestellten    Zahl  uo^"^  aaffossen.     Die   Zahl  u  ist,    wie   wir  jetzt 
zeigen  wollen,  nicht  verschieden  von  e. 

Zn  diesem  Zwecke  bemerken  wir  znnftchst,  dass 

Bezeichnet  man  in  dieser  Gleichung  mit  pi^i  die  erste  der  Ziffern  pipi,^ 
die  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat,  wfthrend  gleichzeitig  die  Be- 
ziehungen ai_i,/|.^-i  =  0,  a'/-2,i4./i-2  =  0,..,  bestehen,  wo  i  jede  ganze 
Zahl  sein  kann,  so  lässt  sich  dieselbe  auch  schreiben: 

oder:  « 

23)  wa'"-*=J^[o-V-i(«a'i,i+^-i  +aa+jEt-i,2+i)]. 

Wenn  man  rechts  je  zwei  benachbarte  Glieder,  die  verschiedenen 
Klammem  entnommen  sind,  zusammenfasst ,  so  kann  Gleichung  23)  auch 
folgendermassen  geschrieben  werden: 

2=1 

Da  der  Fundamentalgleichung  zu  Folge  für 
(a'a2+^-i,a+i  +  ö'z+i,i+/i)    der  Werth    (ao'i4.i,i+^«i  +  a;i+^-i,ji4.2) 
gesetzt  werden  darf,  so  hat  man  auch: 

Indem  man  hierin  wieder  je  zwei  benachbarte,  aber  verschiedenen 
Klammern  angehörige  Glieder  vereinigt,  ergiebt  sieb  mit  Rücksicht  auf  die 
Fundamentalgleichung : 

Durch  Wiederholung  desselben  Verfahrens  erhält  man  allgemein: 

l  +  f-l  «0 

oder  nacb  Division  durch  a~'+^: 

/+r-i 


26) 


v=t 


WO  i  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet. 

/Google 
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Ans  Oleichang  26)  folgt,  da 

aa  ' 


dass  die  Zahl  t*a'+^""^  mit  einem  Fehler 

ausgedrückt  wird.     Wenn  t  =  oo,  so  ist  bei  verschwindend  kleinem  Fehler 

Da  diese  Beziehung  für  jeden  ganzen  Werth  von  fi  Oiltigkeit  hat,  so 
wird  die  Zahl  u  im  Systeme  {a\  a)  durch  die  Ziffern  aa^  dargestellt,  das 
heisst ,  u  ist  mit  z  identisch.  Die  pxf^  stellen  daher  in  der  That  die  Ziffern 
der  Zahl  jer  im  Systeme  {aa\  a)  vor.  In  ähnlicher  Weise  findet  man,  dass 
die  qift,  die  Ziffern  von  e  im  Zahlensysteme  (aa',  a')  bezeichnen.    Also: 

„Die  Ziffern  pif^^  qxfi  einer  in  den  Zahlensystemen  (aa',  a) 
bezw.  {aa\  a)  dargestellten  beliebigen  (ganzen,  gebrochenen 
oder  irrationalen)  positiven  Zahl  0  hängen  unter  einander  und 
mit  den  Ziffern  m^,  a'x^  von  0  in  den  Systemen  (o,  a)  bezw.  (a',  a) 
durch  die  folgenden  Gleichungen  zusammen: 

welche  für  alle  ganzen  Werthe  von  X  und  (i  giltig  sind.^ 

§  18. 
Die  im   §  16  gegebenen  Entwicklungen    lassen  sich  ohne  Schwierig- 
keit erheblich  verallgemeinern.    Führt  man  nämlich  an  Stelle  des  Systems  1) 
dieses  Paragraphen  das  Folgende  ein: 

♦"ll  n +»,!+»'  *'l  +  2«,l+2n'.»- 

2gj  ,    n  +  y.l  +  jr*  ri  +  «+v,l  +  «'  +  v'  n+2«  +  y,l+2n'  +  i;'... 

»'1  +  2  V,  1+2»'      n+»i  +  2»,l  +  n'  +  2tf'      ♦•l  +  2ii  +  2ir,l+2n'+2t;'... 

WO  n,  n\  Vf  V   positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  setzt  an  Stelle  dieses 


Systems  das  nachstehende : 

%     hl     hl'" 

29) 

hi      *M      *8«-" 

*13      *28      *88  •  •  • 

so  überzeugt  man  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  der  Beziehung: 

30)  sxf,  =  ri+a-DB+cf*-!)»,  i+(A-i)»'+a*-i)»'    (^»  f*  =  1»  2,  3,. . .). 
Dieselbe  liefert  umgekehrt  unter  der  Bedingung*: 

31)  nv — n'vsssi^ 

wo  6  die  positive  oder  negative  Einheit  bedeutet,  die  Relation: 

32)  n^  =  5i+t(2-i)y'-,c^-i)y,i-.(a-i),'+,(^_i)»    (A,  ^=:  1,  2,  3,...). 

*  Auf  den  allgemeinen  Fall  werden  wir  zarflckkommen. 
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Nun  folgt  aus  Gleichung  2)  des  §  1 : 

oder,  indem  wir  zur  Abkürzung 

einführen :  "^^t"  ^  («iA*«i+ 1.  a*  •  •  •  ai+ii-;!,^)« 

Ebenso  ergiebi  sich: 

wenn  ,,    i  »      >  >  v 

gesetzt  wird.  Multiplicirt  man  Gleichung  33)  mit  o'»'  und  addirt  dazu 
die  Gleichung  34),  nachdem  man  darin  (X  +  n)  ftlr  A  gesetzt  hat,  so  folgt 
wegen  n^  =  /^2: 

35)  «««  »V2^  -  r2+„.^+«.  =  Ä(a'»'J2A*  +  A2+»). 
In  ähnlicher  Weise  gelangt  man  zur  Beziehung: 

36)  otVV^2  -  rV+i.',a+n  ^h(a^Ä^x  +  Am+ü-).' 
Gleichzeitig  ergiebt  sich  (vergl.  auch  §4  8.329,  Anmerkung): 

37)  a-'A,^  +iiV,2+«  =  «MV,.  +  ii2.^+.'. 
Wir  setzen  jetzt  zur  Abkürzung: 

^=l+€(A-l)v'-«(l*-l)v,     tf=l-j(i-l)n'  +  «(^~i)n. 
Alsdann  erhält  man  aus  Gleichung  32)  bei  Berücksichtigung  von  31): 

Dies  in  die  Gleichung  35)  eingeführt,  giebt: 

38)  a*  «'«'5^^  -  s^^t,  a  «*(«'»' J2/i  +  Ä'^,  2+,). 
Setzt  man  allgemein: 

a"  «'-'52^  -  52+ 1.  ^  =  *l>ji^ , 

so  stellen  die  pzf^  die  Ziffern  dee  Bruches  -  im  Zahlensysteme  (a"a'"',  a*a  i^') 
dar*;  und  man  hat  den  Znsammenhang: 

39)  Pifff  =  «'"  AXß  +  Ä'ft^  2  +  n- 

Wenn  man  andererseits 

40)  fa^  =  ri+(2-i)»4.(^_i)y,i+(2_iy  +  (^_i)y'     (A,  I»  =  1,2,  3,...) 
einführt,  so  erhält  man  unter  der  Bedingung  31): 

41)  r'2^  =  /i+t(2_i)ir'-e(^-i)y,i-f(2_i)^'+t(^_i)«  (A,^  =  l,  2,  3,...). 

*  Führt  man  nämlich  s^a^s'ßQ  ein,   so  lässt  sich  nach  einem  dem  eben  an- 
gewandten ähnlichen  Verfahren  leicht  die  Gleichung 

ata'i^ Sqo  -  «'^+1, o  =  k{a^BXfx  +  B'^,x+p) 
bestätigen,  wo  zur  Abkürzung 

JB2/i  =  (a2;4  02+i,/t . .  .ai+y— 1,^)0,    ^V^  =  («ViöV+i.^  •    ■  »V+y'-i,  iV 
gesetzt  ist 

Digitized  by  CjOOQIC 


Von  Dr.  J.  Kraus.  35 

Bezeichnet  man  ähnlich,  wie  oben, 
/=  1  +  e(fi -  l)v'-  e(A -  l)v,     ö'=  1  -  €(ft  -  l)n'+B{k  -  l)n«, 

Indem  man  ^„„.„^ ^^^  _  ^^^^  ^  =  *?a^ 

einführt,  wo  die  qxfi  die  Ziffern  des  im  Systeme  («"'a'",  a^a^)  dargestellten 

g 
Braches    -   bedeuten,  ergiebt  sich: 

42)  g^V  =  «M^z  +ii;i,  ^4-*'- 

Die  Vergleichang  Von  42)  und  39)  liefert  sodann  mit  Bücksicht  auf 
37)  den  Zusammenhang: 

43)  l>^(F  =  ä'^v« 

Wir  gelangen  somit  zu  dem  folgenden  allgemeinen  Satz: 

„Die  Ziffern  p;t/K>  QX/t  der  Darstellungen  des  echten  Bruches - 

in  den  Zahlensystemen  (ö"«'"',  a^a^')  bezw.  (a^V",  a'^'a^)  hftngen 
unter  der  Bedingung  nv'-nv  =  €, 

wo  s  die  positive  oder  negative  Einheit  bedeutet,  mit  den 
Ziffern  axfi^  a'x^  '^^'^1.  ^^  d®^  Systemen  (a,  a)  bezw.  (ä',  «)  und 
unter  einander  durch  die  Gleichungen  zusammen: 

giltig  für  iL,  ^=>1,  2,  3,...     Dabei  ist  zur  Abkürzung 

p=rl  +  c(A«l)v'-e(^-l)v,        0=l-a(A-l)n'+f(,4-l)n 
^'=l  +  e(^-l)v'-«(A-l)v,       a=l-.£(fi'-l)nH-€(A-.l)n 

gesetzt  worden.^ 

Es  würde  nicht  schwer  sein ,  die  hier  für  den  echten  Bruch  -  gegebenen 

Entwicklungen  auf  eine  beliebige  positive  Zahl  g  auszudehnen,  wie  es  für 
den  besonderen  Fall  ns=n'=l,  v  =  l,  v'=0  im  §  17  bereits  geschehen 
ist.  Der  Kürze  halber  nehmen  wir  jedoch  hiervon ,  sowie  von  einer  weiteren 
Ausführung  dieses  Gegenstandes  jetzt  Abstand;  wir  gedenken  aber,  später 
darauf  zurückzukommen. 

§  19. 

Es  ist  eine  interessante  Aufgabe,  die  Ergebnisse  der  §§  16  und  18 
für  diejenigen  speciellen  Fälle  zu  discutiren ,  für  welche  die  schon  mehrfach 
erwähnte  Bedingungscongruenz 

öV»'Eil(modÄ;) 

erfüllt  ist.  Wir  beschränken  uns  hier  der  Kürze  wegen  auf  die  Betrachtung 
des  einfachsten  und  zugleich  interessantesten  Falles  „bezüglich  h  zuge« 
ordneter%  oder,  wie  wir  uns  dafür  in  der  Folge  lieber  ausdrücken  wollen, 

*  Die  ^',  o'  gehen  aus  bezw.  9,  0  durch  Vertauschen  von  X  mit  ^  hervor. 
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„bezüglich  k  conjugirter''    Grundzahlen  a,    o'.     Dieselben    genügen 
(§  7,  S.  335)  einer  Gleichung  von  der  Form : 

44)  a«'— IsssUÄ. 

Nach  dem  Lehrsatze  des  §  8  hat  man  in  diesem  Falle  die  Beziehung 
oift^ax^i,f,^i    (X,  fx  =  l,2,  3,...)» 
aus  welcher  (nach  §  7)  zugleich  diese  andere  folgt: 

nA*  =  ^2+1,^+1    (^>  fi  =  l,  2,  3,...). 
Führt  man  letztere  in  Gleichung  6)  des  §  16  ein,  so  verwandelt  sich 
dieselbe  mit  Bücksicht  auf  die  Fundamentalgleichung  in  die  folgende: 

(oa  —  1)0^  =  Ä(aa^2  +  aji,^+i)  =2k(aax^  +  «^,2+1)  =  ^Pfi^i-^u+i ), 
oder  wegen  Gleichung  44)  in: 

«r^^  =  cc'axf^  +  ö'itt.2+1  =l'/*,2-iu+i. 
Wenn  man  hierin  noch  A+fi  — 1  für  iL  setzt ^  so  ergiebt  sich: 

45)  tifji+^-i,^  =  p^ji=  a  Oz+fi-i,^+aV,2+A«- 
Nun  ist  nach  §  8  S.  335: 

ebenso : 

unter  diesen  Umständen  schreibt  sich  Gleichung  45): 

46)  un^p^x'^aax+as^i^i**   {k,  fi  =  1,  2,  3,...). 
Zugleich  ergiebt  sich  nebenbei: 

Pll  =P22  =1?82=-- 

In  ähnlicher  Weise  erhält  man: 

urx=^aax  +  ad^x+i' 
In  Worten: 

„Es  mögen  a  und   a    zwei  bezüglich  k  conjugirte  Zahlen 
vorstellen,  das  heisst,  es  soll  die  Bedingungsgleichung 

aa'— 1  =u& 
erfüllt  sein.     Wenn  alsdann  r,,  r,,  Tg,...  bezw.  r\,  r^,  ^'sf'  <iid 
Beste  und  a,,  Oji  ''s»***  bezw.  a'|,  a'g,  a'g,...  die  Ziffern  des  Bruches 

--=:-^=v^  in  den  Zahlensystemen  o  bezw.  a    bedeuten,   so  be- 
k       k       k  ""      ■  ' 

steht  folgender  Zusammenhang: 

urx  =  aax  +  a^^j^^i,     urx  —  aa\  +  ad^x-^i^- 

Diese  Gleichungen  lehren  in  Verbindung  mit  dem  im  §  8  abgeleiteten 

Algorithmus,   die  rx  bezw.  r'x  in  einfacher  Weise  successive  zu  berechnen. 


*  d  bedeutet  die  Stellenanzahl   der  Perioden  von  jr  in  den  Zahlensystemen 
cc  und  a, 

••  Vergl.  §  9  S.  S88. 
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Beispiel:    Es    sei,    nm    ein    einfaches   Beispiel    anzuführen,    j9=1, 
A;  =  7,  a  =  3,  a'=  5.     Alsdann  ist  ti  =  2,  is=i6,  nnd  man  hat: 

1»^  =  (0,010212...),=  (0,032412...)5, 
also: 

rj  =  l,      r,  =  3,      r8  =  2,      r4  =  6,      r^  —  4t,      rg  =  5,... 

r\=l,     r,-5,     r3  =  4,  r,  =  6,     r'5=2,     r'.  =  3..,. 

01=0,     a,  =  l,     «3  =  0,  «4  =  2,     05- 1,      ae  =  2,... 

a  1  =  0,    a\  =  3,    a  8  =  2,  a  4  —  4,    a  5  =  1,     a'^  =  2, ... 

Sonach  bestehen  die  folgenden  Gleichungen  (fi  =  l,  2,  3,...): 

Pfii=^urys=aa^  +  a'^  oder    2  =  2.1=5.0  +  2 

Pfi%  =  ur^^aa2  +  a\  „       6  =  2.3  =  5.1  +  1 

I>,*8  =  wr3  =  a'a3  +  a,  „       4  =  2.2  =  6.0  +  4 

l>M  =  «^  =  ««4  +  «8  I,      12  =  2.6  =  5.2  +  2 

P^5^ur,^a\  +  a\  ,       8  =  2.4  =  5.1  +  3 

jp^e  =  ttrc==ao6  +  a'i  »      10  =  2.6  =  6.2  +  0. 
Ebenso  erhSlt  man: 

g^,s=ur\  =  aa'i  +  ae  oder    2  =  2.1  =  3.0  +  2 

q^2=-ur\  =  aa'^  +  af,  „      10  =  2.5  =  3.3  +  1 

q^^^ur\^aa\  +  a^  ,       8  =  2.4  =  3.2  +  2 

g^A^ur\=^aa\  +  a^  n      12  =  2.6  =  3.4  +  0 

q^5=^^r\^aa\  +  a^  „       4  =  2.2  =  3.1  +  1 

g^e  =  u/e  =  «a'6  +  a,  „       6  =  2.3  =  3.2  +  0. 

(Forttetaung  folgt) 

Beiichtlgiuigen  zur  ersten  Abhandlung. 
(Bd.  XXXVII  d.  Zeitschr.  S.  821  flg.) 

8.  323  Z.    9  von  oben  lies  ,   ^f  .    statt   ,  ^  .» 

,  326  ,    9    ,       „      „    (^)rV+i,i«'— 1   statt  (^^y^+,,ia^x. 
.  331  „  28    „       ,      ,  «=»627,610435066  statt  104,601739176. 


Digitized  by 


Google 


III. 

Bestimmung  der  Angahl  aller  unter  einer  gegebenen 

Zahl  m  liegenden  Primzahlen,   wenn  die  unter  ym 

liegenden  Primsahlen  bekannt  sind. 

Von 

Prof.  Dr.  Fb.  Graefe 

in  Darmstadt. 


Wenn  man  alle  PrimzableDy  ausser  den  Zahlen  2  und  3,  durch 
6  theilt,  so  sieht  man,  dass  sie  entweder  den  Best  1  oder  5  geben. 
S&mmtliche  Primzahlen,  ausser  den  Zahlen  2  und  3,  sind  demnach  in 
den  beiden  arithmetischen  Reihen 

I  1,  7, 13, 19,  26,  31,  37,  43,  49,  65,  61, 67, 73, 79, . .  .^ . . . 
^^     l  y-6ii  +  l,    11-0,1,2,3,4... 

I  5, 11,  17,  23,  29,  36,  41,  47,  63,  69,  66,  71,  77, . . .  p" . . . 
^)    1  i>''-6ii  +  6,   n-O,  1,  2,  3,  4... 

enthalten.     Die  Primiahlenproducte  aas  Primfiactoren  >  3  haben  die  Form 
6n  +  1  oder  6fi  +  6;  denn  es  ist: 

(6i«  +  l)^,6r+l)-6[«(6r+l)  +  r]  +  l-6H+l, 

••-«•(6r+l)  +  r; 
^6m  +  6^(6r  +  5)-6[m(6r  +  6)  +  6r  +  4]  +  l-6fi+l, 

Ä-4  +  6r+f«(6r  +  6); 
V6i»  +  lH6r  +  6)-6[iM(6r+5^  +  r]  +  6  =  6fi  +  5, 

ii-i»(6r  +  6)+r. 

In  den  Reihen  t\  and  II)  sind  noch  Primzahlenprodncte  ans  Prim- 
factoren  >  3.     Ferner  befinden  sich  die  Zahlen 

V6#i+1^^    (6w  +  5V^,   fi-0,  1,  2,  3...,    r  =  0,  1,  2,3,  4,  6... 

in  deir  Reihe  t)  und  die  Zahlen 

v6fi  +  5>*^  +  S    «-0,1,2,3...,    r-0,  1,2,  3,4,5... 

in  der  Reihe  IIY 
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Die    geraden  Potenzen   aller  Primzahlen  >  3  sind  für  den  Modul  6 
cODgraent.    Die  Quadrate  der  Zahlen  der  Beihe  I) 

1»,      7»,    13«,... 

nnd  die  der  Reihe  11)  ^-     ^^,     ^„, 

^  ö*,    11%    17^,... 

bilden  arithmetische  Reihen  zweiter  Ordnung. 

Die  Zahl  6»4-l  ist  theilbar  durch  die  Zahl  öw^+ö,  wenn  ist 

^«4  4- 5W|4-(6Wi  + 5)jEf,    £f  «0,  1,  2,  3... 

und  durch  die  Zahl  6  tij^  + 1;  wenn  ist 

«  — ni+(6ni  +  l)«f,    £?— 0,  1,  2,  3... 

Die  Zahl  6n  +  5  ist  theilbar  durch  die  Zahl  6n^  +  5^  wenn  ist 

w-Wi+(6#8i  +  ö)i?,    i?-0,  1,2,3... 

und  durch  die  Zahl  ßn^  +  li  wenn  ist 

tj  — 6»i  +  (6wi  +  l)0,    ^  —  0,1,2,3... 

Die  Zahl  6  n  +  1   ist  das  (n  + 1)^  Olied  der  Reihe  I)  und  die  Zahl 
6n  +  6  ist  das  (w  + 1)*«  Glied  der  Reihe  II). 
In  der  Reihe  I)  ist  also  das 

{ 5  +  6Wi  +  (6t»,  +  b)z\^  Glied 
durch  die  Zahl  6n,  +  5  und  das 

{f»i  +  l+(6w,  +  l)«}*«  Glied 
durch  die  Zahl  6^,  + 1  theilbar  und  in  der  Reihe  II)  ist  das 

{Wi  +  l  +  (6f»,+  5);»}*«  Glied 
durch  die  Zahl  6n,  +  ^  "ojA  das 

{ 5nj  +  1  +  (6 Wi  +  \)zY  Oliö^ 
durch  die  Zahl  6n|  + 1  theilbar.     Setzt  man  in  den  Formeln  für  n^  die 
Zahlen  0,  1,  2,  3  . « .,  so  erhält  man  die  umstehende  Tabelle. 

Eine  unterstrichene  Zahl  n  zeigt  an,  dass  die  Zahl  69)  +  l(6n  +  5) 
nicht  nur  durch  die  entsprechende  Primzahl  j7,  sondern  auch  durch  eine 
Primzahl,  kleiner  als  i?,  theilbar  ist;  z.  B.:  die  Zahl  6.  64  +  1  ist  theilbar 
durch  5,  7,  11,  denn  der  Zahl  n— 64  entspricht  in  der  Tabelle  p  — 5, 
7,  11;  die  Zahl  6.75+5  ist  theilbar  durch  5,  7,  13.  In  dieser  Tabelle 
nnd  die  unterstrichenen  n  für  |7  >  19  meistens  weggelassen. 

Mit  Hilfe  dieser  Tabelle  kann  man  sehr  leicht  die  Anzahl  der  Prim- 
zahlen unter  10000  finden  und  ferner  bestimmen^  ob  eine  gegebene  Zahl, 
die  kleiner  als  2400  ist,  eine  Primzahl  ist. 

Um  die  Anzahl  der  Primzahlen  unter  einer  Zahl,  die  gr($8ser  als  10000 
ist,   au  finden,  muss  man   die  Reihe  der  Werthe  von  j?  und  n  fo^ 


40  Bestimmang  d.  Anzahl  aller  unter  einer  gegeb.  Zahl  m  liegend.  Primzahl,  etc. 


Die  Zahl  6n  +  1  ist  durch  die  Zahl  p  theilbar/  wenn  ist 

n  — 


5  4       9     14  alle  Zählen,  die  anf  4  oder  9  endigen. 

7  :  1  8  16  22  29  36  4'3  50  57  64  71  78  85  92 
99  106  113  120  127  134  141  148  155  162  169  176  183  190 
197  204  211  218  225  232  239  246  253  260  267  274  281  288 
295  302  309  316  323  330  337  351  358  365  372  386  393 
11  9  20  31  42  63  64  75  86  97  108  119  130  141  162 
163  174  185  196  207  240  261  262  273  306  317  328  360  361 
383 

13  2  15  28  41  54  67  80  93  106  119  132  145  158  171 
197  210  223  236  275  288  301  327  340  353  366  392  405 

17  14  31  48  65  82  99  116  133  150  167  201  218  235  252 
286  308  320  337  371  388 

19  3  22  41  60  79  98  117  136  193  212  231  250  307  326 
346 

23  88  111  167  180  203  226  272  296  318  341  387 

29  140  198  227  256  285  343  401 

31  6  160  191  222  316  346  377  408 

37  6  228  266  3^  376  413 

41  280  321  862 

43  7  308 

47  321  368 

53  309 

59  286 

61  10  315 

67  11 

71  272 

78  12 

79  13 
83  318 
89  341 

97    16  307 
103   17 
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Die  Zahl  Qn  +6  ist  darch  die  Zahl  p  theilbar,  wenn  ist 
n  — 

0  5     10  alle  Zahlen,  die  durch  5  theilbar  sind. 

5  12  19  26  33  40  47  64  61  68  76  82  89  96  103 
110  117  124  131  138  146  162  169  166  173  180  187  194  201  208 
216  222  229  236  243  260  267  264  271  278  286  292  299  306  313 
320  327  334  341  348  362  369  376  383  397 

1  12  23  34  45  66  67  78  89  100  111  122  133  144  166 
166  177  188  199  210  221  232  243  264  266  276  287  298  309  320 
331  342  363  364  376  386  397 

10  23  36  49  62  76  88  101  114  127  140  163  166  179  192 
206  218  231  244  257  270  283  296  309  322  336  361  374  387 

2  19  36  63  70  87  104  121  138  166  172  189  206  223  240 
267  274  291  308  826  342  369  376  393 

16  34  63  72  91  110  129  148  167  186  224  262  281  319  338 
367  376 

3  86  118  141  164  233  266  279  302  371 

4  149  178  207  236  294  323  362  381 
87  nS  211  242  273  304  366  397 

178  262  289  326  363 

6  293  334 

36  293  336  379 

7  289 
8326 
9 

294 
323 

11 
279 
302 

13 

14 
274 

16  319 
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Es  sind  z.  B.  die  Zahlen  2387^  2363  keine  Primzahlen^  dagegen  sind 
die  Zahlen  2399,  1949  Primzahlen.     Es  ist  nämlich: 

2387  -  6  .  397  +  5,     2363  -  6 .  393  +  6 ; 

der  Zahl  n—  397  entspricht  j?  —  7,  und  der  Zahl  n  —  393  entspricht p  —  17; 
also  ist  2387  durch  7  und  2363  durch  17  theilbar;  es  ist: 

2387  =  7.11.31,     2363-17.139. 
Ferner  ist: 

2399  -  6  .  399  +  5,     1949  -  6 .  324  +  5; 

da  die  Zahlen  n  — 399,  n-»324   in  vorstehender  Tabelle  nicht  enthalten 
sind,  so  sind  die  beiden  Zahlen  Primzahlen. 

Aus  den  Formeln  oder  auch  aus  der  Tabelle  folgt: 


dem 
Gliede 


5+6ni+(6ni+6)0l    in  der 
n,+  l+{ßn,+  l)e   j  Reihe I) 


gehen 
e  Glieder 


6ni+6 
6ni+l 


theilbar 
sind. 


n^  +  l  +  (ßni+6)z    1    in  der        ^"'^^^       Gn^+b 
1  +  sn,+(ßn,  +  l)0\  Beihell))  ^^^  ^^^  l  6«^+  1 

Diese  Andeutungen  genügen^  um  die  Anzahl  der  Primzahlen 
unterhalb  einer  Zahl  tn  zu  finden^  wenn  die  Primzahlen  kleiner 
als  Ym  bekannt  sind.  Ein  Primzahlenproduct  kleiner  als.  die  Zahl  m 
sei  m^.fn^;  ist  einer  der  Factoren,  z.  B.  mj,  grösser  als  j/iw,  so  ist  der 
andere  Factor  m^  natürlich  kleiner  als  Yw.  Um  daher  die  Primzahlen- 
producte,  die  weder  den  Factor  2,  noch  den  Factor  3  enthalten,  und 
kleiner  als  die  Zahl  m  sind,  zu  finden^  genügt  es^  in  den  Reihen  I)  und  11) 
die  Zahlen  zu  bestimmen ,  deren  eine  Factor  kleiner  als  j/m  ist 

Die  grösste  Zahl  der  Reihe  I),  die  kleiner  als  m  ist,  sei  m^  und  die 
grösste  Zahl  der  Reihe  11)^  die  kleiner  als  m  ist,  sei  m^^«  Die  Anzahl  der 
Glieder  der  Reihe  I)  von  1  bis  m^  ist 

m^-1 


N'^ 


6 


+  1 


und  die  Anzahl  der  Glieder  der  Reihe  II)  von  5  bis  m"  ist 

Wenn  in  der  Reihe  I)  von  1  bis  m^: 

1.  die  Zahl  6wJ^^5  +  l  die  grösste  durch  6r+5  theilbare  Zahl 
ist,  so  ist  die  Anzahl  der  durch  6r+5  theilbaren  Zahlen  der 
Reihe  I)  von  1  bis  m^: 


■^6r  +  5' 


»ir+,  +  r+l 


6r  +  5 


,(al80  6n|,^.,+  l-{6(A'J^^,-l)  +  5}{6r+5}); 
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2.  die  Zahl  ^n^^^^  +  l  die  grösste  durch  ßr  +  1  theilbare  Zahl 
ist,  so  ist  die  Anzahl  der  durch  6r  +  l  theilbaren  Zahlen 
(ausgenommen  die  Zahl  6r  +  l)  der  Reihe  I)  von  1  bis  m^: 

Wenn  in  der  Reihe  II)  von  5  bis  m^^i 

1.  die  Zahl  6wJ^j.5+5  die  grösste  durch  6^  +  5  theilbare  Zahl 
ist,  so  ist  die  Anzahl  der  durch  6^4-5  theilbaren  Zahlen 
(ausgenommen  die  Zahl  6^  +  5)  der  Reihe  II)  von  5  bis  m'^: 

<,^,-*^±5Zi,  (also  enj'^^.  +  ö-iej^^^^.  +  illeg  +  i}), 

2.  die  Zahl  6wJ^+i  +  5  die  grösste  durch  6g +  1  theilbare  Zahl 
ist,  so  ist  die  Anzahl  der  durch  6^  +  1  theilbaren  Zahlen 
der  Reihe  11)  von  5  bis  m^^i 

Es  sei  m  — 10000.     Es  ist  dann  w^—  9997,  m^^«  9995. 
Die  Anzahl  der  Glieder  der  Reihe  I)  von  1  bis  9997  ist 

i^^-?^^|^ +1-1667 

und  die  Anzahl  der  Glieder  der  Reihe  II)  von  1  bis  9995  ist 

Die  grösste  durch  5  theilbare  Zahl  der  Reihe  I)  ist  9985  —  6 .  1664  +  1 ; 
die  Anzahl  der  durch  5  theilbaren  Zahlen  der  Reihe  I)  des  Intervalls  von 
1  bis  9997  ist  demnach: 

6 

Die  grösste  durch  7  theilbare  Zahl  der  Reihe  I)  ist  9961  —  6 .  1660  +  1  •, 
die  Anzahl  der  durch  7  theilbaren  Zahlen  der  Reihe  I)  des  Intervalls  von 
1  bis  9997  (mit  Ausnahme  der  Zahl  7)  ist 

1660-1      ^^„ 
z —  237. 

7 

Unter  den  durch  7  theilbaren  Zahlen  befinden  sich  einige,  die  auch 
durch  5  theilbar  sind;  die  durch  7  theilbaren  Zahlen  sind: 

7(6n  +  l),  n-1,  2,  3,  4... 237 

und  die  grösste  durch  35  theilbare  Zahl  der  Reihe  ist  demnach 
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(6.234  +  1)7-6.1689  +  1; 
die  Anzahl  der  durch  35  theilbaren  Zahlen  ist 

1639  +  5  +  1 

36 *^- 

Die  Anzahl  der  dureh  5  and  der  dnrch  7  theilbaren  Zahlen  der 
Reihe  I)  des  Intervalls  von  1  bis  9997  (mit  Ausnahme  der  Primxahl  7) 
ist  demnach  gleich  333  ^  ^37  -  47  -  523. 

Die  gr^Ssste  dorch  5  theilbare  Zahl  der  Beihe  11)  ist 
9996-6.1666  +  5; 
die  Anzahl  der  dnrch  5  theilbaren  Zahlen  der  Beihe  II)  des  Interralls  von 
1  —  9995  (mit  Ausnahme  der  Zahl  5)  ist 

i^-333. 

5 

Die  grOsste  durch  7  theilbare  Zahl  der  Beihe  II)  ist 

9989-6.1664  +  5; 

die  Anzahl  der  dnrch  7  theilbaren  Zahlen  der  Beihe  II)  des  Intervalls  von 

1-9995  ist  1664+1  +  1      ^^^ 

Z  —  238. 

7 

Die  dnrch  7  theilbaren  Zahlen  sind 

(6» +5) 7,    fi-0,  1,  2,  3...237 
und  die  grösste  dnrch  35  theilbare  Zahl  der  Beihe  ist  demnach 

(6  •  285  +  5)  7  -  (6 .  47  +  1)  35  -  6 .  1650  +  5 ; 
die  Anzahl  der  dnrch  35  theilbaren  Zahlen  ist 

Die  Anzahl  der  dnrch  5  und  der  dnrch  7  theilbaren  Zahlen  der 
Beihe  11)  des  Intervalls  von  1  —  9995  (mit  Ausnahme  der  Primzahl  5) 
ist  demnach  gleich  333  ^  333  _  43  _  523. 

Diese  Bechnnngen  sind  leichter  mit  Hilfe  der  Tabelle  auszuführen. 
Es  sei  die  Anzahl  der  durch  19  theilbaren  Zahlen  der  Beihe  I)  zu  be- 
stimmen und  unter  den  durch  19  theUbaren  Zahlen  die  Anzahl  der  Zahlen^  die 

1.  durch  5     ;     3.  durch  11 

2.  durch  7     {     4.  durch  13 

5.  durch  17 
theilbar  sind.     Die  grösste  durch  19  theilbare  Zahl  der  Beihe  I)  ist 

(6.87  +  1)19.  „g„,e.byG00gle 


2. 

» 

13 

:> 

» 

n 

99 

3. 

)f 

8 

w 

» 

n 

?i 

4. 

1» 

7 

)7 

J» 

n 

;> 

6. 

V 

5 

}} 

?> 

n 

>i 
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Die  Anzahl  der  durch  19  theilbaren  Zahlen  ist  87  (läiti^^^LAi^ä 
der  Zahl  19).     Setzt  man  in         Qn4-1 

für  n  die  Zahlen   1,  2,  3,  4,  5... 87,  so  zeigt  die  Tabelle,   dass  6n+l, 

1.  für  17  Werthe  von  n  durch  Ö, 

7, 

11, 
13, 
17 

theilbar  ist  Unter  den  87  durch  19  theilbaren  Zahlen  sind  17  durch  5, 
13  durch  7,  8  durch  11,  7  durch  13  und  5  durch  17  theilbar.  Die 
unterstrichenen  Zahlen  der  Tabelle  zeigen  an,  dass  unter  den  durch 

7  theilbaren  Zahlen  2  durch  5  theilbar  sind, 
11         „  „       1      „      5  und  1  durch  7  theilbar  ist, 

l»*  «  ?;         ^       »>        ^     w      1      w         •         «  » 

17  «  99         1       ;»        ^     w      1      ;;      11         w  » 

unter  den  87  darch  19  theilbaren  Zahlen  giebt  es  weder  durch  5 
noch  durch  11,  noch  durch  13,  noch  durch  17  theilbar e  Zahlen,  deren 
Anzahl  ist  87-(l7  +  13 +  8  + 7 +  5)  +  (2  + 2 +  2  + 2)-4ö. 

Fahrt  man  diese  Berechnungen  für  alle  Primzahlenproducte  des 
Interyalls  von  1  bis  10000  aus,  so  erhält  man  die  umstehenden  Tabellen. 

Im  Schnittpunkte  der  Horizontalreihe  p  und  der  Verticalreihe  p^  steht 
die  Anzahl  der  durch  p .  p^  theilbaren  Zahlen  des  InteiTalls  von  1  bis  9997. 
Diese  Anzahl  enth&lt  nicht  die  Anzahl  der  durch  p.PiP^  theilbaren  Zahlen, 
wenn  die  Primzahl  p^  kleiner  als  die  Primzahl  p^  ist. 

In  der  Beihe  I)  des  Intervalls  von  1  bis  9997  sind  z.  B.  87  Zahlen 
(mit  Ausnahme  der  Primzahl  19)  durch  die  Zahl  19  theilbar;  unter  diesen 
87  Zahlen  sind  17  durch  5,  11  durch  7,  aber  diese  nicht  durch  5; 
6  durch  11,  aber  diese  nicht  durch  5,7;  6  durch  13,  diese  nicht  durch 
5,  7,  11;  3  durch  17,  diese  nicht  dnrcli  5,  7,  11,  13  theilbar. 

Die  Anzahl  der  Primzahlen  der  Reihe  I)  unterhalb  10000  ist  (wenn 
die  Einheit  zu  den  Primzahlen  gezählt  wird) 

1667 -(1603 -548) -612 

und  die  Anzahl  der  Primzahlen  der  Reihe  U)  unterhalb  10000  ist 

1666 -(1606 -655) -616. 

Die  Anzahl  der  Primzahlen  des  Intervalls  von  1  bis  10000  ist 
mit  Emschluss  der  Einheit 

612  +  616  +  2  -  1230. 
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Anzahl  der  Prinuahlenproducte  6fi  +  l 

A-  ! 

5      7  11  13  17  1923293137414347535961677173798389 


ouiiii'S!*^  1603;  2öS  128  55  »8  16     8877665543432211 


548 


£e  ist  Mr  M  -10000: 


6#»^+ 1-9985-  5^1997 -6. 1664  +  1-  5(6.332  +  5) 
6»^' 4.1-9%!-  7.1423-6.1660  +  1-  7(6.237  +  1) 
6Mj'j+ 1-9955 -11.  905-6.1659  +  1 -1U6. 150 +  5)  — 5.11.181 
i^H[^+  1  -  9^J97  -  13 .  769  -  6 .  1666  +  1  -  13  (6 .  128  + 1) 
6»{t+ 1-9979- 17.  587-6.1663  +  1-17(6.  97  +  5) 
6<^+ 1-9937-19.  52;^-e. 1656  +  1-19(6.  87  +  1^ 
(>H^^+ 1-9913  — 23.  431-6.1652  +  1-23^6.  71  +  5' 
i^«j^+ 1-9889-29.  341-6.1648  +  1-29^6.  56  +  5^ 
-  11 .  29 .  31  -  6«i,+  1  -  31(6  .  53  +  1) 
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Anzahl  der  Primzahlenprodncte  6n  +  6 

Pi- 
7  11  13  17  1923293137414347  63596167  7173798389 


5 
7 

11 
13 
17 
19 
23 
29 
31 
37 
41 
43 
47 
53 
59 
61 
67 
71 
73 
79  i 
83 
89 1 
97 


333 
238 
151 
128 
97 
87 
72 
67 
53 
45 
,40 
38 
85 
Sl 
28 
27 
25 
23 
22 
21 
19 
18 
17 
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48 

30 

26 

19 

18 

14 

11 

11 

9 

8 

8 

7 

6 

5 

6 

5 

4 

^ 

6 

4 

3 

4 


18 
14 
12 
9 
9 
8 
5 
4 
5 
4 
4 
4 
4 
3 
2 
4 
2 
2 
3 
8 
1 


8 
7 
6 
4 
4 
3 
S 
2 
3 
2 
2 
1 
2 
2 
1 
1 
1 
0 
0 
1 


1    1 


266  120  58  31  13  10    8    8    7    7    6    6    5    5    5    3    3    3    2    2    1    1 


6«;,+  1  -  9806  -  37 

.266 

-   5 

.    37 

6nii+ 1-9799 -41 

.239 

6ni,+ 1-9847 -43 

229 

6»t{,+ 1-9823 -47. 

209 

«»»»»+  1 "-  9863  -  59 

167 

6ni,+ 1-9943 -61. 

163 

6«;,+ 1-9716 -67. 

146 

6fif,+ 1-9727 -71 

137 

6ii(,+ 1-9709 -73 

183 

665 

-  6 .  1634  +  r-  37  (6 .  44  + 1) 
.  68  -  6n^+  1  -  63  (6 .  30  +  6) 

-  6 .  1633  + 1  -  41  (6 .  39  +  6) 

-  6 .  164 1  + 1  -  43  (6 .  88  +  6) 

-6. 1637 +  1-47  (6. 34 +  6)- 11. 19. 47 
-6.1642  +  1-59(6.27  +  5) 

-  6 .  1657  + 1  —  61  (6 .  27  +  1) 
-6.1619  +  1-67(6.24+1)-    6.29.67 
-6.1621+1  —  71(6.22  +  5) 

-  6.1618  +  1-73(6.22  +  1)-    7.19.73 
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6»(j,+ 1-9569 -79.  121-6.1593  +  1-79(6.   20+l)-ll'.79 

6n|3+ 1-9877 -83.  119-6.1646  +  1-83(6.    19  +  5)-    7.17.83 

6w/g+ 1-9623 -89.  107-6.1687  +  1-89(6.   17  +  5) 

6fi^7+ 1-9991 -97.  103-6.1665  +  1-97(6.    17  +  1) 

6nf+5-9996-  6.1999-6.1665  +  5-  5(6.333  +  1) 
6nJH6-9989-  7.1427-6.1664  +  6-  7(6.237  +  5) 
6nf(+5-9977-ll.  907-6.1662  +  5-11(6.151  +  1) 
6nfJ+  5  -  9971  -  13«.  59  -  6  .  1661  +  5  «  13  (6 .  127  +  6) 

-6n^5+6  =  59(6.28  +  l) 
6 nii+  5  -  9911  -  1 1 .  17 .  63  -  6  .  1651  +  6  -  17  (6 .  97  +  6) 

-6«ß^J+6-53(6.31  +  l) 
6n(J+ 6 -9899 -19. 521 -6. 1649  + 6 -19  (6. 86 +  5) 
6wg+  5  -  9969  -  23  .  433  -  6  .  1669  +  6  -  23  (6 .  72  +  l)  « 

6  n^+  6  -  9947  -  29 .  343  -  6  .  1667  +  5  -  29  (6  .  57  +  l)  -  7*.  29 
6ng+  6  -  9827  -  31 .  317  -  6 .  1637  +  5  -  31  (6 .  62  +  6) 
6wi(+6- 9963 -37.  269 -6. 1658 +  5- 37  (6. 44 +  6) 
6n2+  6  -  9881  -  41 .  241  -  6 .  1646  +  6  -  4 1  (6 .  40  + 1) 
6n2+ 5 -9761 -43.  227 -6. 1626 +  6 -43  (6. 37 +  5) 
6ni{+  5  -  9917  -  47  .  211  -  6  .  1652  +  5  -  47  (6 .  35  +  l) 
6nJ[+  6  -  9821  -  61 .  161  -  6 .  1636  +  5  -  61  (6 .  26  +  6)  -  7  .  23  .  61 
6n|J+  5  -  9983  -  67 .  149  -  6 .  1663  +  5  -  67  (6 .  24  +  6) 
6tif[+ 5 -9869 -71. 139 -6. 1644 +  6 -71  (6.23  +  1) 
6n(J+  5  -  9663  -  73 .  131  -  6 .  1593  +  5  -  73  (6 .  21  +  6) 
6nfJ+  5  -  9875  =  79  .  126  -  6 .  1645  +  6  -  79  (6 .  20  +  5)  -  5».  79 
6 Mg+  6  —  9645  —  83 . 1 15  -  6 .  1590  +  5  —  83  (6 .  19  + 1)  —  ö  .  23  .  83 
6«g+  5  -  9701  =  89 .  109  -  6  .  1616  +  5  -  89  (6  .  18  +  1) 
6<J+  5  -  9797  -  97 .  101  -  6 .  1632  +  5  -  97  (6 .  16  +  6) 

Diese  Zahlen  sind  der  Berechnung  der  letzten  Tabelle  zu  Grunde 
gelegt  Statt  der  Primzahlenproducte,  die  mehr  als  zwei  Primfactoren 
haben,  kann  man  die  kleineren  Primzahlenproducte  nehmen;  z.  B.  statt 
11(6.160  +  5)  kann  man  nehmen  11(6. 149  + 5)  und  statt  61(6.26+6) 
kann  man  61(6.24  +  6)  nehmen.  Nimmt  man  11(6.149  +  5),  so  wird 
in  der  TabeUe  die  Horizontalreihe 

15     7  15     7 

zu  


11  :  151      31  16  11      150     30  16 

und  nimmt  man  61(6.24  +  6),  so  wird  in  der  Tabelle  die  Horizontalreihe: 
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1  I  5  7  11  13  17  19  23  29  31  37  41  43  47  53  59 


27 

632010110010111 

1 

6   7  11   13  17  19  23  29  31  37  41  43  47  53  59 

25 

522010110010111 

61 


61 
Diese  Annahmen  ändern  natürlich  nicht  die  Differenzen 

1603  -  648  -  1602  -  547,     1605  -  555  -  1603  ~  563. 
Die  letzte  Tahelle  zeigt  ferner,  dass  die  Anzahl  der  durch  5  und  der 
durch  7  theilbaren  Zahlen  (inclusive  7)  der  Reihe  1)  unterhalb  10000  gleich  ist 

333  +  238  -  47  -  524 

und  die  Anzahl  der  durch  5  und  der  durch  7  theilbaren  Zahlen  (inclusive  5) 
der  Reihe  11)  unterhalb  10000  gleich  ist 

334  +  238  -  48  -  524. 

Die  Anzahl  der  Zahlen  des  Intervalls  von  1  bis  10000,  die  weder 
durch  2,  noch  durch  3,  noch  durch  5  xind  noch  durch  7  theilbar  sind, 
ist  somit:  i667  +  1666  -  524  -  524  -  2285. 

Schliesslich  sei  noch  erwähnt,  dass  man  die  gegebenen  Zahlen 

6nf  +  1  -  9961  etc.,  6nf^+  5  -  9989  etc. 

benutzen   kann,    um   mittelst  höchstens   20  Differenzen  zu  ermitteln,    ob 

eine   gegebene   Zahl  <  10000   und  >   2400  eine   Primzahl   ist     Wenn 

n&mlich  die  Zahl  6p^+l  durch  6r  ±  1  theilbar  ist,  so  ist  auch  die  Zahl 

4r±i-y-I>Jr±i,    6r±l<>/6y+l 
durch  6r  ±  1  theilbar,  und  wenn  die  Zahl  6p^^+  5  durch  6r  ±  1  theil- 
bar ist,  so  ist  die  Zahl 

n^r±i-y^-Dii±i,     6r  ±10^6^+1 
durch   6  r  ±  1   theilbar.     Wenn   für  einen  bestimmten  Werth  von  r   die 
Differenz  ■D^,.+  i(-D^i+i)  den  Factor  6r  ±  1  hat,  so  ist  die  Zahl  6p^  +  1 
(ßp^^+  5)  diich  6r"±l  theilbar.     . 

Es  sei  6p^^+  5  -  4997,  6^  +  1  «  4999. 
1)  4997-6.832  +  5,   6r±l<71 

6wf^+5-9989,  6n[[+5-9977  etc. 
1664  -  832  -  832  -  2^  13  -  -D/^ 
1662  -  832  -  2  .  5  .  83  -  -D(J 
1661  -  832  -  829  -  Dg 
1661  -  832  -  819  -  3*.  7  .  13  -  2>(( 
1649  -  832  -  817  -  6  .  136  +  1  -  19  .  43  -  DfJ; 
da  D[{  den  Factor   19  hat,   so  ist  die  Zahl  4997  durch  19  theilbar;  es 
ist  4997  —  19  .  263. 
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5()  Bestimmung  der  Anzahl  etc.   Von  Prof.  Dr.  Fb.  Grabfe. 

Die  Factoren  der  Zahlen  Dg^^^C-Dg^^j)   erhält  man  leicht  aus  der 
ersten  Tabelle,  denn  der  grösste  Werth  der  Differenz  2>  ist  fQr 
6l>^  +  1  >    2  400,     ßp"+  5  >    2 400, 
<  10000,  <  10000, 

D«1666  -400 -•1266. 
2)       4999-6.833  +  1,   6r±l<71 
6fi(+l-9961,   6n(i+ 1-9955  etc. 
1660  -  833  -  827  -  1)^ 
1659  -  833  -  826  -  2  .  7  .  59  -  2>^i 
1666  -  833  -  833  -  7*.  17  -  2>(, 
1663  -  833  —  830  -  2 .  5  .  83  -  D[^ 

1656  -  833  -  823  -  Di^ 

1662  -  833  -  819  -  3*.  7  .  13  -  2>^ 
1648-  833  — 815-3.5.61 -i)f^—2>i, 
1634  -  833  -  801  =  3*.  79  -  iy„  -  D[^ 
1633  -  833  -  800  -  2*.  5*-  D[^ 
'  1641  -  833  -  808  -  2».  101  -  D^^ 
1637  -  833  -  804  -  2«.  3 .  67  -  D^^ 
1642  -  883-809-2)^^ 

1657  -  833  -  824  -  2».  103  -  Z)^, 
1619  -  833  -  786  -  2,3. 131  -  D/^; 

da    kein    />',..i^|   <)en   Factor    6r  ±  1    hat,    so    ist    die    Zahl    4999    eine 
l^rimiahL 

DarmstAdt,  95.  OctoWr  l$9ä. 
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IV. 

Ueber  zwei  Fusspunktenfläohen  des  Aohsencomplexes 
einer  Fläohe  zweiter  Ordnung, 

Von 

Ch.  Bökle 

in  Frankenthal  (Rhainbayern). 


Hierzu  Tafel  I. 


I. 

Wir  finden  im  23.  Vortrage  von  Beje's  Qeometrie  der  Lage  (zweite 
Abtbeilung,  zweite  Auflage  1892)  eine  äusserst  interessante  Fusspunkten- 
flftche  des  Achsencomplexes  einer  Fl&che  zweiter  Ordnung  erwähnt  und 
deren  Gleichung  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensjstem  in 
einer  Anmerkung  beigefügt. 

Die   nachstehenden    Mittheilungen    betreffs    dieser   Fläche    haben    den 

Zweck,    die    merkwürdige    Thatsache    zu    begründen,    dass    dieselbe   eine 

Dupin'sche  Cjklide  ist   und   ihre  Entstehung  in  diesem  Sinne  anzugeben. 

Behufs  Charakterisirung   der   in  Rede  stehenden  Fläche  nehmen  wir  wohl 

am  besten  den  Wortlaut  des  betreffenden  Satzes  aus  dem  angegebenen  Werke : 

«Werden   zwei  Symmetrie  -  Ebenen  y  und  y    (einer  Fläche  'E^ 

zweiter  Ordnung)  von  irgend  einer  Achse*  in  den  resp.  Punkten  P 

und  Pj  geschnitten,  und   sind  g  und  g^  die   Perpendikel,    welche 

aus   resp.  P  und  Pj   auf  die  gemeinschaftliche  Hauptachse   von   y 

und   /  gefällt  werden   können,  so    ist  jede  Gerade    des  Baumes, 

welche    einen   Punkt   von  g  mit   einem   Punkte   von  g^  verbindet, 

eine  Achse  (S.  171). 

Die  Fusspunkte**  aller  dieser  Achsen  erfüllen  eine  durch  g  und  g^ 
gehende  Fläche,  von  welcher  y  und  /  zwei  Symmetrie  -  Ebenen  sind, 
und  welche  von  jeder  durch  g  oder  g^  gelegten  Ebene  in  dieser 
Geraden  und  einem  Kreise  geschnitten  wird. 

*  Eine  „ Achse *'  einer  Fläche  F^  zweiter  Ordnung  heisst  jede  Gerade  des 
Raumes,  die  zu  ihrer  Polaren  in  Bezug  auf  JP<  normal  ist  (Bey  e ,  Geometrie  der  Lage, 
21.  Vortrag). 

**  Der  Punkt,  in  welchem  eine  Achse  von  der  ihr  conjugirten  Ebene  recht- 
winklig geschnitten  wird,  heisst  „Fusspunkt"  der  Achse  (83.  Vortrag). 
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Diese  Fasspanktenflftche  ist  demnach  vOllig  bestimmt  nnd  leicht 
constrairbar,  sobald  ausser  den  Geraden  g  und  g^  noch  ein  Ponkt 
derselben  bekannt  ist.'' 
In  einer  hierauf  bezfiglichen  Anmerkung  heisst  es  dann  weiter: 

»Wird  die  Fl&che  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
belogen,  in  dessen  X-Achse  die  Symmetrie -Ebenen  /  und  /  sich 
schneiden  y  dessen  F- Achse  mit  g  zusammenflült  und  dessen  in  / 
liegende  Z -Achse  folglich  su  g^  parallel  ist,  so  lautet  die 
Gleichung  der  Flache: 

(a?«  +  IT»  -  dx)  (x  -  *)  +  xy»  =  0. 

Hierin  bezeichnet  \  den  Abstand  der  Geraden  g^  Ton  der  Z- Achse, 
und  d  den  Durchmesser  des  Kreises,  in  welchem  die  Ebene  XZ 
oder  /   der  FlSche  begegnet 

Jede  zur  X-Achse  normale,  also  zu  den  Geraden  g  und  g^  parallele 

Ebene  hat  ebenfalls  einen  Kegelschnitt  mit  dieser  FlSche  gemein/ 

Halten  wir  die  Gleichung  der  FiSche  einstweilen  im  Auge. 

Gelegentlich    einer    Untersuchung    nSmlich    fiber    quadratische   Kngel- 

s«haaren   ergab   sich  eine  EinhüUungsfiSche  einer  solchen  Sehaar,    deren 

Gleichung  sieh  leicht  mit  der  R  e  j  e  'sehen  identifidren  liees.    Die  Definition 

der  Schaar  mnss  so  ansfidlen: 

Durch  den  Mittelpunkt  einer  Kugel  ist  eine  Ebene  /  senk- 
recht zu  einer  Ebene  c  gelegt. 

Alle  Kugeln  nun,  die  die  gegebene  Kugel  und  die  Ebene  < 
berflhren  und  ihre  Mittelpunkte  in  y  haben ,  bflden  eine  quadratiache 
Sehaar. 

Die  EitthülhxngsflSche  dieser  Schaar  zeigt  aDe  Eigoiaefaaften 
der  erwähnten  FusspunktenfiSche. 
Es  werde  die  gegebene  Kugel  tou  der  Ebene  j  nach  dem  Groaakreise 
mit  dem  Mittelpunkte  C  geschnitten,  die  Ebene  t  iSngs  der  Geraden  g  ge- 
troffen, die  in  einem  rechtwinkligen  CoordinateBSjstem  T- Achse  aein  soll, 
unsere  X- Achse  sei  das  Loth  Ton  dem  Mittelpunkte  C  der  Kugd  und  des 
Groeskreisee  auf  ^;  dieselbe  schneide  den  Letzteren  in  den  Punkten  A  und  Ä^ 
die  Gerade  g  ins  Ursprung  0  (siehe  Tafel  \\ 

Die  Z- Achse  legen  wir  durch  den  Leuteren  lothrecht  zur  Ebene  y. 
In  dem  so  festgelegten  System  sei  üO  «  X,  JL'O  =  2dL 

Will  man  jetzt  den  Mittelpookt  Jf  einer  Kugel  der  Schaar  auffinden, 
so  zi^he  man  einen  Strahl  il2>.  wo  P  der  Treffpunkt  dieeee  Strakke  mit 
y  ist>  während  der  Gro6$kreis  ron  ihm  zum  zweiten  Male  tu  B  gesdinitten 
wird.  Der  Badio^  CB  und  das  Loth  in  P  auf  g  treffen  sich  ti^»n  in 
dem  im  Mirtelpankte  M  einer  Kugel  der  Schaar^  die  die  Kbene  <  in 
J>  und  die  Kugel  C  in  £  berühre  Der  BeweL»  staut  sich  in  iuasent 
elementarer  Weise  auf  die  Aehnüchkeit  der  Dreiecke  MBB  uad  CBA^ 
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Weil  daher  üf D  =  MB  ist,  so  ist  stets  auch  ME^  MC,  wenn  E 
auf  der  Parallelen  l  zu  g  sich  verschiebt,  wo  DE^CB  gleich  dem  Badias 
der  Engel  ist. 

Wir  sehen  so  leicht  ein,  dass  der  Ort  der  Mittelpunkte  M  der 
Engeln  unserer  Schaar  eine  Parabel  mit  dem  Brennpunkte  C 
und  der  Directrix  {  ist. 

Die  kleinste  Engel  der  Schaar  hat  ihren  Mittelpunkt  in  Wt  auf  der 
X-Achse  und  der  Parabelparameter  ist  2.CWl==k. 

Die  Gleichung  der  Parabel  in  Bezug  auf  ihre  Scheiteltangente  als 
F- Achse  ist  daher:  i.2--2Äa; 

In  unserem  Coordinatensjstem  müssen  wir  x  ersetzen  durch  £  — c2, 
daher  erhält  sie  die  Form: 

1)  i2«  =  2Ä(|-d). 

Die  Gleichung  einer  Engel  der  Schaar  lautet: 
(ir-{)«+(y-i?)«  +  if«={^ 
'^''''''  ^  +  y'  +  z'-2yri  +  n'^2xi, 

worin  g  und  ti  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  vorstellen. 

Setzen  wir  hierin  den  Werth  von  £  aus  Gleichung  1),  so  bekommen 
wir  die  Gleichung  der  Engel  in  folgender  Form: 

2)  ^  +  y^  +  ^^2yri  +  fi^^^^^^2dx^0. 

Aendert  hier  tj  seinen  Werth ,  so  beschreibt  unsere  Engel  2)  die  Schaar. 
Sie  wird  yon  ihrer  Nachbarlage  in  einem  Ereise  geschnitten  und  die 
Gleichung  der  Ebene  dieser  Charakteristik  der  EinhUllungsflttche  ist: 

wie  wir  sie  durch  Differention  von  2)  nach  rj  finden^  oder  umgeformt: 

Aus  2)  und  3)  folgt  fttr  die  Gleichung  der  EinhUllangsflfiche : 

oder:  *-^        *(*-^)' 

4)  {a?  +  y^  +  is^'-2dx){X'-h)  +  hy^^0, 
oder: 

4a)  {x^  +  g^-2dx){x^h)  +  xy*  =  0. 

Diese  Gleichung 4a)  wird  identisch  mitder  oben  angeführten 

Qlexehnngder'Fusspunktenflttche,  wenn  wir  2e7  durch  Versetzen. 

Die  Fnsspunktenflttche  ist  demnach  eine  Dupin'sche  Cjklide, 

die  sich  in  das  Unendliche  erstreckt. 
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Dieselbe   besitzt   zwei   geradlinige  Krümmungslinien ,    die  sich   recht- 
winklig kreuzen.* 

In   unserem  Falle  sind  dies  die  Geraden  g  und  die  Parallele  g^  durch 
A  zu  der  Z- Achse. 

Die  Ebenen  normal  zur  X-Achse,  also  parallel  zu  den  Geraden  g  und  ^,, 
schneiden  die  Fläche  nach  Hyperbeln. 

Führt  man  den  Schnitt  durch  A\  so  zerfilllt  die  Hyperbel  in  zwei  sich 
in  A'  schneidende  Geraden. 

Die  Fläche  enthält  demnach  ausser  g  und  g^  noch  zwei  Geraden, 
die  aber  nicht  Krümmungslinien  sind. 
Setzen  wir  nämlich  x=^2d^  so  erhalten  wir  als  Gleichung  der  Schnitt- 
. curve  der  Ebene  x^=^2d  mit  unserer  Fläche: 

das  heisst:  , , 

Die  Gleichungen  unserer  beiden  Geraden  sind  demnach: 


Wir  wollen  noch  eine  kleine  Bemerkung  machen  über  die  Begelfläche, 
deren  Erzeugende  die  Asymptoten  unserer  Hyperbeln  sind. 

Die^e  As^ymptoten  gehören  in  den  Tangentencomplex  unserer  Fläche; 
dieser  Complex  ist  daher  dritten  Grades.  Dieselben  Asymptoten  gehören 
aber  auch  in  die  Congruenz  erster  Ordnung  und  erster  Classe,  gebildet  von 
allen  Strahlen,  die  die  X-Achse  schneiden  und  zur  TZ- Ebene  paraUel  laufen. 

Da  nun  ein  Complex  vom  Grade  p  und  eine  Congruenz  Ton  der  Ord- 
nung M  und  der  Classe  m  eine  Reg^lfiäohe  Tom  Grade** /? \^ in +  «•)  gemein- 
sam haben,  so  ist  unsere  Asymptotenfläche  Tom  Grade  3(1  +  1)  =  6. 

Dieselbe  enthält  die  Geraden  g  und  g^  und  durchdringt  die  Cyklide  in 
iviti  Geraden,  dio  durch  A  gehen  i^siehe  oben:  Schniit  durch  A').  Wir 
kC^unten  <u  demselben  Resultate  auch  so  gelangen: 

Die  Eneuirenden  unserer  Fläche  stützen  sieh 
1.  auf  die  X-Achse, 
3.  auf  die  dazu  normale  unendlich  ferne  Gerade, 

•  V'e  ^l  hier^Ner:    Keye.  Synthetische  Geouietrie  der  Kuireln  ood  linearen 
^••V,.-,j)  I:^r.V.err    R.  Sturra.    P  e  GtbiLvie  er^:t=   uni   iweiten  Grades  der 
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3.  auf  die  Carve  dritter  Ordnung,  welche  die  unendlich  ferne  Ebene 
aus  unserer  Fläche  ausschneidet. 
Ihr  Grad*  ist  daher  2.1.1.3  =  6. 

Zum  Schlüsse  .seien  noch  einige  Eigenschaften  der  Fusspunktenfläche 
erwfthnt,  die  sich  leicht  aus  unserer  Definition  ableiten  lassen.  Die  Durch- 
dringungspunkte der  Z- Achse  mit  der  Kugel;  die  mehrfach  erwähnten 
Punkte  Ä  und  Ä'  sind  die  Aehnlichkeitspunkte  der  Kugel  und  der  Ebene  e. 
Daher  haben  alle  Kugeln  der  Schaar  in  Ä  z.  B.  gleiche  Potenz 
{ÄF^sss  AB.ÄD).  Zieht  man  daher  yon  Ä  aus  die  Tangenten  an  die 
Kugeln  der  Schaar,  so  sind  dieselben  alle  gleich  gross.  Fassen  wir  eine 
bestimmte  Kugel  in'e  Auge,  so  erhalten  wir  einen  Tangentenkegel,  auf 
welchem  zwei  Tangenten  an  unsere  Cyklide  liegen.  Dieselben  sind  die 
Tangenten  an  den  Kreis,  in  welchem  diese  Kugel  von  ihrer  Nachbarlage 
geschnitten  wird,  dessen  Ebene  ja  durch  Ä  geht.  Wir  gelangen  dadurch 
zu  folgendem  Resultate: 

Die  Tangenten   vom   Punkte  Ä  an   unsere  Fusspunktenfläche 
sind  alle  gleich  gross.     Ihre  Länge  ist: 


j/cm'-d*=j/(^y-d>. 


Der  Ort   der  Berührungspunkte  auf  der  Fläche  ist  demnach 
eine  sphärische  Curye,  nämlich  der  Schnitt  einer  Kugel  um  Ä  mit 


/{^'-^ 


dem    Badius  J/  I  ^ )  "  ^  ^^^  ^^^  Fläche. 

Die  Projection  dieser  Curve  auf  die  XF- Ebenen  oder  y  ist  leicht 
auffindbar.  Auf  der  Kugel  M  liegt  der  Kreis  mit  dem  Durchmesser  BD^ 
längs  welchem  die  Kugel  die  Fläche  berührt.  Die  Ebene  des  Kreisel  steht 
senkrecht  auf  der  XF- Ebene. 

Denkt  man  sich  diesen  Kreis  in  die  Ebene  XT  umgeklappt,  so  ist 
der  Schnittpunkt  H  desselben    mit    dem    Kreise    um  A   mit   dem   Radius 

^j  —  d*  die  Umklappung  des  Berührungspunktes  der  Tangente  von  ^ 

an  den  Kreis. 

Das  Loth  HJ  auf  AB  ist  die  Umklappung  des  projicirenden  Lothes 
des  Punktes  H,  somit  J  die  Projection  des  Punktes  auf  die  Ebene  y. 

Die  Oleichung  des  Ortes  für  J  und  damit  auch  die  Oleichung  des 
Cjlinders,  der  die  Bertthrungscurve  auf  die  XY- Ebene  projicirt,  erhalten 
wir,  wenn  wir  aus  der  Gleichung  unserdf  Kugel  um  A,  welche  sämmtliche 
Kugeln  der  Schaar  rechtwinklig  schneidet  und  aus  der  Gleichung  unserer 
Fläche  f  eliminiren. 


//f 


^  Vergl.  hierüber:  B.  Sturm,  Die  Gebilde  ersten  und  zweiten  Grades  der 
Liniengeometrie  1.  Bd.  S.  11,  woselbst  verwiesen  wird  auf:  „Cayley,  Cam- 
bridge and  Dublin  Mathematical  Journal,   Bd.  VIII,  S.  146;   Salmoo-Fiedler, 

Analytische  Geometrie  der  Reihen  Bd.  II  Art.  232  (3  Aufl.).  "^^r^T^ 
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Wir  erhalten  dadurch  eine  Gleichung  zweiten  Grades  in  x  und  y. 

Der  projicirende  Cjlinder  ist  daher  von  der  zweiten  Ordnung ; 
der  Ort  für  J  ist  eine  Ellipse. 
Der  Schnitt   der  Kugel   um  Ä  mit   diesem    Cjlinder    ist   eine    Curve 
vierter  Ordnung. 

Unsere  Berührangscurve,  die  von  der  sechsten  Ordnung  sein  muss, 

zerfällt  daher  in  eine  Curve  vierter  Ordnung  (Schnitt  der  Kugel  und  des 

Cylinders)  und  in  die  Gerade  g^y  die  als  Doppelgerade  aufzufassen  ist. 

Wir  wollen  nicht  abschliessen  ohne  die  Bemerkung,  dass  durch  unsere 

angenommene  Kugel   und  der  Ebene  e  noch  eine   zweite  Cjklide  gegeben 

ist,  welche  die  Schäar  Kugeln  umhüllt,    welche  die  Kugel  berührend  ein- 

schliessen.     Es  ist  Grund  zu  der  Annahme  vorhanden,   dass  die  eine  oder 

andere  Cjklide  als  Fnsspunktenfläche  auftritt,  je  nachdem  die  X-Achse  ein 

Paar  reeller  oder  imaginärer  Brennpunkte  der  Fläche  zweiter  Ordnung  trägt. 

Der  Fall  d  s=  0  bietet  wenig  Neues. 

IL 

Am  Schlüsse  des  23.  Vortrages  wird  noch  eine  zweite  Fusspunkten- 
fläche  erwähnt  im  beifolgenden  Satze: 

Diejenigen  Normalen  einer  Schaar  confocaler  Flächen  zweiter 
Ordnung,   welche   von   einer  Symmetrie -Ebene  y  in  den  Punkten 
eines  Durchmessers  geschnitten  werden,  sind  zu  einer  auf  y  senk- 
rechten Ebene  b  parallel.    Ihre  Fusspunkte  liegen  auf  einer  durch  d 
gehenden  Fläche,  von  welcher  y  eine  Symmetrie -Ebene  ist.     Die- 
selbe wird  von  jeder  zu  s  parallelen  Ebene  in  einem  Kreise  und 
•    einer  unendlich  fernen  Geraden  geschnitten ,  und  von  jeder  durch  d 
gelegten  Ebene   in    diesem  Durchmesser    und   einer   gleichseitigen 
Hyperbel  9  deren  Mittelpunkt  mit  demjenigen  der  confocalen  Flächen 
zusammenfallt  und  von  deren  Asymptoten  die  eine  zu  e  parallel  ist. 
Wir  wollen  nun  von  dieser  Fläche  zeigen ,  dass  sie  durch  ein  verhältniss- 
massig  sehr  einfaches  Princip  in  eine  Ebene  transformirt  werden  kann« 

Denken  wir  uns  irgend  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem ,  so  soll 
in  dieser  Weise  abgebildet  werden: 

Eine  der  Coordinaten  bleibt  bestehen,  z.  B.  der  Abstand 
von  der  JZ-Ebene. 

In  jeder  Ebene  dagegen  parallel  zur  FZ-Ebene,  also  normal 
zur  X-Achse,  wird  nach  detfl  Principe  der  reciproken  Badien 
abgebildet,  deren  Mittelpunkt  auf  der  X-Achse  liegt  und  deren 
Potenz  für  alle  Ebenen  constant  ist. 

Man  könnte  dieses  Abbildungsprincip  das  Princip  der  reciproken 
Achsendistanzen  nennen. 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  die  Bilder  einer  Geraden  je  nach  Lage 
der  letzteren  verschieden  ausfallen  und  zwar:  ^  j 
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1.  Jede  Qerade  parallel  zur  Achse  (bei  obiger  Annahme  die  X-Achse) 
wird  als  Parallele  znr  Achse  abgebildet. 

2.  Jede  Gerade  normal  zur  Achse  wird  als  Kreis  abgebildet ,  der 
durch  einen  Punkt  der  Achse  geht.  Schneidet  die  Normale  die 
Achse,  so  wird  sie  in  sich  selbst  abgebildet. 

3.  Jede  Gerade,  welche  die  Achse  schneidet,  wird  als  gleichseitige 
Hyperbel  abgebildet. 

Legen  wir  durch  beide  Geraden ,  die  Achse  und  die  abzubildende ,  eine 
Ebene,  nehmen  in  derselben  die  Achse  als  X-Achse,  die  T- Achse  aber  senk- 
recht dazu  durch  den  Schnitt  der  Geraden  mit  derselben,  so  lautet  die  Gleichung 
der  Geraden  im  Allgemeinen :     x^=^y  fang  g?, 

wo  g>  die  Neigung  unserer  Geraden  gegen  die  Y-Achse  bedeutet 
Fttr  die  Coordinaten  des  Bildes  haben  wir  die  Substitutionen: 

1)  S  =  a?, 

2)  ^i?=JP, 

wo  p  constant,  oder:  p 

«  =  -; 

daraus  ziehen  wir  die  Gleichung: 

p 

oder:  V 

wodurch  die  Behauptung  3)  erwiesen  ist. 

Nehmen  wir  noch  die  letztmögliche  Lage  einer  Geraden  zur  Achse 
des  Systems,  so  können  wir  behaupten: 

4.  Jede  zur  Achse  windschiefe  Gerade,  die  nicht  zu  ihr  normal  ist, 
wird  als  Raumcurve  Jf?  dritter  Ordnung  abgebildet. 

Wir  können  das  auf  die  einfachste  Weise  so  zeigen: 

Durch  die  Gerade  denken  wir  uns  eine  Ebene  parallel  zur  Achse  ge- 
legt, so  ist  deren  Bild  ein  Cjlinder^  auf  welchem  die  Achse  Mantellinie 
ist.  Auf  diesem  Cylinder  liegen  somit  die  Bildpunkte  der  Punkte  unserer 
Geraden.  Diese  Bilder  liegen  aber  auch  auf  den  Lethen  durch  die  Punkte 
zur  Achse.  Da  letztere  ein  hyperbolisches  Paraboloid  erzeugen,  auf  welchem 
such  unsere  Achse  liegt,  so  ist  die  Bildcurve  unserer  Geraden  der  Schnitt 
des  Cylinders  und  der  Begelschaar.  Da  diese  beiden  indes  eine  Gerade, 
die  Achse,  gemeinsam  haben,  so  ist  dieser  Schnitt  eine  Baumcurve  dritter 
Ordnung. 

Wie  sieht  nun  das  Bild  einer  beliebigen  Ebene  aus? 

Lftnft  die  Ebene  parallel  zur  Achse,  so  wissen  wir  schon ^  dass  wir 
einen  Cylinder  bekommen,  dessen  Schnitte  normal  zur  Achse  Kreise  sind 
(die  Bilder  der  Geraden  der  Ebene  normal  zur  Achse). 

Schneidet  die  Ebene  e  unsere  Achse  (X-Achse)  im  Punkte  0^  so 
ziehen  wir  in  €  eine  Gerade  senkrecht  zur  Achse  und  nehmen  dieselbe 
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F- Achse;    die  Z- Achse  soll  anf  beiden  senkrecht  stehen.     Die  Gleichung 
der  Ebene  t  wird  dann  allgemein  so  aasfallen: 

Ist  die  Entfernung  eines  Punktes  von  der  X-Achse  r,  die  Entfernung 
des  Bildpunkies  ^,  so  ist:  -  ^  _»  -, 

(Potenz  der  reciproken  Radien). 

Die  Coordinaten  des  Bildpunktes  seien  $,  ij,  ^;  es  gelten  dann  folgende 
Gleichungen :  £  •  f  =  r  •  o 

Aber:  ^        , 

somit :  ^ 


Unsere  Ebene  wird  daher  iu  die  Flfiche 

also  in  eine  FlSche  Hl  transformirt 

Wir  brauchen  kaum  noch  hiniusufttgen  ^  dass  diese  Flftche  alle  Eigen- 
heiten der  zweiten  Beye'schen  FusspunktenfiSche  besitzt. 

Diese  FlSche  kann  ab  Bild  yon  unendlich  vielen  Ebenen  aufgefasst 
werden,  die  einen  Bdschel  mit  der  7- Achse  als  TrSger  bilden.  Da  sich 
hierbei  h  ftndert,  so  muss  sich  p  derart  Sndem,  dass 

constant  bleibt 

Es  muss  nun  offenbar  q  eine  Function  der  BestimmungsstQcke  der 
beiden  Focalkegelschnitte  der  confocalen  FlSchenschaar  sein,  welche  aus- 
findig zu  machen  uns  nicht  gelungen  ist. 
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L    Ueber  Ordinalfanotioiien. 

Die  intensiven  Grössen  lassen  sich  als  solche  kennzeichnen,  die  nur 
durch  Ordinalzahlen  messbar  sind.  £ine  Anzahl  von  Farben  gleicher  Art 
aber  verschiedener  Intensität  kann  man  nach  dieser  ordnen  and  jeder  Inten- 
sität eine  bestimmte  Ordnungszahl  beilegen.  Kommen  jetzt  nene  Intensitäten 
hinzn,  so  muss  man  entweder  die  Ordnungszahlen  ändern,  oder  man  muss 
interpoliren ,  wobei  man  sich  wiederum  entweder  damit  begnügen  kann, 
zu  constatiren,  dass  eine  der  neuen  Intensitäten  zwischen  zweien  der  ur- 
sprünglichen Grade  liegt,  oder  man  kann  jedes  Intervall  entsprechend  der 
Anzahl  der  einzuschaltenden  Intensitäten  in  Bruchgrade  eintheilen.  Die 
Hob 8 'sehe  Härtescala  der  Mineralien  kann  auch  zur  Yeranschaulichung 
dieser  Verhältnisse  dienen« 

Liegt  ein  bestimmtes,  abgeschlossenes  System  von  Intensitäten  vor, 
so  kann  man  jeder  Intensität  eine  Zahl  aus  einem  Zahlensystem  in  der 
Weise  zuordnen,  dass  gleichen  Intensitäten  gleiche  Zahlen  entsprechen, 
höheren  Intensitäten  höhere  Zahlen.  Die  Wahl  des  Zahlensystems  ist  nur 
an  die  Bedingung  gebunden,  dass  sie  eine  vollständige  und  eindeatige  Ab- 
bildung der  Intensitäten  ermöglicht;  im  üebrigen  bleibt  es  der  Willkür 
überlassen ,  ob  man  z.  B.  nur  ganze  oder  auch  gebrochene  Zahlen  verwenden, 
ob  man  im  ersteren  Falle  die  natürliche  Zahlenreihe  oder  eine  unterbrochene 
Zahlenreihe  wählen  will;  denn,  gleichen  Differenzen  der  Zahlen  brauchen 
nicht  gleiche  Unterschiede  der  Intensitäten  zu  entsprechen.  Von  gleichen 
Unterschieden  intensiver  Grössen  kann  man  überhaupt  nur  in  zwei  Fällen 
sprechen,  nämlich  erstens,  wenn  neben  der  unmittelbaren  Vergleichung 
derselben  noch  eine  mittelbare  Vergleichung  möglich  ist,  die  eine  andere 
Art  des  Maasses  liefert.*  So  kann  man  die  unmittelbar  empfundene  Inten- 
sität der  Wärme  auch  durch  das  Thermometer  messen,   welches  übrigens 


*  Der  Begriff  der  intensiven  Grösse  ist  hiemach  also  ein  relativer,  nämlich 
relativ  zu  der  Art,  wie  sie  gemessen  wird.  Die  unmittelbar  empfundene  Ton- 
stärke ist  eine  intensive  Grösse,  die  durch  die  Schwingungsamplitude  gemessene 
,« Intensität"  dea  Tones  dagegen  eine  extensive  Grösse.  Wenn  in  philosophischen 
und  manchmal  sogar  in  mathematischen  Werken  der  Bogengrad  für  eine  intensive 
Grösse  erklärt  wird,  so  ist  das  natürlich  nur  ein  grobes  Missverständniss .  Der 
Name  Grad  beweist  nichts.  ^  j 
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auch  noch  kein  absolutes  Maass  liefert,  und  man  kann  die  HSrte  der  Mineralien 
auch  vermittelst  des  Druckes  messen  j  der  auf  eine  sie  ritzende  Spitze  aus- 
geübt werden  muss,  und  nur  mit  Racksicht  auf  diese  Art  der  MessDog 
hat  es  einen  Sinn,  zu  sagen,  dass  die  den  Mohs'schen  Hftrtegraden  ent- 
sprechenden Hftrteunterschiede  nicht  gleich  seien.  Der  zweite  Fall  ist  der, 
dass  das  System  der  Intensitäten  ein  vollständiges  ist,  das  heisst,  so 
beschaffen,  dass  eine  Interpolation  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
der  gegebenen  Intensitäten  unmöglich  ist.  Das  ist  der  Fall,  wenn  die  auf 
einander  folgenden  Grade  durch  die  eben  merklichen  unterschiede  be- 
stimmt werden.  Mit  einem  gewissen  Rechte  kann  man  dann  diese  Grade 
als  absolute  Einheiten  der  Intensität  betrachten«  Das  psjchophjsisehe 
Messen  trifft  diese  Festsetzung.* 

Denken  wir  uns  nun  eine  intensive  Grösse  abhängig  von  einem  oder 
mehreren  Argumenten,  die  nicht  selber  intensive  Grössen  sind,  sondern 
deren  Maass  in  Cardinalzahlen  ausgedruckt  ist  Eine  solche  Function  möge 
eine  Ordinalfunotion  genannt  werden,  weil  ihre  Werthe  durch  ein 
System  von  Ordinalzahlen ,  dem  die  oben  erörterte  Willkürlichkeit  anhaftet^ 
dargestellt  werden«  Durch  diese  Willkürlichkeit  unterscheidet  sich  die 
Ordinalfunction  von  der  gewöhnlichen  Function.  Während  diese,  wenn  sie 
von  zwei  Variablen  abhängig  ist,  durch  eine  bestimmte  Fläche  dargestellt 
wird,  wird  jene  durch  eine  Schaar  verwandter  Flächen  repräsentirt ,  mit 
deren  gemeinsamen  Eigenschaften  wir  uns  im  Folgenden  beschäftigen  wollen. 
Diese  Untersuchung  ist  für  di^'enigen  Wissenschaften,  die  sich  vor- 
wiegend mit  intensiven  Grössen  beschäftigen,  von  Bedeutung,  indem  sie 
seigt,  welche  Eigenschaften  der  Functionen  solcher  Grössen  von  der  theil- 
weisen  Unbestimmtheit  derselben,  die  man  manchmal  als  ein  Hindemiss 
exaeter  mathematisoher  Schlüsse  überhaupt  hinstellte,  völlig  unberührt 
bleiben. 

Die  Ebene  der  unabhängigen  Variablen  möge  die  Horizontalebene  sein. 
Jede  Parallele  zu  derselben  schneidet  dann  aus  einer  der  Flächen,  welche 
die  Ordinalfunction  darstellen»  eine  Niveaulinie  aus,  auf  welcher  gleiche 
Funotionalwerthe  liegen.  Auf  jeder  anderen  Fläche  der  Schaar  müssen 
nun  den  Punkten  der  Horizontalebene,  die  durch  die  Projection  jener 
Niveaulinie  bezeichnet  werden^  ebenfalls  gleiche  Funotionalwerthe  ent- 
sprechen, welches  auch  immer  deren  absolute  Grösse  sein  mag.  Es  haben 
also  sämmtliohe  Flächen  dieselben  Niveaulinien  und  deren  Projectionen 
fallen  zusammen.  Man  kann  sich  die  Flächen  der  Schaar  dadurch  aus  ein* 
ander  hervorgegangen  denken,  dass  die  Niveaulinien  vertieal  und  parallel 
mit  sich  selber  verschoben  wurden  und  die  zwischen  ihnen  liegenden 
Plächenstreifen  entsprechende  Dehnungen  oder  Zusammenziehungen  erfuhren. 

*  Vergl  Wiener«  Die  Kiupfiudiuigseinheit  und  das  Bleesen  der  Empfindungs- 
stärke.    Wiedemann*»  Annalen    N.  F  Bd.  XLVH.  S.  «59.  r^^^^T 
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Betrachten  wir  ein  Flächenelement  während  einer  solchen  Deformation, 
60  werden  die  auf  einander  folgenden  Lagen  der  zugehörigen  Tangenten- 
ebene eich  in  horizontalen  Qeraden  schneiden  und  die  zugehörige  Normale 
wird  in  einer  und  derselben  Yerticaiebene  bleiben.  Daraus  ergiebt  sich 
die  analytische  Bedingung,  der  alle  Flächen  genügen  müssen. 

Wir  denken  uns  die  Normale  in  den  Coordinatenanfang  yerschoben. 
Mit  der  X-Achse  bilde  sie  den  Winkel  a^  mit  der  7 -Achse  den  Winkel  j3, 
mit  der  X;  T- Ebene  den  Winkel  k,  und  die  Projection  der  Normalen 
in  diese  Ebene  bilde  mit  der  Y-Achse  den  Winkel  fi.     Es  ist  dann: 

cosa  SS  cosXsinfi,    cosß  =  cosXcosii, 
woraus: 

cosa  :  co8ß  =  iangfi. 

Da  nun  der  Winkel  (i  bei  allen  Lagen  des  Flächenelementes  derselbe 
bleibt,  so  hängt  tangfi  und  damit  das  Verhältniss  der  Cosinus  der  Winkel, 
welche  die  Flächennormale  mit  der  X-  und  7- Achse  machen ,  nur  von  x 
und  ^  ab,  und  wir  können  setzen: 

cosa  :  cosß  ^  f(x,  y). 

Nun  sind  aber  diese  Winkelcosinus  den  Differentialqnotienten  der 
Flfichenordinate  0  nach  x  und  p  proportional,  also  auch: 

und  dies  ist  somit  die  partielle  Differentialgleichung,  der  alle  Flächen 
genügen  müssen. 

Der  Winkel  (i  der  Projection  der  Normalen  mit  der  positiven  Sichtung 
der  7- Achse  ist  zugleich  der  Winkel,  den  die  Tangente  an  die  Niveau- 
linie des  Fusspunktes  der  Normalen  mit  der  negativen  Richtung  der 
X-Achse  bildet  Bezeichnen  daher  dx  und  dy  die  Incremente  von  o?  und  ^ 
auf  der  Niveaulinie,  so  ist: 

2)  ^^-tangii=^--f{x,y)     oder    dy  +  f{x,  y)dx:==0. 

Dieser  totalen  Differentialgleichung,  die  bekanntlich  auch  aus  1  ab- 
geleitet werden  kann,  müssen  hiernach  alle  Niveaulinien  genügen,  für  die 
natürlich  ausserdem  d«  «  0  gilt. 

Es  sei  nun  q>{x^  y)  =  a  das  allgemeine  Integral  von  2,  wo  a  eine  will- 
kürliche Constante ,  also  die  allgemeine  Gleichung  der  Niveaulinien ,  so  stellt 

3)  s^-=F[g>{x,y)] 

das  allgemeine  Integral  von  1  dar,  wo  F  eine  willkürliche  Function  be- 
zeichnet Kennen  wir  eine  der  Flächen,  die  1  genügen,  z.  B.  xr=<p(x,  y), 
80  erhalten  wir  also  alle  möglichen  ihr  genügenden  Flächen,  indem  wir 
ftür  g  eine  willkürliche  Function  derselben  Qrösse  setzen.  ^  j 
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Nicht  aber  die  Gesammtheit  der  durch  3)  dargestellten  Flächen 
stellt  dieselbe  Ordinalfunction  dar,  denn  die  Erfüllung  der  Differential- 
gleichung 1)  war  nur  eine  nothwendige  aber  keine  hinreichende  Bedingung 
für  dieselbe.  Doch,  bevor  wir  die  Gleichung  3)  weiter  beschrftnken,  sei 
eine  allgemeine  Eigenschaft  der  durch  sie  dargestellten  Flächen  herrorgehoben. 
Alle  haben  gemeinsame  Maxima,  Minima,  Wendepunkte  u.  s.  w. ;  denn  es  wird 

unabhängig  von  der  Wahl  von  F,  null  überall,  wo 

dx  dy 

sind.  Ausserdem  kann  allerdings  in  besonderen  Flächen  noch  eJjef  s=  0  werden, 
nämlich  dadurch,  dass  ^^r    /        n-i      r, 

wird,  das  wäre  nicht  in  einzelnen  Punkten,  sondern  für  alle  Werthe  von 
X  und  y,  die  auf  der  durch  diese  Gleichung  bezeichneten  Curve  liegen. 
Sie  stellt  eine  Niveaulinie  dar,  da  sie  der  Gleichung  2)  genügt.  Geo- 
metrisch gedeutet  wird  auf  diese  zweite  Art  dz  dadurch  null,  dass 
die  Fläche  Einstülpungen  erleidet,  wobei  Niveaulinien  die  Einstülpnngs- 
ränder  bilden. 

Soll  nun  3)  eine  Ordinalfunction  darstellen,  so  muss  F  so  gewählt 
werden,  dass  keine  derartige  Einstülpungen  entstehen.  Es  genügt  näm- 
lich nicht,  dass  alle  Flächen,  die  eine  Ordinalfunction  darstellen  sollen, 
dieselben  Niveaulinien  haben,  diese  müssen  auch  auf  allen  Flächen  die* 
selbe  Beihenfolge  behalten.  Das  geschieht  aber  dann  und  nur  dann, 
wenn  F  und  damit  auch  die  Inverse  von  F  eine  eindeutige,  mit  wachsen- 
dem Argument  fortwährend  steigende  Function  ist,  deren  Ableitung  niemals 
null  wird. 

Ausser  den  Maximumeigenschaften  haben  die  Flächen  einer  Schaar  femer 
die  Eigenschaft  gemein ,  dass  sie  mit  einer  gegebenen  Fläche  alle  dieselben 
Begleit-  bezw.  Schneidecurven *  haben  und  zwar  ohne  jede  Einschränkung 
bezüglich  der  Wahl  von  F,  Die  für  Ordinalfunctionen  nöthige  Beschränkung 
hat  nur  zur  Folge,  dass  ein  Begleitpunkt  für  eine  der  Flächen  nothwendig 
ein  solcher  für  alle  ist,  ein  Scheidepunkt  ebenso,  während  ohne  dieselbe 
ein  Begleitpunkt  für  eine  Fläche  der  Schaar  Scheidepunkt  für  eine  andere 
sein  konnte. 


*  Siehe  Jahrgang  88  S.  816  dieser  Zeitschrift. 

Karlsruhe.  Dr.  Andreas  Voigt. 
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n.   Znr  Constmotion  eines  Kegelschnittes  ans  fftnf  Pnnkten. 

Hat  man  auf  einem  Kegelschnitt  als  Träger  die  Involution  J^  gleich 
CC.'lNa.'^Nh  und  die  Invohition  J^  gleich  aS.ÄjTi.SgTg...  und  ist 
N^Nb  ein  Paar  der  Involution  J^,  so  sind  auch  die  beiden  Doppelpunkte 
CC  von  J^  ein  Paar  von  J,...  Die  Geraden  (^JV^«))  (93^^)  schneiden 
sich  in  einem  Punkte  Q^  der  Tangente  c  in  C,  dem  Involutionscentrum 
▼on  «Tj.  Die  Geraden  (^)IS)  {Na^b)  schneiden  sich  in  einem  Punkte  Q^ 
der  Polare  ^^  von  Q^^  dem  Involutionscentrum  von  J^.  Die  Gerade  q^ 
bestimmt  einerseits  den  zweiten  Doppelpunkt  C  von  J^  auf  K^  anderseits 
C7C'  als  ein  Paar  der  Involution  J,,  womit  der  Satz  erwiesen  ist,  der 
nun  offenbar  auch  gilt,  wenn  J^J^  auf  einem  geraden  Träger  liegen. 

Damit  wird  die  von  mir  auf  Seite  382  des  vorigen  Jahrganges  dieser  Zeit- 
schrift gegebene  Construction  eines  Kegelschnittes  aus  zwei  Involutionen  und 
einem  reellen  Punkte  C  wesentlich  abgekürzt.  Denn  es  ist  dort  nun  in  der  Invo- 
lution ©SC. 91 93...  nur  zum  Punkte  C  der  entsprechende  Punkt  C  zu  con- 
stroiren.  Dies  lässt  sich  z.  B.  so  ausführen:  Die  Gerade  (McC)  treffe  5«  in  27, 
die  Qerade  U%  treffe  8^  in  F.  Die  Gerade  Se  trifft  dann  die  sechs  Seiten  des 
Vierecks  ULtMeT  in  der  Involution  SSt.SS.OO',  womit  C  gefunden  ist. 

J.  Tbomab. 

m.  Veber  die  barometrische  Hfthenmessnngsformel. 

Die  von  mir  im  Bepertorium  der  Physik  vom  Jahre  1890  S.  578  „end- 
giltig*  angenommene  Formel 

»-.-.8400^|).{>  +  -,  +  |*+i||£+*±^| 

wurde  auch  im  „Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik**,  Berlin  1893 
Beimer,  S.  1249  angeführt  und  darauffolgend  diejenige  von  Jordan  aus 
der  ,  Meteorologischen  Zeitschrift  YII^  mit  Hinweis  auf  dessen  zweite  Auf- 
lage seines  Handbuchs  der  Vermessungskunde  vom  Jahre  1877.  Letztere 
Formel  lautet  im  Eingange  gleich  obiger,  statt  des  fünfgliedrigen  Aggregates 
stehen  aber  bei  Jordan,  oder  wenigstens  im  Jahrbuch,  die  vier  Factoren : 

(1  +  «o[l  +  0,377(1»  +  ^^)](l  +  0,00265cas2,>)(l  +'±±^y  " 

Ich  will  nun  den  unterschied  beider  Ausdrücke  kurz  besprechen. 
Erstens  ist  die  Aggregat-  und  Productenform  kein  wesentlicher  unterschied; 
erstere  beruht  nur  auf  der  Annahme,  dass  die  Correctur  wegen  Temperatur, 
Feuchtigkeit,  geographischer  Breite  und  mittlerer  Höhenlage  gegen  die  Einheit 
klein  sei.  . 

Der  Unterschied  wegen  g>  ist  nicht  bedeutend ,  da  jtt^  =  0,00250  ist. 

P.  Neumann  hat  in  seiner  «Theoretischen Physik"  öött>""0,00260.  Ich  habe 
also  statt  384  oder  einer  noch  etwas  kleineren  Zahl  (um  0,00265  zu  bilden)      j 
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geschrieben  400  in  meiner  genannten  Abhandlung  und  der  ihr  unmittelbar 
voranstehenden  d^üeber  die  Constante  des  Gasgesetzes  **)  und  damit  auch 
für   das  Oedächtniss   die  Variation  von  5  Millimetern  bezüglich  9,78  und 

9^83  am  Aequator  und  Pole  zu  Grunde  gelegt;  qTwä  =  0,00510,  dessen  Hälfte 

0.00255;    i|5ö  =  2ÖÖ'    «*"*«4ÖÖ- 

Aber  bezüglich    des  Einflusses   der  Feuchtigkeit  liegt    mindestens  im 

3  5  e 

Jahrbuch  ein  Versehen  vor,  da  g-^  bedeutet  tt— i  oder,  wenn  die  Spann- 
kraft des  Wasserdampfes  an  der  unteren  und  oberen  Station  mit  dem  be- 
züglichen b  merklich  verschiedene  Quotienten  liefert,  Tß  (?'  +  '?)•     ^^ 

habe  ich  auch   im  Zahlenbeispiel  S.  576  gerechnet;    ich  hätte  besser  das 

3 
Letztere  auch  in  der  Formel  geschrieben.    Nun  ist  aber  j^  nicht  ganz  0,2» 

genauer  0,19  oder  0,188;  bei  Jordan,  bezw.  im  Jahrbuch,  steht  aber  statt 

3 
dessen  das  Doppelte.    Die  Begründung  des  ^-t  welches  die  Ergänzung  zu  1 

5 

von  ^1   der  annähernden   Dichte  des  Wasesrdampfes  gegenüber   der  Luft, 

ist,  habe  ich  S.  575  gegeben.  Den  hiermit  ersichtlichen  Fehler  der  zweit 
angegebenen  Formel  wollte  ich  hauptsächlich  hiermit  berichtigen. 

Augsburg.  Prof.  Kurz. 

IV.  Bemerkangen  zu  dem  Artikel  „Ein  stereometrisclies  Analogen 
zum  Pythagoreischen  Satz 'S  Bd.  38  S.  383. 

1.  Der  von  Herrn  Dr.  Beau  mitgetheilte  Satz  ist  längst  bekannt  und 
findet  sich  u.  A.  im  zweiten  Theile  von  Grunert's  „Lehrbuch  der  Mathe- 
matik für  die  oberen  Classen  höherer  Lehranstalten",  dessen  erste  Auflage 
1832  erschienen  ist. 

Bautzen.  Prof.  Dr.  Eloss,  Conr.  d.  Qjmn. 

2.  Der  pjthagoräische  Satz  ist  längst  auf  Polygone  und  Polyeder  aus- 
gedehnt worden.    Bei  Einführung  der  Innenwinkel  lautet  er  für  das  Tetraeder: 

D^  =  Ä^  +  B^  +  C^^2ÄBcos(a,  b)-2ÄCoo8{a,  c)-2BCcosib,  c), 
wozu  noch  gestellt  werden  kann: 

2>  =-'Aco8{a,  d)  +  Bco8{h,  d)  +  Ccos{c,  d). 
Aachen.  Pützbe,  Dir.  d.  Oberrealschule. 
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V. 
Die  Auflösung  der  Gleichungen  mittelst  der  Normalform.'^ 

Von 

Dr.  GoTTL.  Friede.  Lipps 

In  Strassbiirg  (Bliais). 

I.    Die  Begleiterin  der  Normalform. 
§  1.    Gegeben  sei  eine  Normalform  mit  den  v  wesentlichen  Ein- 
heitswurzeln Sn,,  «n»--.fiiy,  so  dass: 

ff  I . . . «y 
(«A-O,  l...n*-l;    Ai-l,2...w*;    Ä«l,2...v). 
Die  aai...a^  sind  nach  den  etwa  vorhandenen  unwesentlichen  Ein- 
heitswurzeln entwickelt  zu  denken.    Sie  gestatten  die  linearen  Substitutionen 

2)  [ak\   iki — «1  +  ^2  —  cfg  H %kv cfyl 

\  nik  fiik  npk     / 

(ä;«1,-2...v) 

und  keine  anderen^  da  die  linearen  und  homogenen  Gleichungen  zwischen 

den  aai...ayf  welche  die  Existenz  anderweitiger  Substitutionen  begründen, 

nicht  erfttUt  sein  sollen. 

Ich  eliminire  nun  aus  der  Normalform  die  Einheitswurzeln  f „^  ^  f»,  • . .  Bn^.^ 

indem  ich  aus  X^  «        a.. 

a, . . .  ay 

die  ti| .  n^ . . .  ny  Gleichungen  ableite : 

3)  |oder:  "^'"^ 

af . . .  a, 

(|3fc-0,  l..,«,-l;    Ä-1,  2...V), 
wo  negative  Indiceswerthe  ak  —  j?*  durch  w^  +  a*  —  ßk  zu  ersetzen  sind. 

*  Dieser  Artikel  steht  in  unmittelbarem  Zusammenhange  mit  den  Unter- 
rachongen  über  ,,die  Normalform  des  allgemeinen  Wurzelausdrucks  und  ihre 
Eigenschaften'*  im  dB.  Jahrg.  6.  Heft  und  im  39.  Jahrg  1.  Heft.    Sie  sollen,  wo 

et  nOthig  ist,  als  „Normalform"  citirt  werden.  *nmn]o 
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Als  Eliminationsresultat  erhält  man  eine  der  Null  gleichgesetzte 
Determinante,  deren  Yerticalreihen  aus  den  Elementen 

ö^a,...cryj     Oai-l...ay-l  .  .  .  Oa,-«,H-l...ay  — »y  +  i;     (cfjfc -«  0,    1  . . .  W* -^  1) 

bestehen;  nur  zu  dem  Elemente  aoo...o  tritt  noch  —  a:ii...i.  Insbesondere 
können  die  Reihen  der  Determinante  so  geordnet  werden,  dass  das  Element 
—  ÄTii . . .  1  +  «00 . . .  0  eiiiö  Diagonalreihe  ausfttUt. 

Es  ist  klar,  dass  die  nämliche  Determinante  fUr  alle  Functionen  a?i,...2y 
die  von  den  Einheitswurzeln  6„. ,  6», . . .  fn^  unabhängige  Beziehung  zwischen 
jenen  Functionen  und  den  a«, . . .  «^  zum  Ausdruck  bringt^  so  dass  an  Stelle 
von  ^11...  1  die  allgemeine  Function  x;, ...a    gesetzt  werden  kann. 

Führt  man  nun  x  als  CoUectivbezeichnung für  die  n^.n^.^.np Functionen 
'-'^ii..,i  ein,  so  erhält  man  dadurch  eine  Gleichung  vom  Grade 
n^ .  »tg .  . .  np.  Die  von  der  Null  getrennte  Determinante  ist  folglich 
eine  Function  desselben  Grades  bezüglich  x,  Sie  kann  in  folgender  Form 
angedeutet  werden: 


4) 


«^«1...— «y  ...  aJ  +  ÖOO...O  .  .  .  a„,— a,— i...ny— Oy— 1 


ö-n,  +  l...  — ny+1  .  .  .  «a,  — n,  +  l...ay-ny  +  l  •  .  •  ^  +  »00. ..0 

WO  der  negative  Index  —  «,-  durch  ni  —  «,-  ersetzt  werden  muss. 

Diese  Function    soll   die  Begleiterin   der    Normalform    genannt 
werden. 

§  2.    Die   Begleiterin   der  Normalform   ist   somit   eine  Specialisirung 
der  allgemeineren  Function: 

X        Oig .  . .  ai„ 

Oji        X      .  .  .  Qin 


5)  A,. 


önl       an2»..X 


Es  bleibt  nun  A;^  ungeändert,  wenn  die  Etemente  der  t**°  Vertical- 
reihe  mit  der  Gonstanten  c,-  multiplicirt  und  die  Elemente  der  i^^  Horizontal- 
reihe durch  dieselbe  Constante  dividirt  werden  (für  t  »  1 ,  2 . . .  n).  Es 
darf  femer  die  i**  Verticalreihe  mit  der  k^^  und  die  i*®  Horizontalreihe 
mit  der  k*^^  in  vertauschbarer  Aufeinanderfolge  permutirt  werden  (fttr 
i  «  1,  2...W;    Ä— 1,  2...«). 

Die  CoefGcienten  der  nach  Potenzen  von  x  entwickelten  Function  A«  sind 
somit  ganzC;  homogene  Functionen  von  solcher  Beschaffenheit^  dass  sie  un- 
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geändert  bleiben^  wenn  jedes  a^  mit  Ckici  maltiplicirt  wird^  und  wenn  alle  a^i 
mit  den  aak  und  dann  alle  a,a  mit  den  üka,  oder  umgekehrt  alle  Om  mit  den 
ßka  nnd   dann  alle  üai  mit  den  üak  (or  <»  1,  2  .  . .  t»)  vertauscht  werden. 

Dieselben  Bemerkungen  in  modificirter  Form  gelten  auch  für  die 
Begleiterin.     Aus  ihnen  leite  ich  die  Eigenschaften  der  Begleiterin  ab. 

Ich  bestimme  zunächst  die  multiplicirenden  Factoren  für  die  Elemente 
öai...ay  der  Art,  dass  die  Verticalreihe,  deren  erstes  Element  aa,...a^  ist, 
mit  Ca^.^.a  multiplicirt  und  die  Horizontalreihe;  deren  erstes  Element 
a.«!....«^  ist,  durch  denselben  Coefficienten  diyidirt  erscheint.  Damit  nun 
aber  ein  und  dasselbe  Element,  in  welcher  Horizontal-  oder  Verticalreihe 
es  stehen  mag,  mit  einem  und  demselben  Coefficienten  multiplicirt  und 
diyidirt  erscheine,  muss  für  alle  Indices  a  und  ß 

sein.    Es  ist  dies  der  Fall,  wenn 

c«,...a^-ei»«'...eii'«''  (X*-l,  2...«,;  i-1,   2...1;) 
gesetzt  wird. 

Daraus  folgt,  dass  die  Begleiterin  sich  nicht  ändert,  wenn  jedes  Ele- 
ment äai..,ap  mit  ^^"'"'^n'^^^  multiplicirt  wird. 

Fahrt  man  diese  Multiplication  thatsächlich  aus  und  addirt  man  sodann 
zur  ersten  Verticalreihe  die  Summe  der  übrigen  Verticalreihen  in  4),  so 
änd  die  Elemente  dieser  Reihe  alle  gleich 

also  gleich  '"'  ^ 

und  man  erhält  den  Satz: 

Die  Begleiterin  kann  in  das  Product 

ai...2y 
zerlegt  werden,   so  dass   die  Wurzeln  der  gleich  Null  gesetzten 
Begleiterin  die  Functionen  der  Normalform  mit  negativem  Vor- 
zeichen sind. 

Entwickelt  man  ferner  die  Begleiterin  4)  nach  Potenzen  von  (x  +  aoo...o), 
so  sind  die  Coefficienten  dieser  Potenzen  homogene,  ganze  Functionen  der 
^m--ap  ^on  solcher  Art,  dass  sie  ungeändert  bleiben,  wenn  jedes  €^at...a^ 
mit  «^'"'•••fnjj"*'  multiplicirt  wird.  Daraus  ergiebt  sich  folgende  Eennt- 
niss  von  der  Natur  jener  Coefficienten: 

Die  als  Coefficienten  der  Potenzen  von  (^  +  aoo...o)  auf- 
tretenden homogenen,  ganzen  Functionen  der  aa^...ay  sind  Summen 
von  Producten  der  0^,...«^  von  der  Art,  dass  für  jedes  Product 
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die  Congruenzen:  ,  n  —  n  r     j    \ 

erfüllt  sind.  ^  '  ^ 

Wird  nun  gemäss  der  in  „Normalform "  I.  27)  gewonnenen  Formel 
(38.  Jahrg.  S.  331)  in  diesen  Coefficienten 

gesetzt,  so  werden  sie  zu  Fanctionen  der  a:^,...^^.  Es  entspricht  aber  der 
Multiplicalion  der  aa^...a^  mit  «^'***. .  .  e^v^p  die  Vertauschung  aller  Xft^,.,u^ 
mit  ir^,  +  ^i.  .A*y+^y)  <^®^  ®s  ist: 

7a)Wl.n2...n^.6i;«^..^V...aa,...«^-2'^'*'"'•"•'^^''^^ 
Es  gilt  daher  der  Satz:  '    "  * 

Die  als  Functionen  der  a*^,...^^  dargestellten  Coefficienten 
der  nach  Potenzen  von  (a?  +  aoo...o)  entwickelten  Begleiterin  ge- 
statten die  n^,n^.,,nv  Substitutionen: 

8)  (f^i,  f*8 . . .  ^1^;     f*i  +  Aj,  ^  +  Aj  . . .  fAy  +  O» 

A,— l,2...w/. 

§  3.  Diese  drei  Sätze  sind  Folgerungen  aus  der  an  erster  Stelle  genannten 
Eigenschaft  der  Function  Ax;  ungeKndert  zu  bleiben,  wenn  alle  a,«  mit 
Ck/Ci  multiplicirt  werden.  Aus  der  an  zweiter  Stelle  angegebenen  Vertausch- 
barkeit  der  aik  folgen  entsprechend  modifidrte  Substitutionen  der  a«^...«  . 
um  ihre  Form  und  ihre  Anzahl  festzustellen,  brauchen  der  Kenntniss  der 
für  Ax  geltenden  Substitutionen  lediglich  die  Bedingungen  hinzugefügt  za 
werden,  durch  welche  die  a,-;  zu  den  a«, ...„^  werden. 

Indessen  weise  ich  blos  darauf  hin,  dass  dadurch  eine  Methode  ge- 
geben ist^  nach  welcher  die  Substitutionen  der  aax...a  ,  welche  die  Be- 
gleiterin gestattet,  gefunden  werden  können.  Die  Kenntniss  der  Sub- 
stitutionen gewinne  ich  direct  durch  folgende  Bemerkung: 

Da  die  Begleiterin  nichts  Anderes  ist,  als  das  Prodnct  6),  nämlich: 

und  —  nach  dem  Fundamentalsatze  der  Algebra  —  jede  Function 
n^^  Grades  nur  auf  eine  Weise  in  ein  Product  von  n  linearen  Pactoren 
zerlegt  werden  kann,  so  muss  jede  Vertauschung  der  a«, ...„  ,  welche  die 
Begleiterin  ungeändert  lässt,  auch  das  System  der  linearen  Pactoren  9), 
das  heisst  das  System  der  Functionen  der  Kormalform  ^  ungeändert  lassen 
und  jede  von  diesem  Punctionensysteme  gestattete  Vertauschung  muss  auch 
von  der  Begleiterin  gestattet  werden.  r^r^^r^T 
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Daraus  folgt  unmittelbar: 

Die  Begleiterin  und  insbesondere  die  Coefficienten  der 
nach  Potenzen  von  {x  +  aoo...o)  entwickelten  Begleiterin  ge- 
statten dieselben  Substitutionen  der  aai...a^t  welche  das  System 
der  Fanctionen   der  Normalform   gestattet^   und   keine  anderen. 

Hinzugefügt  kann  werden,  dass  zwar  einzelne  jener  Coefficienten  der 
Potenzen  von  (jr  +  aoo...o)  mehr  Substitutionen  gestatten  können;  dass  es 
aber  mindestens  einen  geben  muss,  der  nur  die  Substitutionen  der  Normal- 
form gestattet.  Ein  solcher  ist  das  von  (x  +  ötoo  . . .  o)  freie  Glied  der 
Begleiterin. 

Werden  nun  wieder  mittelst  der  Formel 

die  öa, ...»  in  den  Coefficienten  der  Begleiterin  durch  die  rr^, ...^/^  dar- 
gestellt, so  ergiebt  sich^  dass  der  Vertauschung  der  Grössen  0«,...«^  mit 
den  Grössen  a,^^ai-\-,..iip—a^',...f^i-^ai-\-...iypa^  als   gleichwerthig  die 

Vertausehung  der  Grössen  ^fiiiu  +  -'^^v''vL  "^  ;-./'i»iv  — +-..^,;'V»  ™^*  ^®° 
Grössen  Xft^,,  ^^  zur  Seite  steht.  Es  folgt  dies  daraus,  dass  zufolge  der 
Gleichung  h        j^ 

die  Relation  10)  in  der  Form 

ni...np.  a,jj«j  + ... ^^^  "J_  a^; ... t„i -^«i  + .  .iVv«^ 

geschrieben  werden  kann,  wenn  dortselbst  «*  durch  in  — -  «i  + . . . u ^  — -oiv 

nik  nkv 

ersetzt  wird.     Dieselbe  Relation  10)  kann  aber  auch  in  die  Form 


10a) 


10b) 


H'-'f'v 


gebracht    werden,    da    der    Eigenschaft    der    ixk  zufolge    die    v    Summen 

f*i'i* h|»2?a* |-...ftv»y* — (ä;— 1.  2...v)  zugleich  mit  den  |lc.,  fi«...tty 

die  ii| . ^2 •  •  •  ^i/  Restensysteme  bezüglich  der  Modulen  n^,  n^,,,ni,  darstellen. 
Aus   der  Vergleichung   der  Formeln    10  a)  und  10  b)   folgt   aber  die 
obige   Behauptung,    dass    der   Vertauschung    der    a   die   genannte   Ver- 
tausehung der  X  zur  Seite  steht.  ^^  , 
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Man  erhUt  daher  mit  Btlcksicht  auf  die  bereits  festgestellten  Sub- 
stitutionen der  a?/ii.../iy2 

den  Satz: 

Werden  die  Coefficienten  der  nach  Potenzen  von  (rp  +  {ioo...o) 
entwickelten  Begleiterin  als  Functionen  der  2>(^...^y  dargestellt, 
so  gestatten  diese  Functionen  folgende  Substitutionen  der  ^^j...^^: 

\  fiiv  f»jg  n%p 

. . .  fil»! V  — ^  +  ^tjy  +  fiyivjr  +  iy  )i 

niy  / 

wo  die  tjix  die  in  „Normalform"  111.5)  (S.  2  d.  Jahrg.)  angegebenen 
Bedingungen  erfüllen  müssen,  und  wo  die  X^  ^^^  Werthe  1, 
2...na(a— 1,  2...v)  annehmen  können.  Die  Anzahl  der  Sub- 
stitutionen ist  daher  gleich  dem  Producte  der  Anzahl  der  Sub- 
stitutionen: (fii;.>.f*v;  /^i  +  ^it  •  •  •  f^y  +  ^y)  und  der  Anzahl  der 
Substitutionen: 

die  mit  der  in  ,^Normalform^'  III.  13)  angedeuteten  Zahl  über- 
einstimmt. Man  erhält  daher  die  Oesammtzahl;  wenn  diese 
letztere  Zahl  mit  n^.n^.,,np  multiplicirt   wird. 

§  4.  Aus  den  bis  jetzt  aufgestellten  Sätzen  über  die  Begleiterin 
der  Normalform  lassen  sich  einestheils  für  die  ^^^...^  ;  anderntbeils  für  die 
0«,...»,  Bedingungen  angeben,  die  sich  als  einfache  Folgen  der  Existenz 
der  Normalform  präsentiren. 

Da  nämlich  die  Wurzeln  der  gleich  Null  gesetzten  Begleiterin  die 
n^.Mg  ...f»tr  Functionen  j^,  ..^^  sind,  so  folgt,  dass  die  als  Functionen  der 
Xfn.,.fiy  dargestellten  Coefficienten  der  Begleiterin  symmetrischen  Ver- 
bindungen der  o:^,...^!,  gleich  zu  setzen  sind.  Während  also  diese  Coeffi- 
cienten im  Allgemeinen  ihre  Form  ändern  bei  jeder  Substitution  der 
^A*i •■•/"»>  ^®  nicht  der  Gruppe  11)  angehört,  ändern  sie  bei  keiner  der 
(tt^.  t3,...ny)!  Substitutionen  ihren  Werth.  Daraus  ergeben  sich  Be- 
dingungsgleichungen zwischen  den  ic^,...^^,  wofern  nicht  die  als 
Functionen  der  a;^,...^^^  dargestellten  Coefficienten  der  Be- 
gleiterin, da  sie  blos  bis  zum  Orade  nj.n2...tty  ansteigen,  schon 
ihrer  Form  nach  symmetrische  Verbindungen  der  ^^tj...^  sind; 
dies  ist  der  Fall,  wenn  f»i.f4...  =  2,  3  oder  4  ist. 

In  gleicher  Weise  sind  die  als  Functionen  der  aai...ap  dargestellten 
Coefficienten  der  Begleiterin  den  symmetrischen  Verbindungen  der  Xf^^^.fi^ 
gleich   zu   setzen,    so   dass   die   0«,...«^  in  Abhängigkeit   von  diesen  sym- 
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metrischen  Verbindungen  stehen.    Da  nnn  diese  Abhängigkeit  dieselbe  ist 
för  alle  aa\...ay)  die  kraft  der  Substitutionen 

nk 


a)  Ua;  Ui  —  «1+»*«— ■«2H Hv- 


ihren  Platz  mit  einander  vertauschen^  so  muss  sie  eine  entsprechend  viel- 
deutige Abh&ngigkeit  sein.  Diese  vieldeutigen  Abhängigkeiten  können  nur 
die  unwesentlichen  Einheilswurzeln  vermitteln.  Es  wird  somit  das 
Wesen  und  die  Bedeutung  der  unwesentlichen  Einheitswarzeln  in  soweit 
erhellt^  als  der  Satz  gilt: 

Alle  aai...ayj  die  in  Folge  der  Substitutionen  IIa)  ihre  Stellen 
mit  einander  wechseln^  können  mittelst  einer  und  derselben 
Oruppe  von  unwesentlichen  Einheitswurzeln  der  Normalform 
dargestellt  werden. 

Es  bestätigt  sich  an  dieser  Stelle  die  schon  früher*  gemachte  Be- 
merkung, dass  die  Orade  der  unwesentlichen  Einheits wurzeln  Divisoren 
der  die  Anzahl  der  Substitutionen  der  aa, ...«  bestimmenden  Zahl  sein 
können;  zugleich  muss  aber  daran  erinnert  werden,  dass  nichts  darüber 
bekannt  ist^  ob  nicht  ausser  den  genannten  auch  noch  andere  unwesent- 
liche Einheitswurzeln  vorhanden  sind. 

Von  besonderem  Interesse  ist  nun  noch  die  Frage,  welche  Besonder- 
heiten eintreten y  wenn  die  Normalform  keine  unwesentlichen  Einheitswurzeln 
aufweist.  Die  Begleiterin  selbst  und  ihre  Eigenschaften  bleiben  selbst- 
verständlich bestehen,  da  ja  das  Vorhandensein  unwesentlicher  Einheits- 
wurzeln bei  den  diesbezüglichen  Darlegungen  keine  Rolle  spielte.  Es  tritt  aber 
zu  den  bereits  gefundenen  Eigenschaften  der  Normalform  noch  folgende. 

Da  die  aai...ay  nicht  als  Entwickelungen  nach  unwesentlichen  Ein- 
heitswurzeln aufgefasst  werden  dürfen,  so  sind  sie  gemäss  der  Herstellung 
der  Normalform  eindeutig  bestimmbare  Potenzreihen  der  ursprünglichen 
Variablen  des  Wurzelausdrucks  und  gewisser  Hilfsgrössen.  Diese  Her- 
leitung lehrt  aber  zugleich,  dass  an  Stelle  der  aa^...ay  mit  demselben 
Rechte  die  a*«"»...  a*i'°v.  aa^...ay  treten  können.  Stellt  nun  m  das  kleinste 
gemeinsame  Vielfache  der  Zahlen  n^,  n^  . . .  rip  dar,  so  ist  klar,  dass  aai...a 
unbeeinflusst  ist  von  den  als  Coefficienten  zu  aai..,a^  etwa  hinzutretenden 
Producten  der  Einheitswurzeln.  Es  muss  daher  auch  gemäss  den  Re- 
lationen 7)  zwischen  den  0«,...^^  und  den  a;^,  ..^^i 

völlig  eindeutig  sein.  Die  Functionen  Xf^^,,,fi^  der  Normalform 
unterliegen    daher    in    diesem    Falle    der   Bedingung,    dass    die 

♦  „Nonnalform"  III.  §  6;  S.  10  d.  Jahrg. 
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sogenannten    cyklischen    Functionen*    der    ^^^...^^    eindeutiger 
Natur  sein  müssen. 

n.   Die  Auflösung  der  Gleichungen  mittelst  der  Normalform. 

§  1.  Die  durch  Oalois  begründete  Theorie  der  Auflösung  der 
Gleichungen  beruht  im  Wesentlichen  auf  dem  Begriffe  der  Eesolvente 
der  au&ulösenden  Gleichung,  auf  dem  Begriffe  der  Gruppe  von  Sub- 
stitutionen.  welche  durch  die  Besolvente  an  die  Hand  gegeben  wird  und 
den  Charakter  der  vorgelegten  Gleichung  bestimmt  und  auf  dem  Begriffe 
der  adjungirten  Grössen,  die  irrationale  Grössen  darstellen  und  als 
bekannt  betrachtet  werden,  so  dass  durch  sie  die  Zerlegung  der  vorher 
irreduciblen  Besolvente  möglich  wird.  Wird  aber  die  Besolvente  reducirt, 
so  wird  auch  die  Gruppe  der  Gleichung  erniedrigt. 

Man  gelangt  so  zu  einer  Angabe  der  Bedingung  der  Auflösbarkeit 
der  Gleichungen,  die  in  der  ^Theorie  der  algebraischen  Gleichungen^  von 
Petersen  folgendermassen  formulirt  wird:** 

„Die  noth wendige  und  ausreichende  Bedingung  daftlr,  dass  eine 
Gleichung  algebraisch  aufgelöst  werden  könne ,  besteht  darin,  dass  ihre 
Gruppe  eine  andere  Gruppe  enthält,  diese  wieder  eine  andere  u.  s.  w., 
bis  man  zur  Gruppe  1  gelangt,  und  zwar  muss  diese  Beihe  von  Gruppen 
so  beschaffen  sein,  dass  jede  von  ihnen  mit  allen  Substitutionen  der  vor- 
hergehenden  permutabel  ist,  und  dass  ihre  Ordnung  aus  der  Ordnung  der 
vorhergehenden  durch  Division  mit  einer  Primzahl  gefunden  wird.^ 

Dadurch  wird  die  Bichtung  angegeben,  in  der  man  auf  Grund  der 
Galois'schen  Begriffe  voi^hen  muss,  um  zu  einer  thats&chlichen  Angabe 
der  AuflOsbarkeitsbedingungen  von  Gleichungen  zu  gelangen. 

Oalois***  selbst  hat  seine  Theorie  auf  die  irreduciblen  Gleichungen 
vom  Primzahlgrade  angewendet  und  als  wesentlicbe  Besultate  gefunden, 
dass  die  Gruppe  dieser  Gleichungen  die  j)(p— 1)  Substitutionen  (£;  ae  +  b) 
enthiSlt,  wenn  die  Wurzeln  durch  x,  bezeichnet  werden,  oder  dass  alle 
Wuneln  einer  solchen  Gleichung  durch  irgend  zwei  derselben  rational  dar- 
gestellt werden  können. 

Femer  hat  insbesondere  Jordan  den  von  Galois  eingeschlagenen 
Weg  in  seinem  Traito  des  substitutions  et  des  equations  algebriques  weiter 
verfolgt  und  von  Sylow  wurden  detaillirte  Auflösbarkeitsbedingungen  im 
5.  Bande  der  mathematischen  Annaleu  entwickelt  f. 

*  Die  Functiouen  12)  nenne  ich  cvklische  Functionen  in  Uebereinstimmung 
mit  der  Beieiokr.uni!Sweise  KroneckerV  Vergl.  die  Fussnote  zu  S.  567  im 
IL  Bd.  Ton  Serret 's  Algebra;  übersetxt  ron  Wertheim. 

*•  Petersen.  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  S.S15;  Kopenkageii  1878. 
*••  Journal  de«  matheaiatiques  pur^s  et  appliquees  t  XI,  ann^  184$. 
t  Vergl .  die  Ddrsteliung  dieser  Resultate  in  X  e  1 1  o  's  Substitut^-Theone  S.  i74 flg. 
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Betreffs  der  Galois'schen  Beeultate  über  die  Oleichnngen  vom  Frim- 
zahlgrade  sagt  nun  aber  Kronecker  in  einer  der  Berliner  Akademie  der 
Wissenschaften  am  20.  Juni  1853  vorgelegten  Arbeit:* 

„Die  bisherigen  Untersuchungen  über  die  Auflösbarkeit  von  Gleichungen, 
deren  Grad  eine  Primzahl  ist  —  namentlich  die  Aberschen  und  Galois- 
schen^  welche  die  Grundlage  aller  weiteren  Forschungen  in  diesem  Gebiete 
bilden  —  haben  im  Wesentlichen  als  Resultat  zwei  Kriterien  ergehen, 
vermittelst  deren  man  beurtheilen  konnte,  ob  eine  gegebene  Gleichung 
auflösbar  sei  oder  nicht.  Indessen  gaben  diese  Kriterien  über  die  Natur 
der  auflösbaren  Gleichungen  selbst  eigentlich  nicht  das  geringste  Licht/^ 

Dasselbe  kann  mit  demselben  Rechte  auch  von  den  weiterhin  gefan- 
denen,  auf  die  Begriffe  der  Substitutionentheorie  allein  gegründeten  Kriterien 
der  Auflösbarkeit  von  Gleichungen  gesagt  werden. 

Dem  gegenüber  betont  Kronecker  in  derselben  Arbeit  als  Haupt- 
problem, das  alle  anderen  Probleme  in  sich  schliesst,  das  Aufsuchen  aller 
auflösbaren  Gleichungen,  wie  es  bereits  von  Abel  in  allerdings  unvoll- 
ständiger Fassung  in  der  fragmentarischen  Abhandlung  über  die  alge- 
braisehe  Auflösung  der  Gleichungen  au%esteUt  wird. 

Dieses  Hauptproblem  in  vollständiger  und  prUciser  Fassung  lautet  in 
der  citirten  Abhandlung: 

,,Für  eine  gegebene  Zahl  n  die  allgemeinste  algebraische  Function 
von  A^  B^  (7  u.  s.  w.  zu  finden,  welche  durch  die  Yarürung  der  darin 
enthaltenen  Wurzelzeichen  verschiedene  Ausdrücke  ergiebt,  unter  denen  n 
so  beschaffen  sind,  dass  ihre  symmetrischen  Fanctionen  sSmmtlich  rationale 
Functionen  jener  Grössen  -4,  JB,  C  n.  s.  w.  sind." 

§  2.  Wenn  nun  hier  versucht  wird  darzulegen,  wie  mittelst  der 
Normalform  des  allgemeinen  Wurzelausdracks  die  Bedingung  der  Auflös- 
barkeit der  Gleichungen  und  ihre  Auflösung  selbst  zu  finden  sei,  so  wird 
der  soeben  angeführten  Forderung  Kronecker 's  Rechnung  getragen,  da 
es  der  allgemeine  Wurzelausdruck  ist,  der,  in  seine  Normalform  gebracht, 
der  Untersuchung  zu  Grunde  gelegt  wird.  Indem  aber  die  Wurzelgrössen 
nicht  als  arithmetische  Grössen,  sondern  als  Functionen  variabler  Argu- 
mente betrachtet  werden,  ergeben  sich  Modificatlonen  in  der  Stellung  und 
Behandlung  des  Problems,  die  nicht  willkürlich  hineingetragen  werden, 
sondern  aus  der  Natur  der  durch  die  Normalform  geschaffenen  Grundlage 


Da  die  Wurzelgi'össe  |/a  als  Function  der  beliebig  variablen  Zahl  a 
aufgefasst  wird,  ist  es  ohne  Bedeutung,  wenn  die  Wurzelgrösse  für  indi- 
viduelle Werthe  von  a  rational  wird.    Das  Wesen  der  Wurzelgrösse  besteht 

*  Abgedruckt  in  Serret*8  Haadbuch  der  Algebra,  deutsch  von  Wertheim, 
Bd.  11  8. 666  flg.  ^  T 
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▼iebnehr  darin,  dass  sie  n  völlig  gleichberechtigte  Functionen  Yon  a 
definirt,  die  in  einheitlicher  Form  dnrch 

^^.P{a)    (X-1,  2...fi), 

2«  2« 

wo  £,  =•  COS h  « .  5tn  — >  dargestellt  werden  können.  In  entsprechender 

w  n 

Weise  ist  es  ohne  Interesse,  ob  der  in  die  Normalform  gebrachte  all- 
gemeine Wurzelansdnick  für  individaelle  Werthensysteme  der  nnabhftngigeD 
Variablen  ganz  oder  theilweise  rational  werden  kann.  Vielmehr  besteht 
das  Wesen  der  Normalform  darin,  dass  sie  eine  Anxahl  Yon  gleich- 
berechtigten Functionen  in  einer  blos  durch  die  Einheitswarzeln  vermittelten 
Vieldeutigkeit  zu  einer  einheitlichen  Daratellung  bringt. 

Es  hat  somit  im  vorliegenden  Falle  keinen  Sinn,  von  einem  RationalitSts- 
bereich  zu  reden,  dem  die  durch  den  Wurzelausdruck  dargestellten  Zahlen- 
werthe  angehören.  Sind  ja  doch  die  Argumente  der  durch  die  Wurzel- 
grossen  definirten  Functionen  selbst  schon  beliebige  rationale  oder  irrationale, 
reelle  oder  complexe  Zahlen.  Der  Begriff  des  Bationalitätsbereichs,  wie 
Krone  cker  ihn  aufstellt,  kann  daher  hier  keine  Verwendung  finden. 

Indem  die  Wurzelgrösse  als  Function  variabler  Argumente  betrachtet 
wird,  ergiebt  sich  ftbr  die  aufzulösende  Gleichung,  dass  auch  ihre  Coefficienten 
als  Functionen  beliebiger  variabler  Zahlen  aufzufassen  sind^  ein  specieller 
Fall  ist  eSy  wenn  die  Coefficienten  selbst  die  unablAngigen  Variablen 
sind.  Es  ist  folglich  ohne  Bedeutung,  welche  Zahlen  werthe  durch  die 
Coefficienten  für  ein  specielles  Werthensj&tem  der  unabhängigen  Variablen 
dargestellt  werden.  Insbesondere  kann  der  Auflösungsprocess  keinen  Vor- 
theil  daraus  ziehen,  wenn  f%ir  solche  individuelle  Werthensysteme  der 
unabhängigen  Veränderlichen  die  Gleichung  zerlegbar  wird. 

Die  Galois'sche  Methode,  die  sich  gerade  auf  eine  derartige  Zerleg- 
barkeit der  Gleichungen  und  auf  die  Herbeiführung  der  Zerlegbarkeit  durch 
A^'ungiren  von  Irrationalitäten  stützt,  kann  darum  im  vorliegenden  Falle 
nicht  befolgt  werden. 

Die  aus  der  Variabilität  der  Coefficienten  resultirende  wesentliche 
Bedeutung  der  Gleichung  liegt  vielmehr  darin ,  dass  ihre  Wurzeln  Functionen 
derselben  Argumente  sind,  von  welchen  die  Coefficienten  der  Gleichung 
abhängen.  Dabei  ist  zu  beachten,  dass  keine  der  Wurzeln  vor  der  anderen 
bevorzugt  ist,  dass  im  Gegen theil  jede  in  gleicher  Weise,  wie  jede  andere, 
durch  die  Gleichung  bestimmt  wird.  Die  Gleichung  fi^®°  Grades  definirt 
somit  fi  Functionen  —  ihre  Wurzeln  —  in  gleichberechtigter  Weise  und 
die  Argumente  dieser  Functionen  sind  die  Variablen,  von  welchen  die 
Coefficienten  der  Gleichung  abhängen,  oder  als  welche  in  spedellen  Fällen 
die  Coefficienten  selbst  zu  gelten  haben. 
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Zerlegbar  wird  eine  Oleichung  bei  dieser  Auf&ssungsweise  nur  dann^ 
wenn  z.  B.  die  CoefficientSn  a,  &,  . .  .  c  der  Gleichung  (n  +  fn)*^^  Grades 

35»+"»  +  afl:«+"»-^  +  6fl?«+'«-2  ^  .  • .  c  —  0 

derart  an  die  Coef&cienten  a|,  b^  . .  .c^  und  a^,  &,  . .  .  o,  der  Gleichungen 
n*^  und  1»*^  Grades 

a;»  +  ai a^^^  +  b^x""-^  +  . . .  q  —  0;   a;»»  +  a^z""-^  +  b^x"" ^  *+ . . .  Cg  =  0 

geknüpft  sind,  dass 

af+"»+  a««+"»-*  + ...  c  -=-(«*  +  Ol«»-!  +  . , .  Ci)(a?*"  +  o^«"*""*  + . . .  c,), 

wo  a,  &y  c;  a^,  ^^^  c^;  Og,  &),  e^  Functionen  der  unabhängigen  Variablen 
sind.  Aber  auch  in  diesem  Falle  bleibt  die  Aufgabe  zu  lösen,  die  (n  +  m) 
Wurzeln  der  Gleichung  («  +  w)**^  Grades  in  einheitlicher  Weise  als 
Functionen  der  unabhängigen  Variablen  darzustellen,  als  welche  sie  durch 
die  Gleichung  definirt  werden. 

FOr  die  durch  die  Coefficienten  der  Gleichungen  dargestellten  Functionen 
gilt  die  eigentlich  selbstverständliche  Bedingung,  dass  sie  in  thatsächlich 
entwickelter  Form  vorliegen  müssen^  wobei  es  an  sich  gleichgiltig  ist^ 
ob  sie  durch  eine  endliche  oder  durch  eine  unendlich  oft  wiederholte 
Anzahl  von  Grundoperationen  aus  den  unabhängigen  Variablen  hergestellt 
werden. 

Man  wird  daher  zu  folgender  Fassung  des  Auflösungsproblems  der 
Gleichungen  gef&hrt: 

Durch  eine  Gleichung  w**°  Grades 

1)  a^+  aoi^-^  +  bs^-^  +  . . .  c  —  0, 

wo  a,  hj...c  entweder  Functionen  von  beliebig  variablen  all- 
gemeinen Zahlen  oder  selbst  unabhängige  Variable  sein  sollen, 
werden  n  Functionen  —  die  Wurzeln  der  Gleichung  —  in  gleich- 
berechtigter Weise  definirt. 

Es  ist  zu  untersuchen,  ob  und  in  wie  weit  diese  Wurzeln 
durch  das  Functionensvstem  der  Normalform 


2)  T^....^,'2!^nr--^ni'*.aa:.. 


dargestellt  werden  können^  wo  «n,?  £»,... (n  wesentliche  Einheits- 
wurzeln und  die  acr,...aj,  nach  unwesentlichen  Einheitswurzeln 
entwickelt  zu  denken  sind,  und  wo  die  aa^...a  Potenzreihen 
darstellen,  die,  abgesehen  von  den  bei  ihrer  Herstellung  auf- 
tretenden Hilfsgrössen,  von  den  nämlichen  Argumenten  ab- 
hängen, wie  die  Coefficienten  der  aufzulösenden  Gleichung.  .  . 
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§  3.  Bei  der  Lösung  dieses  Problems  ist  die  Frage  nach  den 
Auflösbarkeitsbedingungen  von  der  Frage  nach  der  thatsachlicben  Auf- 
lösung der  Gleichung  1)  zu  unterscheiden. 

Beide  Fragen  finden  ihre  Beantwortung  nicht  dadurch,  dass  aus  der 
Gleichung  1)  die  ihre  Auflösung  darstellende  Normalform  2)  herzustellen 
unternommen  wird  —  denn  dies  könnte  blos  durch  unsicher  tastendes 
Probiren  geschehen  — ,  sondern  vielmehr  dadurch,  dass  aus  der  Normal- 
form 2)  die  Gleichung  1)  gewonnen  wird,  deren  Auflösung  alsdann  dnrch 
die  vorgelegte  Normalform  gegeben  wird. 

Ist  somit  eine  Normalform  aus  einem  thatsächlich  gegebenen  Wurzel- 
ausdrucke gewonnen,  deren  wesentliche  und  unwesentliche  Einheitswurzeln 
bekannt  sind,  so  muss  die  Begleiterin  der  Normalform  construirt  und  die 
Coefßcienten  derselben  müssen  als  Functionen  der  unabhängigen  Variablen 
des  Wurzelausdrucks  dargestellt  werden.  Die  so  vollständig  entwickelte 
Begleiterin  stellt  alsdann  die  durch  den  allgemeinen  Wurzelausdruck  auf- 
lösbare Gleichung  dar.  Ist  die  Normalform  die  denkbar  allgemeinste,  so 
resultirt   auf  diesem  Wege   die  auflösbare  Gleichung   allgemeinster  Form. 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  der  Grad  n  der  aufzulösenden  Gleichung 
blos  von  den  wesentlichen  Einheitswurzeln  der  Normalform  abhängt,  da 
der  Grad  der  Begleiterin  gleich  dem  Grade  der  aufgelöteten  Gleichung  ist 
und  also 

3)  W    -»    «i     .    tlj     .    .    .    «y 

sein  muss;  es  folgt  femer,  dass  die  Normalform  der  auflösbaren  Gleichung 
w**°  Grades  allgemeinster  Form  blos  wesentliche  Einheitswurzeln  vom 
Primzahl  grade  enthalten  darf. 

Es  ist  daher  die  Normalform,  die  als  Auflösung  einer  Gleichung 
n^^  Grades  vorausgesetzt  werden  muss,  wenigstens  insofern  bestimmbar, 
als  ihre  wesentlichen  Einheitswurzeln  bekannt  sind.  Dadurch  ist  zwar 
für  die  Auflösung  blos  ein  erster  Scbritt  gethan,  auch  die  Auflösbarkeits- 
bedingungen sind  noch  nicht  vollständig  angebbar,  es  lassen  sich  aber 
auf  Grund  der  wesentlichen  Einheitswurzeln  nothwendige  Bedingungen 
bestimmen. 

Man  erhält  sie  dadurch^  dass  die  a^,  ...o^  der  Coefficienten  der 
Begleiterin  durch  ihre  ausdrücke  in  den  a:^,.../iy  nach  l.  7)  ersetzt  und 
die  so  gewonnenen  Functionen  der  2*^,...|iy  den  entsprechenden  sym- 
metrischen Functionen  der  x^, ...^^,  welche  aus  den  Coefßcienten  der  auf- 
zulösenden Gleichungen  sich  ergeben,  gleichgesetzt  werden.  Es  werden  so 
thatsäcbliche  Bedingungsgleichungen  für  die  Wurzeln  der  durch  die  Normal- 
form auflösbaren  Gleichung  gefunden  und  die  Bedingungen  selbst  lassen 
sich  in  allgemeiner  Fassung  dahin  bestimmen,  dass  Functionen  dieser 
Wurzeln,  die  ihre  Form  nur  für  eine  gewisse  Gruppe  von  Substitutionen 
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nicht  ttnderii)  für  alle  übrigen  Sabstitutionen  aber  im  Allgemeinen  ändern, 
ihren  Werth  für  jede  beliebige  Substitution,  denen  die  Wurzeln  unter- 
worfen werden  können,  unverändert  lassen.  Die  Gruppe  der  Substitutionen 
aber,  welche  die  Form  jener  Functionen  nicht  ändern ,  ist  die  in  1. 11) 
angegebene. 

Die  Weiterführung  des  begonnenen  Aaflösungsprocesses  und  die  Hin- 
zufügung der  etwa  noch  vorhandenen  einschränkenden  Auflösbarkeits- 
bedingungen, welche  die  soeben  charakterisirten  nothwendigen  Bedingungen 
zu  hinreichenden  machen,  beruht  auf  der  Bestimmung  der  unwesentlichen 
£inlieit«wnrzeln  der  Normalform,  das  heisst  auf  der  Ergründnng  der 
Normalformen,  durch  welche  die  Grössen  a«,  ...a,  darzustellen  sind. 

Hierzu  dient  die  Bedingung,  dass  die  Functionen  der  aai...a,)  welche 
als  Coefßcienten  der  Begleiterin  auftreten,  den  zugehörigen  Coefficienten 
der  aufzulösenden  Gleichung,  das  heisst  den  durch  diese  Coefficienten  dar- 
gestellten Functionen  der  unabhängigen  Variablen  gleich  zu  setzen  sind 
und  somit  eindeutig  sein  müssen.  Es  folgt  daraus,  dass  alle  diejenigen 
Grössen  aai.,.at,  welche  in  Folge  der  erlaubten  Substitutionen  ihre  Stellen 
wechseln  können,  durch  eine  und  dieselbe  Normalform  darzustellen  sind; 
ganz  allgemein  aber  folgt,  dass  für  jede  der  Grössen  aa,..,ap  ^^^  Gleichung 
gewonnen  werden  kann,  die  nun  ihrerseits  durch  eine  Normalform  auf- 
zulösen ist,  deren  wesentliche  Einheits wurzeln  in  Einklang  mit  den  von 
den  aa|...ay  zu  erfüllenden  Bedingungen  zu  bringen  sind.  Diese  für  die 
Darstellung  der  aai...a^  wesentlichen  Einheits  wurzeln  sind  für  die 
ursprüngliche  Normalform  unwesentliche  Einheitswurzeln.  In  Folge  der 
Darstellung  der  aa^...a^  durch  geeignete  Normalfoimen  erwachsen  aber 
jenen  Grössen  im  Allgemeinen  neue  Bedingungen,  die  sich  auf  die  Wurzeln 
der  aufzulösenden  Gleichung  übertragen.  Die  vollständige  Entwickelung 
der  Normalform  für  die  a«,  ...«^  führt  schliesslich  zur  vollständigen 
Eenntniss  der  anfönglich  dem  Auflösungsprocess  zu  Gnmde  gelegten 
Normalform,  aus  der  die  fertige  Form  der  auflösbaren  Gleichung 
gewonnen  werden  kann,  während  gleichzeitig  die  unbehinderte  Angabe 
der  nothwendigen  und  hinreichenden  Auflösbarkeitsbedingungen  sich 
ermöglicht. 

§  4.  Der  soeben  in  seinen  wesentlichen  Momenten  dargelegte  Auf- 
lösungsprocess soll  durch  die  Auflösung  der  Gleichungen  dritten  und 
vierten  Grades  erläutert  werden. 

Um  die  Gleichung  dritten  Grades 

4)  {x  +  ay-b(x  +  a)  +  C'^0 

au&ulösen,   muss   eine  Normalform    mit    der   wesentlichen   Einheitswurzel 
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6) 


Ee  sei  demgemftss 

6)  ir^-ao  +  «^-«i  +  ^*'*-Ö8     (f*-l,  2,  3), 

wo  O}  und  Og  nach  den  vorlSLufig  noch  unbekannten  unwesentlichen  Ein- 
heit«wurseln  entwickelt  zu  denken  sind.    Daraus  erh&lt  man  die  Begleiterin: 

die  gleich  Null  gesetzt  die  Wuraebi  —  X|,  —  Xj,  —  x^  hat  Soll  die 
Gleichung  1)  dieselben  Wurzeln  haben,  so  muss  sein: 

7)  Oo  — ö;     Said,- 6;    o?  +  a|  -  c 

Somit  müssen  a^  und  o,  und  ebenso  a}  und  ai  durch  eine  und  die- 
selbe Normalform  mit  der  wesentlichen  Einheitswurzel  zweiten  Grades 
f  »  —  1  darstellbar  sein;  dieses  e  ist  dann  die  einzige  unwesentliche  Ein- 
heitswnrtel  der  Normalform  5).     Es  ist  daher 

i«!  —  «10  +  caii ;    Gj  —  «10  +  c'aii, 
also  auch 
«1  —  010+ «Ol,;    «i  — «io  +  «*«ii 

tu  setzen«    Substituirt  man  diese  Darstellungen  in  7),  so  folgt 
9)  2oio  —  <*;    «it-  «11  —  2^ 

und  es  zeigt  sich,  dass  als  unabhingige  Yariable  der  Normalform  5)  die 
Coefficienten  «,  6,  e  der  Gleichung  9)  selbst  gewählt  werden  kOnnen.  Die 
vorausgesetzte  Normalfbrm  muss  dann  folgende  Gestalt  haben: 


,.-.+.];^j±i/?::;+..|/|^v^i-f, 


(--1.2.3), 

wi>    die    Wurx^lgri^ssen    die    syrnK^Usohen    Zusammenfzasongon    der    die 
NormaltVnn    cv^nstituir^nden   Potenzreihen   sind.     Aus   ihr  folgt  als  völlig 
entvrlok^Ite  B^Wit^rin  die  voa  der  Null  getrennte  Gleichung  4\ 
Die  Gleichung  vierten  Grades 

W  \,s  -f  a^*  -  f  X  +  a'-*  4-  iTvJf  +  «'•  -  rf  -  0 

eiuss$  d'juxh  eine  Ncrmalforai 

l-^      --.,  *,  "-  *A>  ^  f*  -»i;  ^  \*'Ki  ^  *'  V**»u     ^.-h  -  !•  2:  ^  «  1,  2) 

aei;    d«a    w^stAiIivhea    £.zbdtswur:ela    t    uiäd    %    voa    zweiten    Grade 
^(  —  ^  «»  —  P  au%^ICf<$t  ver^ieft.    Als  Begleiterin  er^ili  man: 
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^+«00  «10 


^01  "11 


+8aioaoia,i(a;+aoo)- ato-floi 
+  2(a!oaJi  +  aloali  +  aJiafi). 


.ox  «10         «  +  «00  «11  ^01       ;  ,    Q  A     .  \         4  4  4 

I       «Ol  «11         «  +  «00  «10 

i      «11  «Ol  «10         «+«00  j 

Soll  nun  die  Gleichung  1 1)  in  gleicherweise  wie  die  der  Null  gleichgesetzte 
Begleiterin  die  Wurzeln  — ■  x^q^  —  «127  ""  «21»  "~  «22  luvten,  so  muss  sein: 
(«00  — a;     2(a!o  + er8i  +  a!i)-&;     8«io«oi«ii  -  <^5 

^         \aU  +  flrJi  +  all  —  2(a?oaoi  +  öioöii  +  aliafi)  —  d. 

Daraus  ergieht  sich,  dass  afo,  aoi,  afi  die  Wurzeln  der  Gleichung 
dritten  Grades  _  1«        •,  « 

sein  müssen.  Die  a^Q,  üq^^  ^n  werden  somit  die  Einheitswurzeln  dritten  und 
zweiten  Grades  aufweisen,  die  f(lr  die  Normalform  12)  die  unwesentlichen  Ein- 
heitswurzeln  darstellen.  Es  können  wiederum  die  Coefficienten  a,  h,  c,  d  als 
onahh&Dgige  Variable  der  Normalform  12)  angenommen  werden^  die  nach  Auf- 
lösung der  Gleichung  15)  in  völlig  entwickelter  Form  angegeben  werden  kann. 

Da  die  Normalformen,  welche  die  Gleichungen  dritten  und  vierten 
Grades  auflösen,  die  CoefGlcienten  dieser  Gleichungen  als  unabhängige 
Variable  besitzen  können,  so  folgt  schon  daraus  die  bedingungslose  Auf- 
lösbarkeit dieser  Gleichungen,  üeberdies  wird  das  Substituiren  der  Aus- 
drücke der  a^f  a^  resp.  a^^j  a^^,  a^i  durch  die  x^,  x^^  x^  resp.  x^^^  x^^, 
2-,j,  x„  für  die  Coefficienten  der  Begleiterinnen  6)  und  13)  symmetrische 
Verbindungen  der  Wurzeln  ergeben,  die  nach  Gleichsetzen  mit  den  ent- 
sprechenden symmetrischen  Verbindungen  der  Wurzeln  fQr  die  Coefßcienten 
der  Gleichungen  4)  und  11)  blose  Identitäten  ergeben.  Es  wird  sich  somit 
aus  dem  Fehlen  jeglicher  Bedingung  die  Auflösbarkeit  der  allgemeinen 
Gleichung  ergeben. 

Nach  dieser  Erläuterung  des  Auflösungsprocesses  der  Gleichungen 
durch  die  Normalform  des  allgemeinen  Wurzelausdrncks  bemerke  ich  noch, 
dass  sich  die  hier  benutzte  Methode  dem  Grundgedanken  nach  mit  einer 
schon  von  Euler*  benutzten  berührt,  nach  welcher  der  Auflösung  der 
Gleichungen  eine  mögliche  Darstellung  ihrer  Wurzeln  zu  Grunde  gelegt 
wird,  um  nachträglich  die  vorausgesetzte  Wurzeldarstellung  in  ihrer  Ab- 
hängigkeit von  den  Coefficienten  der  aufzulösenden  Gleichung  zu  bestimmen. 
Es  fehlt  nur  bei  Euler  die  Eenntniss  von  der  Natur  des  allgemeinen 
Wurzelausdrucks;   diesen  letzteren   entwickelt  Abel    systematisch;  er  be- 

^Leonh.  Euleri  de  formis  radicum  aequationum  cnicusque  ordinis  con- 
jeciatio;  Comment.  acad.  scientiaruin  petropolitanae  T.  VI  pag.  216.  ^  j 
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trachtet  aber  das  Wurzelzeichen  als  Operationszeichen;  die  Agfiassnng 
der  Wnrzelgr5sse  als  Function  ftlhrte  zu  der  im  Vorbeigehenden  ent- 
wickelten Normalform  und  so  zu  der  soeben  beleuchteten  Aufl5sungsmetiiode 
der  Gleichungen. 

§  5.  In  gleicher  Weise,  wie  für  die  Gleichungen  dritten  und  yicrten 
Grades  eine  Normalform  mit  bestimmten  wesentlichen  Einheitswuizeln 
vorausgesetzt  wurde,  um  durch  Gleichsetzen  der  Goefficienten  ihrer  Be- 
gleiterin mit  den  Coefücienten  der  aufznlGseDden  Gleichung  die  Kenntniss 
der  unwesentlichen  Einheitswurzeln  zu  gewinnen  und  so  zur  yoUstftndigen 
Bestimmung  der  Normalform  zu  gelangen,  kann  auch  ftlr  die  Gleichungen 
fünften,  sechsten  Grades  u.  s.  w.  die  Normalform  gefunden,  die  Bedingung 
der  Auflösbarkeit  angegeben  und  die  Form  der  auflösbaren  Gleichungen 
entwickelt  werden. 

Dabei  ist  zu  beachten,  dass  f&r  jede  Normalform,  deren  wesentliche 
Einheitswurzeln  beliebig  bestimmt  worden,  die  zagehörige  auflösbare 
Gleichung  gebildet  und  die  Bedingung  ihrer  Auflösbarkeit  angegeben 
werden  kann;  denn  die  wesentlichen  Einheits wurzeln  mfissen  nicht  nothwendig 
Primzahlen  sein.  Das  zu  einer  solchen  vollständigen  Behandlung  des  Aof- 
lösungsproblems  nothwendige  Material  liegt  in  den  Entwicklungen  des  zweiten 
und  dritten  Capitels  der  Untersuchungen  über  die  „  Normalform  ^'  bereit. 
*  Indessen  begnüge  ich  mich  vorerst  damit,  auf  dieses  allgemeine  Problem 
hinzuweisen,  und  gebe  blos  diejenigen  Ausführungen  des  Anflösungs- 
processes,  die  ohne  Weiteres  bei  Zugrundelegen  der  allgemeinsten,  mit 
wesentlichen  Einheitswurzeln  vom  Primiahlgrade  ausgestatteten  Normalform 
gemacht  werden  können. 

Die  zur  Auflösung  der  Gleichung  n^^  Grades 

16)       (x  +  a)--  6(x  +  ay-^+c{x  +  a)— '-  . . .  ±  d  -  0 
(wo  fi  —  p*.  $'*...)» 
demgemSss  vorauszusetzende  Normalform  enthält  die  Functionen: 


it  ^u  a   . . .  «9  PI . . .  p^ 


WO  |>  —  Pi  —  •    -  "- 1>>;  (?  —  ffi  —  •  •  •  ^/i; .  . .  «nd  !>,<?...  Primzahlen  sind. 
Die  Coefficienten  ihrer  Begleiterin  sind  Functionen  der  a«,,  ^,...,  welebe 
den  Entwicklungen  des  ersten  Capitels  zufolge  die 

Substitutionen 

18)      (ofi,    ^i, ...;     lucfi  +  .  . .  1,1«,,    tuft  +  . .  .  V2A*, .  .  .) 

gestatten.     Durch   Gleichsetzen  dieser  Coefficienten  mit  den    Coeffieienten 
der  Gleichung  16),  welche  als  bestimmte,  aber  vorl&ufig  noch  unbekannte 
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Fanciionen  nnabhfingiger  Variablen  vorausgeeetst  werden,  kann  man  direct 
die  Darstellung  der  aa^.,.ayß,...ßß*"  tind  damit  die  vollständige  Eenntniss 
von  der  Normalform  17)  gewinnen. 

Vereinfacht  wird  diese  Aufgabe^  wenn  nicht  alle  Einheits wurzeln  aus 
der  Normalform  eliminirt  werden,  um  so  direct  die  Begleiterin  yom 
Grade  n  zu  construiren,  sondern  wenn  beispielsweise  zxmttchst  nur  die 
Einheitswurzeln  vom  Grade  jp  von  der  Elimination  getroffen  werden.  Ist 
m  —  j7*,  so  erhält  man  auf  diese  Weise  nim  Begleiterinnen  vom  Grade  m^ 
deren  Coefficienten  die  Functionen  von  Normalformen  mit  den  Einheits- 
wurzeln  e^, . . .  e^  ...  darstellen.  Dieser  Form  der  Begleiterin  entspricht 
die  Zerlegung  der  Gleichung  rf^  Grades  in  njm  Gleichungen  wf^  Grades, 
deren  Coefficienten  durch  di^  Wurzeln  einer  Gleichung  n/nif^  Grades  be- 
stimmbar sind.  In  dieser  Bemerkung  erhellt  der  bereits  von  Abel*  gefundene 
Satz,  dass  eine  Gleichung ,  deren  Grad  durch  zwei  Primzahlen  tbeilbar  ist, 
in  m  Oleicbungen  i^^  Grades  zerfällt  werden  kann,  deren  Coefficienten 
durch  Auflösen  einer  Gleichung  m^^  Grades  gefunden  werden. 

Werden  die  Normalformen,  welche  die  Coefficienten  der  Begleiterin 
^vten  Qrades  darstellen,  und  welche  alle  dieselben  Einheitswurzeln  ent- 
halten,  ihrerseits .  wieder  behandelt  wie  die  ursprüngliche  Normalform,  so 
zeigt  sich,  dass  die  Auflösung  einer  Gleichung  vom  Grade 
p* ,  gf*.  , .  zurückgeführt  werden  kann  auf  die  Auflösung  von 
Gleichungen  vom  Grade  j?",  ft'*, . . . 

Es  sei  demgemäss  der  Grad  der  aufzulösenden  Gleichung  n —>2'^. 
An  Stelle  der  Normalform  17)  tritt  nun  die  einfachere: 


19) 


y/i|.../Mv  — XiC"'-  '  •  ^v    *'.  öa,...a,, 


WO  p  —  i?i  — . . .  JP». 

Die  Coefficienten  ihrer  Begleiterin: 


20) 


X  +  ao...o 


Op,-   a,...py  — a,,  . 


^ai . . .  tty. 


«  +  flfO  . . .  0 


»i)»-l...Py-l 


Opj  — a,  — l...p^  — flf,-l 


X  +  «D...0 


«1 ...  1  •  .  •  «a,  +  1 . . .  o»  +  1 .  . 

gestatten  die  (p{p^  v)  Substitutionen: 

21)  (flf*;    tuofi  +  ...  i,jta»),    Ä  -  1,  2  .  .  .  v. 


*  Abel,  Oeuvres  complMes  Bd.  II.  S.  101. 

Z«itMhrift  1  Mftthemfttik  a.  Physik.  89.  Jahrg.  1894.  S.  Heft. 
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Ihnen  zufolge  kann  jedes  00,...^,  an  Stelle  jedes  anderen  treten, 
mit  Ausnahme  von  ao...o«  Denn  es  tritt  beispielsweise  an  Stelle  von 
fli«...«  die  Grösse  «f„Hj...i,i,  durch  welche  jede  der  (p*—  1)  Grössen 
<>ai...a,  (excL  aoo...o)  dargeetellt  werden  kann,  da  die  Wertbe  hi^i---^i 
unbeschadet  der  von  dem  Systeme  der  in  zu  erföllenden  Bedingung 
jedes  der  {p^—i)  Werthensjsteme  Oj,  a^...ap  (mit  Ansschloss  des  aus 
V  Nullen  bestehenden  Systems)  bedeuten  können,  die  aus  den  Zahlen 
a*  —  0,  1 , . . ,  (p  —  1)  hergestellt  werden  können. 

Setzt  man  nun  die  Coefficienten  dieser  Begleiterin  gleich  den  Coe£6r 
cienten  der  aofznlösenden  Gleichung,  die  durch  Torl&ufig  noch  unbekannte, 
aber  bestimmte  und  eindeutige  Functionen  daigestellt  werden,  so  folgt 
der  Satss: 

Die  p*—l  Grössen  aai,.,a^  (excL  ao...o)  müssen  durch  eine 
und  dieselbe  Normalform  dargestellt  werden  und  zwar  der  Art, 
dass  Verbindungen  der  0^....«^,  welche  die  Substitutionen  21) 
gestatten,  eindeutige,  bestimmte  Functionen  sind. 

Daraus  folgt  zwar,  dass  die  0«,...^,  durch  eine  (p*'-- l)-dentige 
Normalform  dargestellt  werden  müssen.  Es  ist  aber  nicht  von  Yomherein 
bekannt,  wie  die  wesentlichen  Einheitswurzeln  dieser  Normalfonn  anzu- 
nehmen sind,  da  schon  die  soeben  angegebene  Bedingung  tOr  die  a«, ...«, 
besteht  So  oft  n&mlich  {p*  —  1)  nicht  ein  Product  TOn  lauter  yerschie- 
denen  Primsahlen  darstellt,  müssen  die  wesentlichen  Einheitswurzeln  der 
neuen  Normalform  nicht  nothwendig  Primzahlgrad  besitzen.  Es  ist  alsdann 
Sache  besonderer  Untersuchung,  die  geeignete  Darstellungsform  der  aa^,,,a^ 
aufzusuchen,  so  dass  die  bereits  angegebene  Bedingung  von  den  a«^.  .«^ 
erfüllt  wird  und  es  ist  zu  erwarten,  dass  ausser  dieser  Bedingung  noch 
andere  aus  der  Darstellung  der  Qa^.^.a^  durch  die  neue  Normalform  sich 
ergeben  werden. 

Für  den  Fall,  dass  n  —  p  (dass  also  v  —  1),  Iftsst  sich  indessen  die 
Darstellung  der  (p  —  1)  Grösse  Oa  ohne  Weiteres  gewinnen.  Die  Coefficienten 
der  Begleiterin  sind  nunmehr  Functionen  der  a«,  welche  die  (p  —  1)  Sub- 
stitutionen 

22)  («;  •«);    i-1,    2...P-1 

gestatten.  Die  Relationen  zwischen  den  Coefficienten  der  Begleiterin  und  der 
aufzulösenden  Gleichung  führen  femer  zur  Erkenntniss,  dass  die  j/**^  Potenzen 
der  a«  Wurzeln  einer  Gleichung  {p  —  l)^**"  Grades  sein  müssen  und  zwar 
der  Art,  dass  Verbindungen  der  a«,  welche  die  Substitutionen  22) 
gestatten,  eindeutig  sein  müssen.  Diese  Substitutionen  können  nun 
aber  als  cyklische  Substitutionen  aufgefasst  werden,  wenn  man  eine 
Zahl  c  bestimmt,  ftlr  welche  erst  die  (p  —  1)**  Potenz:  c'~*  -£  l(fiiodii), 
alsdann  azic^';   i~&(9nodp)  setzt  und   schliesslich   die  Grössen  a«  in 
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die  Beihe:  aoKV, .  . .  acP-i  ordnet.  Dann  werden  die  Sabstitationen  22) 
zu  den  cyklischen  Substitutionen: 

22a)  («';  a'  +  O  i' « 1,  2...jp-l. 

Die    Grössen    a^   müssen    somit    die   Wurzeln    einer    solchen 

a 

Gleichung  (p  —  1)*®°  Giades  sein,  dass  cyklische  Verbindungen 
ihrer  in  passende  Reihenfolge  gebrachten  Wurzeln  bestimmte, 
eindeutige  Functionen  darstellen. 

Aus  der  im  I.  Capitel  angegebenen  Eigenschaft  einer  blos  mit 
wesentlichen  Einheitswarzeln  ausgestatteten  Normalform  folgt.nun  unmittel- 
bar, dass  die  Normalform  der  p  —  1  Grössen  o£  blos  eine  wesentliche 
Einheitswurzel  vom  (jp  -- 1)*®^  Grade  aufweisen  darf. 

Es  sei  dementsprechend: 

23)  og. -  S^  - &„  +  ^_^b,  +  Blt.h,  +  ... B^zl^". 6,-,. 

Daraus  folgt: 

24)    [iP-i)hy-'-{B-ij,+B-±\^+...B-jp:,'%_,]p-\ 

Da  aber  cyklische  Yerbindungen  der  £  eindeutige  Fanctionen  sein 
mässen,  so  ergiebt  sieb,  wenn  solche  Functionen  durch  r,,  r,  . . .  rp_j 
bezeichnet  werden,  dnrch  Entwicklung  von  24): 


25) 


H-'  -  »-0  +  4-i*-i  +  '"i»-!  +  •  •  •  'p-i-'^P-t' 


2  =  0  ^ 


-2)2 


»•«-s. 


Durch  Einsetzen  dieser  Darstellungen  in  die  als  Lösung  der  Gleichung 
p*^  Grades  vorauszusetzende  Normalform 

26)  ^^ -  ao  +  £^ai  +  . . .  4'-^>''  a^_, 

erhüt  man  die  letztere  in  ihrer  fertigen  Form;  die  auftretenden  Wurzel- 
grossen  sind  hier  a]8  symbolische  Bezeichnungen  von  eindeutig  be- 
stimmten Functionen  zu  betrachten,  welche  f&r  einen  geeigneten  Con- 
vergenzbereich  der  unabhängigen  Variablen  in  Beihenform  dargestellt  werden 
können. 

Die  Begleiterin  dieser  vollständig  hergestellten  jpdeutigen  Normal- 
form stellt  die  auflösbare  Gleichung  p^^  Grades  dar.  Werden  Tq,  r^ . . .  rp_ j 
als  unabhängige  Variable  angenommen^  so  werden  die  Coefficienten  der 
Gleichung  nicht  als  rationale  Functionen  sich  ergeben.  Soll  dies  der  Fall 
sein,  80  müssen  an  Stelle  der  »'q,  r ^  .  . .  rp^%  geeignete  Ausdrücke  in 
anderen  unabhftngigen  Variablen  treten. 
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Die  AuflösuDg  der  Oleichnngen  mittelst  der  Normalform. 


Insbesondere  folgt  für  die  Gleichung  fünften  Grades 
27)       {x  +  a)^  -  6(a;  +  af  +  c{x  +  af  -  d{x  +  a)  +  e^O 
die  Normalform: 

[Xf,  -  ao  +  if^ot  +  f^^Oä  +  6*^03  +  5*^a,;     (fi  -  1,  2,  3,  4,  5); 
28) 


2n;   .    .  .    27i; 
0  o 


wo 


29) 


>0 
2  =  3 


*4    ^S) 


2  =  0  '^ 

2  =  8  y 

2  =  0  ^ 

Die  Grössen  ai,  a2,  aa,  a«  sind  hier  in  die  Beihe  ai,  a2,  ^s«,  a«! 
geordnet  worden. 

Ans  der  Gleichsetzang  der  Begleiterin  mit  der  Gleichnng  folgt: 

30)      5(ai»as,  +  aga/  +  a^  V  +  a^^a^  -  a^^a^'  -  Oj^öj*  +  «lajöa^i)  —  ^'i 

Daraus  erhält  man  die  allgemeinste  Form  der  auflösbaren  Gleichung 
fünften  Grades,  wenn  die  entwickelten  Ausdrücke  29)  für  die  a^,  ct^ 
a^j  a,  eingesetzt  werden.  Will  man  für  die  CoefQcienten  der  auflösbaren 
Gleichung  rationale  Ausdrücke  erhalten  ^  so  müssen  für  die  r^,  r^,  r,,  r, 
geeignete  Fanctionsformen  substituirt  werden.  Die  alsdann  resultirende 
Gleichung  stellt  thatsächlich  die  auflösbare  Gleichung  dar,  wenn  yon 
vornherein  bestimmt  wird,  dass  ihre  Coefficienten  rationale  Functionen 
unabhängiger  Variablen  sein  sollen. 

Um  nun  zum  Schlüsse  noch  die  Autlösbarkeitsbedingungen  für  die 
Gleichungen  p^^^  und  p^^  Grades,  ähnlich  wie  die  Auflösung  selbst,  inso- 
weit anzugeben,  als  sie  ohne  Weiteres  bestimmbar  sind,  stelle  man  die 
Coefficienten  der  Begleiterin  20)  als  Functionen  der  a;^,...^,  ^^^  luid  setze 
sie  den  entsprechenden  symmetrischen  Functionen  der  ar^^...^,  gleich,  als 
welche  die  Coefficienten  der  aufzulösenden  Gleichung  sich  darbieten. 
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Den  Eigenschaften  der  Begleiterin  zafolge  gestatten  ihre  mittelst 
der  Belation 

31)  pr  «„....„, -2'*^"""  •  •  •  C"'-  ^''.•••''. 

als  Functionen  der  Xiu,...fi^  dargestellten  Coefficienten  die  p^»q>{p^v)  Sub- 
stitutionen 

32)  ((if^  iikfi^  +  iikfi2  +  . . .  i^ifty  +  Ay), 

die  eich  für  v  -=  1  auf  die  jp  (p  —  1)  Substitutionen 

32a)  (^;  if,  +  X) 

reduciren. 

Da  diese  Functionen  nur  für  j?^»  2,  3  oder  4  symmetrisch  sind,  so 
ergeben  sich  in  jedem  anderen  Falle  Bedingungsgleichungen  zwischen  den 
^A«i ••/*►>  ^®  nothw endig  erfüllt  sein  müssen,  wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung 
durch  die  Kormalform  darstellbar  sein  sollen. 

Daraus  folgt  die  Unmöglichkeit,  die  allgemeine  Gleichung  vom  Grade 
p*>  4  durch  Wurzelfunctionen  darzustellen.  Diese  Unmöglichkeit  kann 
aber  schon  daraus  gefolgert  werden,  dass  bereits  solche  Functionen  der 
öa,...tf^,  welche  nur  die  (p{py  v)  Substitutionen  21)  gestatten  und  nicht 
erst  Bjnunetrische  Functionen  der  aa^,,,a^  eindeutig  bestimmt  sein  müssen, 
üeberdies  ergiebt  sie  sich  auch  daraus,  dass  in  die  Noimalform  der 
Gleichungen  vom  höheren  Grade  als  den  vierten  nicht  mehr  die 
Coefficienten  der  Gleichung  als  unabhängige  Variable  emgeführt  werden 
können. 

Die  erwähnten  Bedingungsgleichungen  müssen  nothwendig  erfüllt 
sein.  Die  dadurch  erfüllten  Bedingungen  sind  aber  nur  für  die  Gleich- 
ungen Yom  Grade  p\  (v»l)  hinreichend,  um  die  Auflösung  der  Gleichung 
zu  ermöglichen.  Darum  war  auch  nur  für  diesen  Fall  die  vollständige 
Ausführung  des  Aulfösungsprocesses  ohne  Weiteres  möglich.  Die  Grössen 
Qa  konnten  nämlich,  nachdem  die  Substitutionengruppe  22)  als  die  cjk- 
lische  Gruppe  22a)  erkannt  war,  direct  durch  eine  Normalform  dar- 
gestellt werden,  ohne  dass  die  Erfüllung  einer  weiteren  Bedingung  nöthig 
wurde. 

Für  die  Gleichungen  vom  Grade  p^\  (v>  1)  müssen  dagegen  im  All- 
gemeinen noch  andere  Bedingungen  neben  den  aus  den  genannten  Be- 
dingungsgleichungen folgenden  erfüllt  werden. 

Ist  z.  B.  i?"  —  2*  und  i?*'  —  1  —  g,  wo  q  eine  Primzahl  bedeutet,  so 
gelten  für  die  q  Grössen  aa^...a9  ^xisserdem  noch  die  Bedingungen,  die  aus 
ihrer  Darstellung  durch  eine  Normalform  mit  der  wesentlichen  Einheits- 
wurzel Sg  sich  ergeben.    Diese  Bedingungen  bestehen  darin,  dass  Functionen 
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der  in  passende  Reihenfolge  gebrachten  q  Grössen  »^,...0,1  die  in  der 
neuen  Aufeinanderfolge  darch  a^(|9»ly  2  ...9)  bezeichnet  werden  mögen, 
eindeutig  sein  müssen,  falls  sie  die  q{q^l)  Substitutionen 

(/5;  f|5  +  i);  t-1,  2...g-l;  i-1,  2...g 
gestatten. 

Alsdann  sind  die  aus  der  Darstellung  der  aa,...cr,  durch  eine  Normal- 
form  sich  ergebenden  Bedingungen  auf  solche  für  die  ^^,.../(,  zu  reduciren 
lind  den  bereits  bekannten,  nothwendigen  Bedingungen  hinzuzufügen,  um 
zu  den  für  die  Auflösung  der  Gleichungen  hinreichenden  zu  gelangen. 


Die  vorstehenden  Darlegungen  genügen  wohl,  um  die  Brauchbarkeit 
der  auf  die  functionentheoretische  Normalform  des  allgemeinen  Wurzel- 
ausdrucks gegründeten  Methode  zur  Auflösung  der  Gleichungen  nach- 
zuweisen. Dies  war  das  zunächst  von  mir  verfolgte  Ziel.  Es  sind  so  die 
Grundlagen  zu  einer  Theorie  der  Auflösung  der  Gleichungen  durch  Wurzel- 
grOssen  vorbereitet,  zu  deren  vollstundigen  Durchführung  allerdings  noch 
weitergehende  Untersuchungen  nöthig  sind.  Als  ein  Ergebniss  der  bis- 
herigen Untersuchungen  darf  indessen  die  Einsicht  bezeichnet  werden,  dass 
die  Normalform  des  allgemeinen  Wurzelausdrncks  ein  geeignetes  Instrument 
darstellt,  um  die  Auflösbarkeitsbedingungen  der  Gleichungen  und  ihre 
Auflösung  selbst,  insoweit  hierfür  Wurzelgrössen  in  Betracht  gezogen 
werden,  im  Zusammenhange  zu  entwickeln.  Dabei  sollten  die  einzelnen 
Durchführungen  nur  als  einfache  Beispiele  zur  Illustrirung  der  Methode 
dienen.  Diese  Methode  erhielt  aber  ihr  charakteristisches  (JeprSge  von 
vornherein  dadurch,  'dass  die  Wurzelgrössen  als  Functionen  und  nicht 
als  symbolische  Bezeichnungen  für  eine  besondere  Art  von  Operationen 
aufgeAkSst  wurden,  wozu  man  auf  Grund  principieller  Erw&gungen  über 
die  Natur  der  Zahlen  geführt  wird. 
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Aequivalenz  der  Linientheilsysteme. 

Dargestellt  mittelst  des  geometrischen  Kalküls. 

Von 
Ferdinand  Kkaft, 

PriTatdocent  an  der  UniTeraitftt  Zttrioh. 


Hierzu  Tafel  III,  Fig.  1-9. 

Einleitung. 

Die  Aequivalenz  der  Linientheilsysteme  und  deren  Eigenschaften  sind 
fttr  die  theoretische  Mechanik  von  fundamentaler  Bedeutung ,  worauf  bereits 
Grass  mann  in  seiner  Ausdehnungslehre  von  1862  (Ag,  Nr.  346 ,  347) 
hingewiesen  hat.  Schell,  der  heryorragendste  Vertreter  der  theoretischen 
Mechanik ,  stützt  sich  in  seinem  Lehrbuche  über  diesen  Gegenstand ,  welches 
nach  jeder  Richtung  hin  dem  Bedürfnisse  des  wissenschaftlich  gebildeten  oder 
sich  bildenden  Maschinenbauers  angepasst  ist,  auf  die  Aequivalenz  der 
Streekensysteme,  konnte  aber  nur  von  dem  Additionsgesetze  der  Strecken, 
nach  der  AufTassung  unseres  Möbius,   Gebrauch  machen. 

Nachdem  nunmehr  der  geometrische  Kalkül  weiteren  Kreisen  durch 
mich  zugänglich  geworden  ist,  wenn  auch  vorerst  nur  in  roher  Form, 
sind  wir  in  der  Lage,  in  ezacterer  Weise  diesen  Gegenstand  zu  behandeln^ 
was  der  Hauptsache  nach  durch  diese  Pnblication  gezeigt  wird. 

Unter  einem  Vereine  oder  einem  Systeme  von  Linientheilen  verstehen 
wir  alle  die  Linientheile ,  welche  wir  als  zusammengehörend,  als  mit  ein- 
ander zu  einem  Ganzen  verbunden  aufzufassen  haben.  Jeder  Linientheil 
eines  Vereines  von  Linientheilen  heisst  ein  Element  desselben.  Befinden 
sich  die  Elemente  eines  solchen  Vereines  nicht  in  einer  Ebene,  dann 
nennen  wir  ihn  einen  räumlichen^  im  anderen  Falle  einen  ebenen  Verein. 

§  1.   Aequivalenz  von  Linientheilvereinen  im  Strahlenbündel 
und  Strahlenbüschel. 

1.  Die  Summe  aus  zwei  Linientheilen  ÄS  und  CD,  deren 
TrUger  im  Punkte  0  sich  schneiden,  ist,  wenn  wir  dieselbe  mit  @  bezeichnen, 
OB^  =  AB,  ODi  =  CD  nehmen: 
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und  wenn  wir  3^  +  Di  =  2Ei  setzen: 

ferner  haben  wir: 

e^ÄB  +  CD  =  ÄiB-Ä)  +  C{D^C) 

wobei : 

(5-^)  +  (D  -  C)  =  {B,  -  0)  +  {C,  ~  0)  =  (F-  0). 

«Die  Snmme  ans  zwei  Linieniheilen ,  deren  TrSger  in  einem  Punkte 
sich  schneiden ,   ist  äquivalent  einem  dritten  Linientheile ,  seine  Strecke  ist 
gleich    der    Summe    der    Strecken   der   gegebenen    Linientheile    und  sein 
Trftger  geht  durch  den  Schnittpunkt  der  Linien  beider  Posten.** 
Multipliciren  wir  die  Gleichung 

ÄB  +  CD=^  OF 
mit  einem  beliebigen  Punkte  ilf,  so  ergiebt  sich: 
MAB  +  MCD^UOF, 
M{A-M){B^A)  +  Jlf((7-  M)ip  -  C)  =  lf(0-  lf)(F-  0). 

»Die  Summe  der  Flfichentheile  zweier  Linientheile  auf  sich  schnei- 
denden TrSgem  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  des  Baumes  ist 
gleich  dem  Flächentheile  der  Summe  dieser  Linientheile  bezüglich  desselben 
Punktes.« 

Wir  nennen  das  Feld,  die  FlSche  des  Parallelogrammes  (nicht  die 
FlSchenzahl  des  Feldes)  des  Flfichentheiles  eines  Linientheiles  in  Beziehung 
auf  irgend  einen  Punkt  des  Raumes  sein  Moment  bezüglich  dieses  Punktes. 

Dadurch  entsteht  der  Satz: 

«Die  Summe  der  Momente  zweier  Linientheile  auf  sich  schneidenden 
Trägem  ist  gleich  dem  Momente  der  Summe  dieser  Linientheile  bezfiglicb 
ein  und  desselben  Punktes. '^ 

Setzen  wir 

(4-Jf)(B-.l)=|y„    (C7-3f)(2>-C)^|y,.    {0 -M){F-0):=\y, 

•*•"""*=  M\y,+M\y,^M\y,     y.  +  y,  =  y. 

Weil  wir  die  Strecke  y  die  «Aohsenmomentenstrecke«  des  Linientheiles 
OF'  bezüglich  des  Punktes  M  nennen,  diese  Strecke  auch  kurzweg  ,y  Achsen- 
moment** heissen,  so  folgt: 

,)Die  Summe  der  Achsenmomente  zweier  Linientheile  auf  sich  schnei- 
denden Trägern  ist  gleich  dem  Achsenmomente  ihrer  Summe  bezüglich  ein 
und  desselben  Punktes.*' 

Fällt  der  Punkt  M  mit  dem  Träger  eines  der  drei  Lbientheile  zu- 
sammen, so  Yersohwindet  das  Moment  und  damit  auch  das  Achsenmoment 
dieses  Linientheiles.  ^  j 
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2.  Zwei  parallele  Linientheile.  Liegt  der  Schnittpunkt  der 
Trftger  der  beiden  Linientheile  AB  und  CD  unendlich  fem,  dann  sind 
die  Linientheile  parallel. 

Die  Summe  zweier  solcher  Linientheile  ist  zunächst: 

®^ÄB  +  CD=^A{B-A)  +  C{D'-'  C). 
Aber  es  ist  (D  —  C)  =  w  (5  —  -4) ,  mithin  auch 

&=-A{B -rA)  +  mC{B  -  -4)  =  (-4  +  mC){B-'A), 

80  dass  mit 

A  +  mC=^{l+m)S, 

in  welcher  Formel  8  den  Summenpunkt  der  Punktgrössen  A  und  mC  be- 
deutet, ®^{l  +  m)S{B^A)=-8\{B-^A)  +  m{B^A)U 

1)  @  =  SK^-^)  +  (2>-C)}, 

und  wenn  wir  (j?«^)  +  (2>- 0)  =  (22-S)     ^ 

eetzen,  so  ergiebt  sich:      g _ ^^^ ^  ^^  ^ ^^ 

Das  durch  die  Oleichung  1)  ausgedrückte  Ergebniss  Iftsst  sich  auch 
schreiben: 

wodurch,  wenn  wir 

B  +  D=-2F,    A  +  C=2E 
setzen , 

@  =  Ä{  2(^ -  J5)  1=  2S{F  -  -E7)  =  2{8F  -  8E) 
wird,  wobei 

2{F  -  E)  ==  {B  "  A)  +  {D  -  C) 
ist. 

Sind  die  Posten  der  Summe  gleichläufig  parallel,  so  ist  m  positiv, 
der  resultirende  Linientheil  gleichen  Sinnes  mit  beiden  Posten;  sind  sie 
gegenläufig  parallel,  so  ist  m  eine  negative  Zahl. 

Sind  AB  und  CD  Posten  entgegengesetzten  Sini\es  (Fig.  1),  so  er- 
giebt sich  der  Summenpunkt  8  dadurch,  dass  wir  (JB'— C)  =  (-4  —  5), 
(2/— j1)  =  (D— (7)  zeichnen  und  den  Strahl  D'ff  ziehen,  welcher  den 
Strahl  AC  in  8  schneidet,  denn  es  ist,  wegen 

{l-m)8^A-mC,     {\ '-m)A8  =  -fnAC,    (1 -w)CiSf  =  -^C, 
^S:Cfif  =  fn  =  iw(5-J):{5-J)  =  (D-C):(-4-JB)  =  (D--4):(J5'-(7). 

Zeichnen  wir  weiter(2J-'S)  =  (D- JB')  =  (2)— C)  +  (JB-J)  =  2(i^-JS;), 
wo  E  und  F  die  fialbirungspunkte  der  Strecken  (C— ^)  und  (D  — J?)  sind, 
so  ist  SB  die  Summe  von  AB  und  CD,  welcher  Linientheil  auf  seinem 
TrSger  beliebig  verschoben  werden  darf. 

In  ganz  conformer  Weise  gestaltet  sich  die  Construction ,  wenn  die 
beiden  Linientheile  gleichläufig  parallel  sind. 
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M  oliiplieir«!!  wir  die  Oldelmiig 

mit  dem  beliebigen  Punkie  Mj  dann  ist: 
MÄB  +  MCD:=^MSR, 

„Die  Summe  aus  zwei  parallelen  Linientheilen ,  deren  Strecken  nicht 
entgegengesetzt  gleich  sind,  ist  ein  zu  diesen  Linientheilen  paralleler  Linien- 
theil,  welcher  in  der  Ebene  der  Posten  liegt  and  dessen  Strecke  gleich  der 
Summe  der  Strecken  der  Posten  ist.  Der  Schnittpunkt  5  des  TrSgers  der  Summe 
und  der  durch  die  An£uigselemente  der  Linientheile  A  B  und  CD  bestimmten 
Lbie  befindet  sich  zwischen  Ä  und  (7,  wenn  die  Posten  gleichläufig  parallel 
sind,  und  tbeilt  die  Strecke  (C7—  Ä)  imumgekehrten  Verhältnisse  ihrer  Längen, 
ausserhalb  dieser  Strecke,  zunächst  dem  absolut  grössten  Posten,  wenn  sie 
gegenläufig  sind.  Im  ersten  Falle  ist  die  Resultante  (die  Summe)  mit 
den  Componenten  (Posten)  gleichen  Sinnes,  im  zweiten  sind  sie  und  die 
absolut  gr($88te  Componente  gleichläufig.  Die  Summe  der  Momente  der 
Componenten  ist  gleich  dem  Momente  der  Resultanten  bezüglich  eines  jeden 
Punktes  des  Raumes. 

Sind  die  Strecken  der  beiden  Linientheile  entgegengesetzt  gleich,  dann 
bilden  sie  ein  i^Linientheilpaar^  und  es  ist  fn  =  — 1,  mit  welchem  Werthe 

wir  ^^^^^^'Q^j^ß^cD^OS{B^Ä)=^{A^C){B'-Ä), 

MAB  +  MCD^  M{A--C){B  -A), 

und  mit  (-4  —  C)  (5  —  -4)  =  |  y  ergiebt  sich : 

MAB  +  MCD^M\y. 

„Sind  die  Strecken  zweier  Linientheile  entgegengesetzt  gleich ,  handelt 
es  sich  um  ein  Linientheilpaar,  so  ist  ihre  Summe  ein  in  unendlicher  Feme 
yersoh windender  Linientheil,  äqi^iYalent  dem  durch  die  Posten  bestimmten 
Spathecke,  dessen  Entstehungssinn  dem  Sinne  der  Posten  entspricht,  und 
mithin  die  Lage  der  Summe  als  Spatheck  beliebig.  Das  Moment  eines 
Linientheilpaares  ist  für  jeden  Punkt  des  Raumes  dasselbe,  gleich  der 
Fläche  des  eben  genannten  Spatheckes.*' 

Wir  erkennen  noch,  dass  das  Moment  des  Linientheilpaares  (AB  +  CD) 
gleich  dem  Momente  des  Linientheiles  ^^  in  Beziehung  auf  den  Punkt  C  ist. 

3.  LinientheilYcrein  im  Strahlenbündel  und  Strahlen- 
büscheL  Sind  nun  AkBt^  ib»l}  2,...n  die  Elemente  eines  Vereines 
Yon  Linientheilen  auf  den  Strahlen  eines  Strahlenbündels  oder  Strahlen- 
büschels mit  dem  Mittelpunkte  G,  so  ist  deren  Summe,  wenn  wir  OB'k^  AkBk 
nehmen :  ^^  i 
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t=i       *— 1         »=1 

-0{R—0)  —  OB, 

und  überdies  ist       ^_„  ^„^  ,^^ 

e  ^^AtBk  ^^0B\  -  O^B^^nOS^OB, 

wenn  wir  den  Sommenpankt  der  Summe  des  Pnuktvereines  der  Punkte  B^k 
mit  8  bezeichnen. 

„Die  Summe  der  Elemente  eines  Vereines  von  Linientheilen  im  Strahlen- 
bflndel  und  Strahlenbüschel  ist  wieder  ein  Linientheil,  seine  Strecke  ist 
gleich  der  Summe  der  Strecken  der  Posten,  sein  Träger  geht  durch  den 
Mittelpunkt  des  Strahlengebildes  und  durch  den  Mittelpunkt  der  Endelemente 
der  auf  ihren  Trägern  so  verschobenen  Posten,  dass  ihre  Anfangselemente  mit 
dem  Centrum  des  Strahlengebildes  coincidiren.  Die  Summe  verschwindet, 
wenn  das  Summationspoljgon  der  Strecken  sich  schliessf 

Multipliciren  wir  die  Oleichung 

^AjtB.'-O^Bft^OR 
mit  dem  beliebigen  Punkte  itf,  so  folgt: 

M^ÄiBi:  ^^MAkBk-^^MOB^^  MOB. 

i=sl  t«l  t=l 

Ferner  haben  wir: 
M^A,Bt  -^M{A,  -  M){B,  -  A,)  --^MiO  -  M^ff,  -  0) 

=-J!lf(0-Jf)(Ä-0). 

„Die  Summe  der  Momente  der  Posten  eines  Vereines  von  Linien- 
theilen auf  den  Strahlen  eines  Strahlenbündels  in  Beziehung  auf  irgend 
einen  Punkt  des  Baumes  ist  gleich  dem  Momente  der  Resultanten  bezüg- 
lich desselben  Punktes." 

§  2.   Aeqniyalens  von  Linientheilpaaren. 

1.  Sind  AB  und  CD  die  Linientheile ,  die  Seiten  eines  Linientheil- 
paares,  dann  ist: 


AB+CD={A-C){B--'A)^\y, 
MAB  +  MCD  =  M\y^ 
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Setzen  wir  (j1— (7)  =  A,  (-B  — -4)=»x,  so  erhalten  wir: 
ÄB  +  CD  =  kH, 

y  =  |(Ax),  y7-^lk8in{l,K). 

Weil  zwei  Linientheile  einander  gleich  sind,  wenn  sie  auf  derselben 
Linie  liegen  und  gleiche  Strecken  besitzen,  so  besteht  der  Satz: 

,,Ein  Linientheilpaar  ttndert  seinen  Werth  nicht,  wenn  seine  Seiten 
beliebig  auf  ihren  Trägern  verschoben  werden.'' 

Weil  gleichläufig  parallele  Strecken  von  gleichen  Längen,  sowie  Spath- 
ecke in  parallelen  Ebenen  von  gleichen  Ausdehnungen  und  demselben  Ent- 
stehungssinne für  einander  substituirt  werden  dürfen,  so  folgt: 

„Ein  Linientheilpaar  ändert  seinen  Werth  nicht,  gleichviel  wohin 
wir  dasselbe,  ohne  die  Stellung  seiner  Ebene  zu  ändern ,  im  Räume  ver- 
schieben. **    « 

Damit  ein  Linientheilpaar  verschwinde,  muss 

sein,    was   entweder    mit  A  =  0  oder  mit  h  =  0  eintritt,    im   ersten   Falle 
liegen  die  Seiten  auf  demselben  Träger ,  im  zweiten  verschwinden  die  Seiten. 

„Ein  Linientheilpaar  verschwindet,  wenn  seine  Seiten  auf  demselben 
Träger  liegen,  oder  wenn  diese  gleich  Null  sind." 

2.  Sind  AB,  CD  die  Seiten  eines  Paares,  Ä^B^^  ^i  A  diejenigen  eines 
anderen  Paares,  dann  ist: 

^B+CD  =  U-C)(-B-A)  =  |y  =  U, 
Ä,B,  +  C,D,^(Ä,-'C,){B,-^Ä,)^\y,^l,7^r 

Für  die  Gleichheit  der  beiden  Paare  besteht  die  Relation 
oder  {Ä-C){B^A)  =  U,^C,){B,^Ä,). 

„Zwei  Linientheilpaare  sind  einander  äquivalent,  wenn  sie  gleiche  Spath- 
ecke oder  gleiche  Achsenmomentenstrecken  besitzen." 
Aus  der  Bedingung  für  die  Gleichheit 

folgt  ^  * 

1)  lksin{ifx)^liki8in{ki^  xj, 

und  mit  Zsm(A,x)=j>,  Z|Stn(Aj,  Xj)  =1?^  erhalten  wir 

2)  i?Ä=l>iÄi, 

wobei  p  und  p^  die  numerischen  Abstände  der  Träger  der  Seiten  der  Paare, 
deren  Breiten  bedeuten.  ^  i 
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«Zwei  Paare  sind  einander  SquiTalent,  wenn  die  Prodncte  aus  je  ihrer 
Breite  nnd  der  Länge  einer  Seite  einander  gleich  sind  nnd  sie  den  näm- 
lichen Entstehnngs-  resp.  Drehnngssinn  aufweisen.^ 

Mit  p— i>,  ist  Ä  =  Äi,  daher: 

„Paare  von  gleichen  Breiten,  gleichen  Seitenlängen  und  demselben 
Entstehungssinne  sind  einander  äquivalent^ 

Infolge  der  Gleichungen  1)  und  2)  lässt  sich  jedes  Paar  in  ein  ihm 
äquivalentes  von  gegebener  Breite  oder  Seitenlänge  verwandeln,  denn  es  ist: 

_  lk$m{X^  x)       ph 
^  Ikstnjk,  x).        ^pk 
3.  Sind  ^1^9   ^1^1   ^°^  -^-^2^  CjDg  irgend  zwei  Paare,  dann  ist: 

^\ri  +  \7,=\iY,  +  Y,)=\Y^{^-C){B-Ä). 

,Die  Summe  zweier  Paare  ist  einem  dritten  Paare  äquivalent.  Die 
Ebene  dieses  Paares  ist  senkrecht  zu  der  Summe  der  Achsenmomenten- 
strecken  der  gegebenen  Paare,  die  Flächenzahl  seiner  Momentenfläche  gleich 
der  Längenzahl  des  resultirenden  Achsenmomentes.'' 

Sind  insbesondere  die  zu  addirenden  Paare  in  einer  Ebene  gelegen 
oder  einer  Ebene  parallel ,  so  sind  auch  ihre  Achsen  parallel ,  die  resultirende 
Achsenstrecke  ist  deshalb  parallel  den  gegebenen  Achsenstrecken  und  die 
Ebene  des  resultirenden  Paares  parallel  zu  den  Ebenen  der  gegebenen  Paare. 

Mit  y^=i^y^  verschwindet  die  Summe ,  die  Paare  sind  entgegengesetzt 
gleich. 

„Die  Summe  zweier  Paare  mit  entgegengesetzt  gleichen  Achsenstrecken 
oder  Momentenflächen  ist  stets  gleich  Null.'' 

Wir  erkennen  unmittelbar,  dass,  wenn  zwei  Paare  von  gleichen  Seiten- 
längen nnd  gelegen  in  parallelen  Ebenen  zu  addiren  sind,  ein  Paar  ent- 
steht, dessen  Breite  gleich  der  Summe  der  Breiten  der  gegebenen  Paare 
ist,  wenn  das  neue  Paar  dieselbe  Seitenlänge  erhält.  —  Denn  es  ist: 

A,x-f  A,x  =  (Ai  +  A,)x. 

Wir  sehen  sofort,  dass  zwei  Paare  gleichen  Sinnes,  welche  von  den 
beiden  Oegenseitenpaaren  eines  Flächentheiles  gebildet  werden,  einander 
äquivalent  sind.  —  Denn  ihre  Momentenflächen  sind  einander  gleich. 

Ist  die  Figur  A'B'C'D'  (Fig.  2)  ein  Parallelogramm,  dann  ist 

B'C'+  BfA  =  (P'-  2)')(0'-  JT), 
nnd  weil  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  einander  gleich  sind, 
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Die  Mnltiplication  dieser  Oleichung  mit  der  beliebigen  reellen  Zahl  m 
giebt:  fn{Ä'B'+C'D')  =  fn{B'C'  +  D'Ä'), 

und  wenn  wir  mÄ'JBT^Ä^B^,  mC'D'=^C^D^,  mB'C'^Ä^B^,  mB'Ä^C^D^ 
setzen ,  so  resultirt :     A^B^  +  C^B^^A^B^  +  C^D^ 

„Zwei  Paare  gleichen  Sinnes,  deren  Streifen  sich  in  irgend  einem 
Spatheoke  darchschneiden ,  nnd  deren  Seiten  den  Seiten  des  ParaUelogrammes 
proportional  sind,  sind  einander  gleich.^ 

3.  Besteht  ein  Verein  von  Paaren  aas  n  Paaren  (AiBi^CiDi)  in 
beliebigen  Ebenen,  dann  ist  deren  Summe: 

^{A,B,+  qb;)^^{a^-c;){b,--ä,)^\^yi 

l^l  1=1  z  =  i 

«  I  y  =  (Ä-C)(B-Ä)  ^ÄB+  CD. 

»Ein  Verein  von  Linientheilpaaren  ist  entweder  einem  einzigen  Paare 
Squiyalent  oder  Squiyalent  Null,  je  nachdem  das  Polygon  der  Achsen- 
strecken der  gegebenen  Paare  sich  nicht  schliesst  oder  sich  schliesst.  Das 
im  ersten  Falle  durch  die  Summation  resultirende  Paar  hat  bestimmten  Sinn, 
bestimmte  Grösse,  bestimmte  Stellang,  aber  beliebige  Lage  im  Baume.* 

Sind  die  Streifen  sftmmtlicher  gegebenen  Paare  einer  Ebene  parallel, 
dann  sind  sämmtliche  Achsenstrecken  parallel  zu  einander,  die  resultirende 
Achsenstrecke  besitzt  dieselbe  Richtung,  wie  die  gegebenen  Achsenstrecken, 
das   resultirende  Paar  mithin  dieselbe  Stellung,   wie  die  gegebenen  Paare. 

Sind  f|,  e,  und  r,  die  Einheitsstrecken  der  Achsen  eines  Normal- 
Coordinatensystems  der  x,  y  und  z^  dann  haben  wir: 

y/=  y/,x+ y/.y+ y/,.=  inlh)  h  +  {yi\h)h+{Yi\h)h^ 
yi=^giCosUBi+gicosmiB^  +  gicosniBy 

Vi=|[(^-C,)(^i-il/)l  =  |((,/xO, 
yi=|[(n,*«i  +  n,jf««+r/,,f8)(fcf,,ej +  */,,£,  +  */,, €3)], 

Dadurch  erhalten  wir: 


y 


=  y,ri^ySYi.'+Yi.y+yi.^) 


fl  ■  ■ 

=  ygi  cos  U  f,  +  ^91  cos  m/  b^  +^^/  cos  n/  *, , 
1  1  i 

y  =  yx  +  yjf  +  y* = ^«  f  1  +  ^y  f«  +  gz  h . 

y\Bi^gcosl=^g,,  y\B^=gcosm^g^,  y|fs  =  ^cosn=^„ 

y  =^co5lf|  +gcosmBi  +  gcosnB^y 

eosl      cosm      cosn      1        ,        ,       s.aii 
__  =  __  =  _-  =  -:    y?=^2=y|  +  y|  +  y|. 
9»  g^  9^        9  *        sr        - 

Das  resultirende  Achsenmoment   kann  nur  dann  yersch winden,    wenn 
gleichzeitig  ya  =  0,  yy  =  0,  y,  =  0  ist 
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§  3.    AeqniTalexiz  eines  LinientheUes. 

1.  Qei  AB  irgend  ein  Linientheil,  0  ein  beliebiger  Punkt  des  Raumes; 
dann  ist 

1)  ÄB=^0{B^Ä)  +  {Ä^O){B^Ä), 

oder,  wenn  wir  (-B  — il)  =  x,    (^— 0)  =  p,    QK  =  \y  setzen, 

«Ein  Linientheil  ist  bezüglich  eines  beliebigen  Punktes  des  Baumes 
äquivalent  der  Summe  aus  einem  in  diesem  Punkte  entspringenden  Linien- 
theile  mit  einer  der  Strecke  des  gegebenen  Linientheiles  gleichen  Strecke 
und  dem  Momente  des  gegebenen  Linientheiles  bezüglich  des  Beductions- 
punktes  oder  einem  diesen  Momente  gleichen  Paare. '^ 

Sind  f j ,  s^  und  t^  die  Einheitsstrecken  der  Bichtachsen  eines  normalen 
Coordinatensystemes  mit  0  als  Ursprung,  dann  ist 

r=3  r  =  3 

welche  Werthe  in  Gleichung  1)  eingesetzt  geben 


b,     b. 


hh  + 


«s     Ö3 
5g     6a 


^2^8  + 


^3      h 


«s^i 


Diese  Belation  giebt  o£fenbar  die  Componenten  des  resultirenden 
Linientheiles  parallel  zu  den  Coordinatenaohsen  und  die  Componenten  des 
resultirenden  Momentes  parallel  zu  den  Coordinatenebenen. 

Gehen  wir  von  der  Beduotionsformel 

,  .    .     -u  ÄB=Ok  +  qk 

aus,  setzen  wir  m  ihr 

so  ergiebt  sich 


rCy     rCj 


hh  + 


K   K\ 


hh+ 


X     y 


^1^2. 


und  es  ist^  wenn  a,  b,  c  die  Winkel  sind,  welche  x  mit  den  Coordinaten- 
achsen  einschliesst, 

fCx  Äw  X>^  fC 

Femer  haben  wir: 

Y=gxB^+gyii+ff^fQ 

und  es  sind  die  Zahlenwerthe  der  Componenten  der  Achsenstrecke: 


V 

0 

e 

X 

i7*  = 

'    Py'^ 

ky 

k. 

k: 

k. 

\K  ky 
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Sind  noch  I,  m  nnd  n  die  Neigungswinkel  von  /  gegen  die  Achsen, 
dann  ist:  .       _         ,    ,    ^       «wl       com       awn       1 

9*  9y  9*        9 

2.  Ist  die  Beduction  eines  Linientheiles  für  irgend  einen  Punkt  des 
Raumes  bekannt,  dann  Ittsst  sich  Yon  da  aus  die  Reduction  für  jeden 
anderen  Punkt  des  Baumes  bestimmen,  für  die  Punkte  einer  Fläche  oder 
einer  Curye  angeben. 

Ist,  wenn  TJ  irgend  einen  Punkt  einer  Fläche  bedeutet, 

die  Gleichung  der  Fläche,  also 

0=  rr— T=  JJ—F{u,  v), 
so  ergiebt  sich  aus  AB^{0  +  q)k, 

dass  auch  AB^{U^T  +  Q)n^[U-^F{u,  v)  +  q]h, 

ist,  woraus  der  Satz  heryorgeht: 

„Für  die  Punkte  des  Raumes  als  Reductionspunkte  ist  die  Reductions- 
resultante  nach  Grösse,  Richtung  und  Richtnngssinn  constant,  das  Reductions- 
moment  im  Allgemeinen  yariabel.^ 

Ist  insbesondere  das  Gebilde,  für  dessen  Punkte  die  Reduction  zu  er- 
mitteln ,  eine  durch  den  Punkt  0^  c=s  0  4-  X  gehende  zu  der  Einbeitsstrecke  s 
parallele  Gerade,  so  ist  die  Fahrstrahlgleichung  dieser  Linie 

U-O^k  +  UB,     0=17-(A  +  U£), 
womit  sich  ergiebt: 

.     =17x  +  |y-|/=l7it  +  Iy«, 

wenn  (it  +  u£)x  =  |y',     y  — /=/!«  gesetzt  wird. 

Ist  die  Gerade  parallel  zu  dem  gegebenen  Linientbeile ,  dann  ist 
fx  =  0.  also:  ilJB=J7x  +  (^-A)x=r7x  +  |yo|. 

„Für  die  Punkte  eines  jeden  Strahles,  welcher  parallel  zu  dem  ge- 
gebenen Linientbeile  läuft,  ist  die  Reduction  constant.* 

Die  Gleichung  des  Kreiscylinders  yom  Radius  r,  mit  der  Geraden  AB  als 
Achse  und  dem  beliebigen  Punkte  0  auf  ihr  als  Coordinatenursprung,  lautet: 

U—  0  =  r  =  r{€0$t  fj  +  sinte^)  +  Ufj, 
daher  ist  die  Reduction  für  seine  Punkte 

AB=  Uks^+  [{n  —  u)  f^"  r{cost  Bi  +  sinte^)]ks^^ 
indem  A-^-O^nt^,  il  =  r(co»*f, +«n*f,)  ist, 

AB=  O'Äfj  — *r(5tn<f8f3  — cos*f3«,)=  UkB^--\yu 

und  weil  1    /  .   ^  ^    x 

y„  SS  kr{$tn  ti^  —  costi^) 

ist.  so  folgt:  ^,^^^^    ^^^^^ 
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„Für  alle  Punkte  eines  Kreiscjlinders  nm  die  Gerade  AB  als  Achse 
ist  die  Beductionsresnltante  nach  Grösse  und  Richtung,  das  Beductions- 
moment  der  Grösse  nach  constant  und  senkrecht  zu  der  Achse. ** 

Für  den  Punkt  O^  als  weiteren  Beductionspunkt  haben  wir: 

=  OiX+|yi,     (yi  =  y-/). 

Setzen  wir  noch  A  =  a?^  fj  +  ^i  f»  +  f^i  ^3 »  dann  folgt  aus  der  Tor- 
stehenden  Gleichung: 


+ 


hh  + 


\\y    » 


«8*8  + 


e    X 


0  —  Z,      X  —  Xx 


X     y 

«1  yxl 


hh 


hh 


_\\yi  «1 

1 1  ^jf     '*'« 

Die  letzte  Formel  giebt  die  Componenten  der  Momentenfläche  bezüg- 
lich des  Punktes  0  und  die  Componenten  der  Momentenfläche,  welche  durch 
den  üebergang  von  0  nach  0^  hinzutritt,   parallel  den  Coordinatenebenen. 

M^it  I  ■  '         /         I      '        I     ' 

y'='9^^i  +  9yh+9zh'i     y  —9*h  +  9yh  +  9%h 
erhalten  wir  ,  >  \      .  ,  •  n      ,  /  '  \ 

welche  Gleichung  die  Componenten  des  Achsenmomentes  des  Punktes  0^ 
giebt,  und  es  können  die  Werthe  der  ^Grössen  unmittelbar  aus  den  vor- 
hergehenden  Gleichungen  entnommen  werden, 

§  4.   Aeqnivalenz  eines  Vereines  von  Linientheilen  einer  Kesnltanten 
nnd  einem  Momente. 

1.  Sind  AiBiy  {=1,  2,...n  die  Elemente  eines  Vereines  von  Linien- 
theilen, so  ist  die  Summe  @  dieser  Linientheile  bezüglich  irgend  eines 
Punktes  0  des  Raumes: 

&^^iAiBi^^iAi{Bi^Ai)=^i{0  +  {Ai^O)](,Bi^Ai), 
®:=.O^i{Bi^Ai)+^i{Ai^O){Bi''Ai) 

n  n  n  n 
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gesetzt  wird: 


^l  XI  =  K,       ^i  QlKi  =QV,       ^i  yi  «=  3 
6  =  0x  +  ^v  =  0x  +  |y. 


„Die  Summe  der  Elemente  eines  Vereines  von  Linientfaeilen  fllr  iigend 
einen  Punkt  0  des  Baumes  als  Beductionspunkt  ist  im  Allgemeinen  ftqni- 
yalent  einem  Linientheile  und  einem  Momente  resp.  Paare.  Die  Strecke 
des  resultirenden  Linientheiles  ist  gleich  der  Summe  der  Strecken  der  Posten 
und  er  ist  auf  dem  zu  dieser  Strecke  parallelen  Strahle  durch  den  Beductions- 
punkt beliebig  gelegen.  Das  resultirende  Moment  ist  gleich  der  Summe 
der  Momentenfelder  der  Posten  bezüglich  des  Beductionspunktes»  das 
resultirende  Paar  gleich  der  Summe  der  Paare  der  Posten  bezüglich  des 
Beductionspunktes.  * 

Nehmen  wir  den  Punkt  0  als  Ursprung  eines  recht?rinkligen  Coordi- 
natensjstemes  und  die  Bezeichnung  entsprechend  der  in  §  3,  so  ist: 

n 


*',»  K^ 


*'    *'  1*1*«); 

»  ■  n 


C08C 


1^ 


^a:  ^y  9z  9 

2.  Ist  die  Beduction  @=3  0x  +  |y  ^r  den  Punkt  0  bekannt,  dann 
ist  diejenige  für  die  Punkte  U  des  zu  der  Beductionsresultanten  parallelen 
Strahles  /*,  durch  0,,  mit  O^^O  +  l^  i/=Oj  +  ux, 

®  =  (I7+p  — X-ux)x=:  I7x  +  (p-A)x  =  l7x  +  px— Xx, 

©«D-x  +  ly-l/^CTx  +  ly,,    (y^^y-/). 

j,Für  die  Punkte  eines  Strahles  fi  parallel  zur  Beductionsresultanten  Ox 
ist  die  Beduction  constant,  für  sftmmtliche  Strahlen  fi  ist  der  Besultanten- 
linientheil  nach  Grösse,  Bichtung  und  Sinn  derselbe,  hingegen  ändert  sich 
das  Bednctionspaar  im  Allgemeinen  von  Strahl  zu  Strahl.*' 
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Das  Moment  des  Bedoctionspaares  für  den  Strahl  fi^  ist: 
Mnltipliciren  wir  die  beiden  Seiten  dieser  Oleichnng  mit  x,   so  folgt: 

»|yi  =  x|yi    (x|yi)*fi=(«|y)e/*, 

„Die  pL'ojectionen  der  Achsenmomente  der  verschiedenen  Punkte  des 
Ranmes  anf  die  Bichtung  der  Strahlen  fi  sind  einander  gleich.  Die  Achsen- 
momente der  Yerschiedenen  Punkte  des  Raumes  schliessen  im  Allgemeinen 
mit  der  Richtung  der  Strahlen  fi  verschiedene  Winkel  ein,  ihre  Längen 
▼erhalten  sich  umgekehrt  wie  die  Cosinuse  dieser  Winkel." 

Setzen  wir  wieder  i  =  x^  «i  +  Vi  Cg  +  ^i  h  ^^^  beachten  wir  die  Ergeb- 
nisse des  Yorigen  Paragraphen,  so  haben  wir  unmittelbar: 


V  11*'.»**.. 


B,       Xt 

m    xi 


h.z  h,, 


,*  *<.»l     I 


«»«8  + 


«8*1  + 


«/  yi  I 


hhh 


«,«, 


ivjp  (Vu 


«1^2 


hh 


8=o,(»..,+»,..+w+{^.|J;,\J-|'4;;|) 

Die  vorletzte  Oleichnng  giebt  |  y  und  dessen  Zuwachs  —  |  y  durch 
deren  Componenten  parallel  den  Coordinatenebenen,  die  letzte  das  resuitirende 
Moment  durch  seine  Componenten  parallel  diesen  Ebenen. 

Seteen  wir  /=/,f, +/v».+i^'.*„ 

80  ist 

y  —  y\  ^1     V  _  ^i  ^1     V  _  ^1  yi 

Xi  =  (9x-9s)h  +  i99-9y)h  +  (9^-9  »)h^ 
9i*  =  (^*  -  /*)*  +  (^if  -  ^'if  /  +  {9*-  9z)\  ^  . 
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and  wenn  y^  mit  £^,  «,,  e^  die  Winkel  l^^   mj«  n^  einschlies&tr    so  haben 

wir  nocb:  ^.  ^  ^^,  1 

*     — ~  *   -^  —  —  • 

9»— 9*      9w''9\       9%-- 9%       9\ 
3.  Die  Centralachse.    Wir  fanden 

Hiemach  Ändert  sich  das  resnltirende  Moment  im  AUgemeinen  mit  1. 
Unter  den  Strahlen  fi  wird  es  mithin  möglicherweise  einen  solchen  geben, 
für  den  die  Ebene  der  resultirenden  Momentenfl&che  senkrecht,  das 
resnltirende  Achsenmoment  parallel  zn  ihm  ist. 

Für  einen  solchen  Strahl  fio,  dessen  Achsenmoment  y^  ist,  haben  wir, 
wenn  O^ssO  +  ilo  gesetzt  wird,  wobei  0^  einen  beliebigen  Pankt  yon  fi^ 
bedeutet,  zunftchst:  y«  =  r  "  I  (^o'*)- 

Weil  y^  nnd  x  zu  einander  parallel  sind,  so  giebt  die  Mnltiplication 
der  vorstehenden  Gleichung  mit  x,  indem  x^^^^^  ^^^^  mass,  die  Bedingung : 

oder: 

|(y*)-(io«)|K  =  0. 

Aber  es  ist  (Aox)|k  =  (Ao|x)x  — x^Aq,  mithin 
|()'>«)  +  ««ao-(Aol«)x  =  0, 
und  wenn   wir  A^^  senkrecht  zu  %  nehmen,   was  Ao|x  =  0  macht,   so  folgt: 

Ist  nun  IT'qBb  0  +  Po  ein  beliebiger  Punkt  des  Strahles  (Hq,  so  ist  seine 

(^-M).=„. 

Mit  dem  ftlr  l^  gefundenen  Werthe  ergiebt  sich  ftlr  das  Achsen- 
moment  y^  die  Relation: 

yo«y — ^=y-j^[**y-(«|y)«]» 

Wir  erkennen,  dass  y^  das  kleinste  Aohsenmoment  des  Linientheii- 
sjstemes  ist  Wir  nennen  den  Strahl  ft^  die  Centralachse  des  Vereines  von 
Linientheilen. 

«Ein  Linientheilsystem  besitzt  im  Allgemeinen  eine  Centralachse,  sie 
ist  derjenige  Reductionsstrahl ,  welchem  das  kleinste  Achsenmoment  des 
Syötemes  zukommt  ** 
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Za  demselben  Resultate  gelangen  wir  aber  auch  noch  anf  etwas  an- 
derem Wege. 

Ffir  den  Strahl  iiq  muss  ^q  ein  gewisses  Vielfache  von  x  sein ,  so  dass 
mit  Uq=0  +  Qq^  wo  ^0  auf  /aq  gelegen  sein  soll» 

Die  Mnltiplication  der  zweiten  dieser  Oleichangen  mit  |x  giebt 
so  dass:  . 

Mit  diesem  Werthe  von  y^  erhalten  wir 

i^x  =  y--|(^o'*). 
und  hieraus  folgt:  . 

Die  Mnltiplication  dieser  Gleichung  mit  |x  giebt 

nun  ist  %         t   \    \        \f     \ 

und  weil  (x|^Jx  =  i«x  ist,  so  haben  wir 

als  Fabrstrahlgleichung  der  Centralachse,  und  aus  dieser  Gleichung  geht  die 

'«*«"=  {*»^„-|(xy)|x  =  0 

hervor. 

Das  Achsenmoment  bezüglich  der  Gentralachse  ist: 

Dorch  die  erste  dieser  Gleichungen  erhalten  wir,  indem  wir  von  ihr  aus 
zu  den  Coordinaten  übergehen, 

yo  =  j^  {^»9*  +  K9y  +  M*)(^*«i  +  ^yh  +  ^f^h) 
and  es  ist: 

^0,  *  =  j^  {^xgx  +  k^gy  +  k^gz) ,   9o,v  =  ^  (**^*  +  ^»gy  +  Kg») 

k 
go,z^j^  {ksgx  +  h,gy  +  T^xgz\ 

Weüauch  yo=y-|((>oH) 

ist,  80  ergiebt  siefa  noch: 


yo=^^«. 
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gi,x=9x- 


^0,»=^y  — 


^0       ^0 


.=^»- 


<^    tfo 

rC*     Km, 


Sind  l^^  m^^  n^  die  Richtangscosinusse  der  Centralachse ,  dann  ist: 

fl'o,*  ^0,»  ^0.»        ^0 

Weil,  wenn  a,  &,  o  die  Bichtungscosinnsse  der  Resultanten  bedeuten, 
a  _  5  _  c  _  1 

Kx         Ky         K^         K 

ist,  so  erhalten  wir  durch  Verknüpfung  der  beiden  letzten  Formeln: 

#V4*  fVM  »2  '* 

Weil  xyQ  =  0  ist,  80  ist  auch 
welche    Gleichung,    wenn    wir    die    Mnltiplicaiion    ausführen,    in    die  drei 


Gleichungen 


^0,y    gO,z 


=  0, 


Äj5       Kx 


=0, 


W4P  Ky 


=  0 


sich  spaltet. 

Weil  die  Gleichung 
besteht,  so  haben  wir 


lcgco$(%yy)^hgQ 

und  wenn  wir   in  der  yorhergehenden  Gleichung  die  Strecken  durch  ihre 
Componenten  parallel  zu  den  Coordinatenachsen  ausdrücken,  sehen  wir,  dass 

Noch  haben  wir 
mithin  ist,  indem  wir  auf  diese  Gleichung  innere  Quadratur  anwenden. 


\\9x    gy 


y      *t 


9y    9z 


9x    gx\ 


Nunmehr    ermitteln  wir  die    Gleichungen   der  Centralachse   in   recht- 
winkligen Coordinaten. 

Die  erste  Fahrstrahlgleichung  der  Centralachse  lautet: 

Zun&chst  ist  mit  u=0  die  Strecke  p^ssAq, 

,  _!(«)') 

und  durch  den  obigen  Werth  von  (tiy)  erhalten  wir: 
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K  =  (a:  0  'i  +  y'o  h  +  »'o  *«)  =  jfci  { 


so  dass  die  Coordinaten  des  Punktes  0^  daroh 


/Vm       Äg 


Ä»*'« 


9y     9z 


kWo^ 


Kg     kx 

9z  gx 


kg    kx 

ffz     9a: 


h  + 


'   kx        ky 

9»     9y\ 


*^3^ 


Kx      Ky 

9»    9y 


gegeben  sind. 

Maltipliciren  wir  die  Oleicfaung  der  Centralaohse  mit  |  x ,  so  ergiebt  sich 

womit  sie  übergebt  in:  .,         i,     v  .  /     i   x 

Nan  erhalten  wir,  wenn  wir  in  dieser  Qleichung  die  Strecken  mittelst 
ihrer  Coordinaten  ausdrücken, 

mithin  sind  die  Coordinatengleichungen  des  Strahles  fi^: 


9y     9z 
Kg       Kj 


9* 
9v 


in  deren  Bestimmung  je  zwei  derselben  genfigen. 

woraus  durch  innere  Quadratur  folgt: 

**(?o-io)»  =  (?o|x)'. 


mithin: 


j/(Po-Ao)i  =  -^  -^(Ä.a;o+  Ä;,yo+Mo)  =  ^, 


die  durch  die  LSnge  der  Beductionsresultanten  getheilte  symmetrische 
Function  giebt  die  Länge  des  Abstandes  des  Punktes  TJ^  der  Centralachse 
Tom  Endelemente  Xq  der  Strecke  Aq. 

Beachten  wir  die  obigen  Werthe  der  Determinanten  auf  den  rechten 
Seiten  der  Oleichungen  der  Centralachse  und  die  letzte  Relation,  dann 
nehmen  ihre  Oleichungen  die  einfachste  Form  an,  es  ist: 

Ä,  }ty  hg  Ä 

Die  zweite  Form  der  Gleichung  der  Centralachse  lautet: 

{**«o-l(»y)l»  =  o. 

Setzen  wir  in  diese  die  durch  die  Coordinaten  ausgedrückten  Werthe 
der  Strecken  ein,  multipliciren  wir  sodann  aus  und  ziehen  wir  die  Grössen 

DIgltized  by  VJ\^" 


ögle 


104  Aeqni^enz  der  Lmientheüsysteme. 


welche  gleiche  Einheiten  zweiter  Stufe  aufweisen ,  zusammen ,  dann  zerßHlt 
die  resultirende  Gleichung  in  die  drei  Gleichungen 

t*(*,«o  —  Mo)  =  0^99'  -  **^f)*f  —  (fc^«  -  MO*r, 
**(*«^o  — **^o)  ■-  (Mf  —  *jf^«)**  — (M*  — Mf)*., 
**(*'%  —  *jf ^o)  ■-  (*' 9' ^  *x^*)**  —  0^99  —  M*)*f  1 
womit  drei  weitere  Coordinatengleichungen  der  Centralachse  gegeben  sind. 
Sind   X  und  y  ftlr    irgend    einen    Strahl   fi  gegeben,    dann    liegt   der 
Strahl  fio  fClr  einen  vom  Endpunkte  des  Achsenmomentes  y  nach  dem  End- 
punkte yon  Ox  sehenden  Punkt  links  yon  diesem  Punkte  (Fig.  3). 

Bereits  die  Gleichung  der  Centralachse  zeigt,  dass  es  nur  eine  solche 
geben  kann.    Bezüglich  der  Centralachse  ist 

®  =  0o«  +  |yo. 
Gäbe  es  noch  eine  zweite  Centralachse,  dann  müsste  sein: 

es  mttsste  also  sein:  (0,-0',)»  +  \{y,-y,)  =  0, 

welche  Gleichung   aber  nur    mit  (/q  =  Oq  und  /^  =  yo  befriedigt  werden 
kann,  so  dass  beide  Centralachsen  zusammenfallen  müssen. 

4.  Ein  Verein  von  Linientheilen  ist  im  Allgemeinen  äquivalent  einer 
Resultanten  und  einem  Paare,  es  ist 

@  =  Ox  +  |y 
für  den  durch  0  gehenden  zu  x  parallelen  Strahl  fi. 

Die  verschiedenen  Fälle,  welche  eintreten  können,  sind: 
a)Ox  =  0,     y^O, 
b)  Ox  ^  0,     y  c=  0, 
o)  Ox  =  0,     y  =  0, 
d)  Ox  ^  0,     y  5  0. 

a)  Ox  =  0,  y  ^  0.     In  diesem  Falle  haben  wir: 

®=|y. 

Das  System  ist  einem  Paare  äquivalent,  das  Summationspolygon  der 
Strecken  der  Linientbeile  schliesst  sich  für  alle  Reductionen,  das  resultirende 
Paar  ist  fClr  jede  Beduction  dasselbe,  es  ist 

._.     i_l(*y)_o 

jede  zu  y  parallele  Gerade  kann  als  Centralachse  angesehen  werden,  es  ist 

fe  — Äy  — *,  — 0,       y— ^«Ci+^y««+^.«8l 

und  es  ist  wenigstens  eine  der  Componenten  von  y  ungleich  Null. 

b)  0x^0,  yc=0.  Das  Polygon  der  Achsenmomente  schliesst  sich 
f(lr  den  Strahl  fi  des  Punktes  0,    für  alle  übrigen  Strahlen  ^  nicht,   weil 
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Ä  ^0  ist;  ferner  haben  wir  ?o=  0,  der  Strahl  fi  des  Punktes  0  ist  Central- 
achse,  das  System  äquivalent  einer  Einzelresultante  längs  dieser,  die 
Achsenmomente  sind  normal  zu  den  Strahlen  (i.  Damit  das  System  auf 
eine  Einzelresultante  sich  reducire,  muss  sein: 

x|y  =  0,  das  ist  y±%,     Kgof  +  Jcygy  +  k^gz^O^ 
und  es  sind  die  Coordinatengleichungen  der  Centralaohse : 


0,    gy  — 


»0 


h. 


"-0,     g,^ 


^0 


■0. 


0 


c)  Ox  =  0,  y  =  0.     Das  System  ist  äquivalent  Null,  ^0  =  7:,  die  Pahr- 

strahlen  der  Centralaohse  sind  unbestimmt ^  jeder  Strahl  des  Raumes  kann 
als  Centralaohse  angesehen  werden. 

Damit  das  System  äquivalent  Null  sei,  müssen  wir  haben: 
x-0,  y-0, 

ÄJar  — 0,     ÄJy-=0,     ÄJ,  — 0,       ^»—0,    ^y  — 0,    ^j  — 0, 

fQr  irgend  eine  Beduction. 

d)  0x^0,  y^O.  Dann  ist  im  Allgemeinen  das  System  äquivalent 
einer  Resultanten  längs  der  Centralaohse  und  einem  Paare,  dessen  Ebene 
auf  diesem  Strahle  senkrecht  steht. 

Damit  das  System  einer  Einzelstrecke  äquivalent  sei,  muss 

VßSsO,  das  ist  Ä|y  =  0,    yJLx 
seuL 

5.  Die  Lagerung  der  Achsenmomente  eines  Vereines  von 

Linientheilen.     Ist  die  Reduotion  des  Systemes  fdr  die  Oentralachse  y^^ 

^^*™*'  ®-OoX  +  |yo, 

dann  ist  die  Reduction  für  den  Strahl  yt,  durch  OcsOq  +  A: 

@=»OK  +  |y,     y  =  yo  — y'- 

Das  Achsenmoment  ändert  sich  im  Allgemeinen  von  Punkt  zu  Punkt 
und  es  kommt  nun  darauf  an,  zu  untersuchen,  wie  diese  Aenderung  be- 
schaffen ist. 

a)  Die  Achsenmomente  einer  geraden  Punktreihe.  Die 
Gleichung  der  durch  den  Punkt  0  =  Oq  +  X  gehenden ,  zu  b  parallelen 
Geraden  lautet:  f7- Oo=  ^  =  A  + U6, 

daher  ist  die  Reduction  fClr  die  Punkte  dieses  Strahles: 

®=l7x  +  |yo-(X  +  wOx, 
mithin  besteht  für  deren  Achsenmomente  die  Gleichung: 

y  =  yo-|[(^  +  «*0*]  =  [yo-l(^*)]-^l(*'*)i 

welche  diejenige   einet   geraden  Linie  ist,    wenn   wir  y^  und  y  in  irgend 
einem  Punkte  des  Raumes  entspringen  lassen,  dieselbe  geht  durch  den  £nd 
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paukt  Yon  [ro~*l(^«)]  ^^^  ^^  parallel  zn  |(€x),  sie  beisst  der  Hodogrsph 
der  Achsenmomente  der  gegebenen  Geraden. 

Lassen  wir  die  Strecken  y  in  den  Punkten  der  Geraden  entspringen, 
setzen  ^  4~  y  =  ^i  dann  ist 

^  =  ^  +  yo-IU'*)  +  t*[«-|(£x)] 

die  Fabrstrabigleicbung  der  Geraden,   welcbe  darcb  Oo+ [^  + ^'o'^IU")] 
geht  und  parallel  zu  [f  --  |  (f  x)]  ist. 

«Der  Hodograpb  der  Achsenmomente  einer  geraden  Punktreibe  ist  eine 
gerade  Linie,  die  Achsenmomente  sind  einer  Ebene  parallel.  Der  Ort  der  End- 
punkte der  Achsenmomente  einer  geraden  Punktreihe  ist  eine  gerade  Linie." 

Sei  die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  ^|  =  0o  +  p^,  ^s=Oq  +  ^ 
gehenden  geraden  Linie 

CT—  Oo=p  =  m^i  +  n^g,    m+n  =  l. 

Das  Acbsenmoment  im  Punkte  {7=0o  +  p  ist: 

ff-0,=  y  =  y^-|(^x), 

y  =  m[yo - 1(^1»)]  +^[yo-" !(?««))»  w  +  w  =  1, 
daher    der    Hodograpb    der  Achsenmomente  eine    durch    Oq  +  ^o   gebende 
gerade  Linie,  welche  senkrecht  zu  y^  ist 
Mit  Oo  +  T  =  Oo  +  ^+y  erl>a^ten  wir 

die  Fabrstrabigleicbung  des  geradlinigen  Ortes  der  Endelemente  der  Achsen- 
momente der  geraden  Punktreihe. 

Ist  die  gerade  Linie  parallel  zur  Centralaobse,  so  ist  ihre  Gleichung: 

?7-Oo=()  =  X  +  tix, 
daher: 

i^  =  [yo  +  ^--l(^«)]  +  ti*. 

„Die  Achsenmomente  einer  zur  Gentralachse  parallelen  geraden  Punkt- 
reihe sind  einander  gleich,  ihre  Endelemente  liegen  auf  einer  zur  Gentral- 
achse parallelen  geraden  Linie.  Der  Hodograpb  der  Achsenmomente  ist 
ein  Punkt.  ^ 

Ist  noch  X  =  0,  dann  ist  y  =  7'oi  ^^®  Achsenmomente  der  mit  der 
Gentralachse  zusammenfallenden  Punktreibe  sind,  wie  bereits  bekannt,  con- 
stant  und  parallel  zur  Gentralachse. 

Mit  i=QO£'  ergiebt  sich: 

so    dass    im    Allgemeinen    den    unendlich    fernen    Strahlen    fi    unendlich 
grosse  Achsenmomente  zukommen« 

b)  Die  Achsenmomente  eines  Punktfeldes.  Die  Ebene  schneide 
die  Gentralachse  in  0  und  gehe  durch  die  Punkte  il  =  0  +  tf>  JS»0  +  iS, 
alsdann  ist  ihre  Gleichung:  ^  . 
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in  welcher  u  und  v  yon  einander  unabhängige  Variablen  sind. 
Das  Achsenmoment  im  Punkte  u  ist 

Mit  y=6-'0  ist  diese  Gleichung  diejenige  einer  Ebene ,  welche 
durch  O  +  Yq  geht  und  parallel  zu  den  Strecken  |(ax),  lO^x)  ist. 

„Der  Hodograph  der  Achsenmomente  eines  Punktfeldes  ist  eine  Ebene. ^ 

Mit  u  =  v=^0  ist  /  =  yo,  resultirt  das  Achsenmoment  der  Central- 
achse.  Mit  u  «=  oo ,  oder  t;  =  oo ,  oder  u  =  «?  »  co  wird  y  unendlich  gross, 
die  Achsenmomente  der  Punkte  der  unendlich  fernen  Geraden  einer  Ebene 
sind  im  Allgemeinen  unendlich  gross. 

Die  Gleichung  des  Hodographen  kann  geschrieben  werden: 

yo-y  =  «*i(««)  +  <'l(/^«)» 

multipliciren  wir  diese  Relation  mit  |yo,  so  folgt,  indem  x>^q=0  ist/ 

(ro-y)lyo=0, 

und  es  ist  {y^  —  y)  eine  in  der  Hodographenebene  gelegene  Strecke. 

„Der  Hodograph  der  Achsenmomente  eines  Punktfeides  ist  eine  zu  der 
Richtung  der  Strahlen  ^  senkrechte  Ebene,  welche  yom  Coordinatenpole 
den  Normalabstand  Yq  besitzt.  Alle  Punktfelder  haben  ein  und  denselben 
Hodographen". 

Dadurch  lässt  sich  die  Gentralachse  construiren,.  wenn  die  Achsen- 
momente Yf  y\  y"  der  Punkte  M^  M\  M'\  die  nicht  in  einer  Geraden 
liegen,  bekannt  sind.  Mit  (?  =  ^  +  y,  ff  ^  A  +  y\  Q-"^A  +  /',  wobei 
A  irgend  ein  Punkt  des  Baumes  ist,  liegen  &,  ff  und  ff'  in  einer  Ebene; 
die  zu  dieser  Ebene  senkrechte  Strecke  (Qq-^A)  ist  gleich  y^%  womit  die 
Richtung  der  Strahlen  fi  gegeben  ist.  Legen  wir  nun  durch  ft  von  M'  die 
zu  [fiy]  senkrechte  Ebene,  durch  fi'  von  ÜT  die  zu  \yJy]  senkrechte  Ebene, 
so  ist  die  Schnittlinie  dieser  beiden  Ebenen  die  Gentralachse  fi^. 

Ferner  erhalten  wir ,  mit  0  +  T=0+^  +  y, 

T  =  yo  +  t*[«-|(«^)l  +  t'[/5--|(M. 
die   Fahrstrahlgleichung    des  Ortes    der   Endelemente   der    Achsenmomente 
eines  Punktfeldes. 

„Der  Ort  der  Endelemente  der  Achsenmomente  eines  Punktfeldes  ist 
eine  Ebene,  welche  die  Gentralachse  im  Punkte  0  +  yo  schneidet." 

Die  Achsenmomente  eines  Punktfeldes  bilden  mit  seiner  Ebene  im 
Allgemeinen  verschiedene  Winkel,  so  dass  es  Punkte  geben  kann,  deren 
Achsenmomente  senkrecht  zu  der  Ebene  sind,  Punkte  vorhanden  sein  können, 
deren  Achsenmomente  in  das  Feld  hineinfallen. 

Die  zum  Felde  senkrechten  Achsenmomente  sind  Vielfache  von  |(a/?), 
für  diese  Momente  haben  wir  daher  die  Bedingung: 
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Die  MaltiplicatioD  der  zweiten  dieser  Gleicbangen  mit  |/o  giebt,  indem 
x)'o  =  Oi8t,  « 

Bezeichnet  y.  die  zum  Pnnktfelde  senkrechten  Achsenmomente,    so  ist 

Nun  haben  wir:  «r/o 

«Pro 

aus  welcher  Gleichung  die  Werthe  von  u  und  i;  für  die  ausgezeichneten 
Funkte  folgen.  Multipliciren  wir  sie  zuerst  mit  |/3,  sodann  mit  |a,  so 
ergiebtsich:  ^^ZM,      „=Ioi!i. 

auß  ßxa 

m 

Diese  Werthe  yon  u  und  v  in  die  Gleichung  der  Ebene  substituirt, 
erhalten  wir,  wenn  p«  den  Fahrstrahl  nach  den  ausgezeichneten  Funkten 
bezeichnet.  „-/«!'»„  4.  »-öl«  « 

und  diese  Gleichung  liefert  nur  einen  Funkt  P=0'\-  q^j  welcher  der  Pol 
des  Funktfeldes  genannt  wird. 

Ferner  haben  wir  den  Ort  der  Funkte  des  Feldes  zu  ermitteln, 
deren  Achsenmomente  in  dasselbe  hineinfallen« 

Diese  Achsenmomente  sind  Vielfachensummen  der  Strecken  a  und  /9, 
daher  haben  wir  für  sie  die  Bedingung: 

yo-tt|(ax)-t;|(/Jx)  =  g«  +  r|S. 

Die  Multiplication  dieser  Gleichung  mit  {aß)  giebt: 

woraus 


folgt.     Setzen   wir   diesen  Werth  von   v  in  die  Gleichung  der  Ebene  ein, 
80  ergiebt  sich:  _^^  i«M^«l 

die  Fahrstrahlgleichung  einer  geraden  Linie,  welche  parallel  zu  der  Strecke 
in  der  Hakenklammer  ist  und  die  Charakteristik  der  Ebene  genannt  wird. 
Substituiren    wir    den  Werth    von    v  in    die   Gleichung    des  Achsen- 
momentes, so  resultirt: 

„Jede  Ebene  besitzt  im  Allgemeinen  einen  Funkt  (Fol),  in  dem  das  Achsen- 
moment senkrecht  zu  ihr  ist,  und  eine  gerade  Funktreihe  (Charakteristik), 
deren  Achsenmomente  in  dieselbe  hineinfallen.*'  ^  j 
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Bilden  wir  das  Prodnct  aus  der  Bicbtstrecke  der  Charakteristik ,  x  und 
der  zu  dem  Punktfelde  senkrechten  Strecke  |(<xj3),  so  erhalten  wir: 

f  («P)|(««)       1  [(«H)|(«^)][(«f?)|(^»)]-[(«/?)|(«H)][(/?x)|(«|?)]_ 

{"-{^mß^fn"^^ mm) ^- 

aDie  Ceutralachse ,  die  Charakteristik  und  die  Normale  eines  Feldes 
sind  einer  Ebene  parallel.'' 

Ist  das  Punktfeld  senkrecht  zur  Centralachse ,  dann  ist,  wenn  t  die 
Einheitsstrecke  dieser  Linie  bedeutet,  a|€=:0,  jS|e  =  0, 

für  die  Charakteristik  erhalten  wir,  da  dann  t;  =  oo  ist, 
und  die  Achsenmomente  dieser  Punktreihe  sind: 

y  =  yo  -  «*  l(« »)  -  «>  I  (/5  x)  =  00 1  (x  /J). 

„Ist  die  Ebene  senkrecht  zur  Centralachse ,  dann  ist  ihr  Schnittpunkt 
mit  der  Centralachse  ihr  Pol,  das  Achsenmoment  des  Poles  gleich  dem  der 
Centralachse,  die  unendlich  ferne  Gerade  derselben  ihre  Charakteristik. '* 

Gebt  das  Punktfeld  durch  die  Centralachse,  dann  ist  a  =  m7Q,  mithin 

seine  Gleichung.     Wir  haben  in  diesem  Falle: 

y.  =  » I  iYoßh    Qs  =  ^  (yo  +  P). 

die  Gleichung  der  Charakteristik  und  die  Achsenmomente  ihrer  Punkte  sind : 

9  =  wyo>    y  =  yo- 

, Enthält  ein  Punktfeld  die  Centralachse ,  dann  liegt  sein  Pol  unendlich 
fern,  seine  Charakteristik  coincidirt  mit  der  Centralachse. ** 

c)  Die  Beduction  für  alle  Strahlen  /it,  welche  auf  einer 
Kreiscylinderfläche  mit  fi  als  Achse  liegen. 

Bedeutet  X  die  Halbmesserstrecke  des  Cjlinders,  dann  ist: 

@=Z7x  +  |yo-^^,     y  =  y,^|(Ax).     . 
Das   Rechteck  aus  y^  und  —  |(il x)  ist  für  alle  Cjlinderstrahlen  von 
constanter  Grösse  und  Gestalt,  es  ist 

y«=yi,+  ax)^     x|y  =  Ä;po, 
für  sänimtliche  Cjlinderstrahlen  das  Achsenmoment  von  constanter  Grösse 
und  gleich  geneigt  gegen  dieselben. 

Legen  wir  durch  die  Endelemente  der  Strecken  k  zu  den  Achsen- 
momenten daselbst  parallele  Strahlen,  dann  entsteht  eine  geradlinige  Flfiche, 
deren  Erzeugenden  den  Cjlinder  berühren ,  denn  diese  sind  senkrecht  zu  A. 
Ist  U  ^  0  +  Q  ein  beliebiger  Punkt  einer  Erzeugenden ,  dann  ist 

Q==k  +  v[Y,-\[U)] 
ihre  Fahrstrahlgleichung,  bei  variablem  l  diejenige  der  geradlinigen  Fläche« 
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Mit  0  als  Ursprung  rechtwinkliger  Coordinaten,  wobei  die  «Achsemit 
der  Centralachse  zQsammenf&Ut,  ist 


nnd  damit  ergiebt  sich  als  Fahrstrahlgleichnng  der  geradlinigen  FlSche 

welche  einem  Rotations -Hyperboloide  angehört 

Mit  u  =  lco8t  ist  yV  —  u^^lsint,  wodurch  wir  die  Gleichung  der 
Fläche  schreiben  dürfen: 

Nun  ist,  mit  q^xb^-^  yt^-^-xz^^  wo  jetzt  rr,  y  und  b  die  laufenden 
Coordinaten  der  Flache  bedeuten, 

x^Hjcost^kvsmt)^    y  =  l{slnt  +  lcvcost)^    g^g^v^ 
und  es  giebt  die  Elimination  der  Variablen  i  und  v  aus  diesen  Gleichungen: 

womit  die  gewöhnliche  Gleichung  eines  geradlinigen  Hyperboloides  vor  ans 
steht.  Je  weiter  sich  die  Strahleu  fi  des  Cjlinders  von  der  Centralachse 
entfernen,  um  so  grösser  wird  |(Ax),   um  so  grösser  der  Winkel  <)C  (x,}'). 

Mit  l  =  oo  wird  <);  (x,y)  =  ^n^ 

y  ==  00  (cos  ^  fj  —  5in  ^  fj) , 
^  «  00  { {cos t  —  sint)ei  +  {sin t  +  co$i)(^]i 
Qtz=x^  +  y*=  Qo, 
die  Achsenmomente  liegen  senkrecht  zu  (Iq  ,  das  Hyperboloid  degenerirt  in 
die  unendlich  ferne  Gerade  der  a?y  Ebene. 

Mit  Z  =  0  wird:  ^^^^^     ^^„^^ 

das  Hyperboloid  degenerirt  in  die  Centralachse. 

d)  Die  Lagerung  der  Achsenmomente  eines  durch  die 
Centralachse  gehenden  Punktfeldes. 

Die  Achsenmomente  der  Strahlen  fi  einer  solchen  Ebene  in  den  Ab- 
ständen k  von  ftQ  sind:  y  =s  y  —  |  (itx). 

^'"  y|)'oia«)}=o 

ist,  so  sind  die  Achsenmomente  parallel  zu  der  durch  y^  und  |(Ax)  be- 
stimmten Ebene. 

Legen  wir  durch  die  Schnittpunkte  der  Strahlen  fA  und  der  zu  ihnen 
senkrechten  Geraden  durch  0  in  dem  Felde  parallele  Strahlen  zu  den 
Achsenmomenten  der  Strahlen  fi,  so  entsteht  eine  geradlinige  Fläche ,  deren 
allgemeine  Gleichung: 
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laatet.  Nehmen  wir  0  als  ürsprang  rechtwinkliger  Coordinaten,  die  vor- 
hin genannte  Gerade  als  Achse  der  x^  die  Centralacbse  als  Achse  der  0^ 
dann  ist  die  Gleichung  der  Leitlinie  der  Fläche: 

f{i).=  k^te,, 
ihre  Erzeugenden  sind  parallel  zu 

mithin  ist  die  Fahrstrahlgleichung  der  Fläche: 

und  aus  dieser  folgt  mit  t^  =  1 : 

die  Gleichung  des  Ortes  der  Endelemente  der  Achsenmomente  der  Funktreihe 
auf  der  Geraden  s^ 

Nun  ist:  x  —  t,    ^  ^  vth,     0  ^  vg^, 

die  Elimination  von  t  und  v  aus  diesen  Gleichungen  giebt: 

so  dass  die  Coordinatengleichung  der  Fläche  gewonnen  ist,  welche  ein 
hyperbolisches  Paraboloid  ist. 

§  5.  Aequiy alenz  eines  Vereines  von  Linientheilen,  die  einer 

gegebenen  Biehtnng  parallel  sind. 
1.  Besteht  ein  Linientheilsjstem  aus  parallelen  Elementen,   dann  sind 
die  Strecken  derselben  Vielfache  einer  zu  ihnen  parallelen  Strecke  e,  es  ist: 

AiBi  =  Äi{Bi  —  Ai)  ssAtmiSsss  miAis, 
wobei  wir  uns  t  als  Einheitsstrecke  denken  wollen. 

Dadurch  wird  die  Beduction  des  Sjstemes  für  den  beliebigen  Punkt  0 
des  Baumes:  n  , 

9  n 

n  n 

und  wenn  wir   ^/  fni=m,     ^/  W(  ^1 « =  |  y  setzen : 
1  1 

ffDie  Bednctionsresultante  ist  parallel  zu  den  Linientheilen  des  Sjstemes, 
das  Snmmationspoljgon  der  Strecken  der  Linientheile  fällt  in  eine  zu  t 
parallele  Gerade  hinein.  Das  Achsenmoment  yi  =  fni\(QtB)  ist  senkrecht 
zu  e,  daher  ist  das  Summationspolygon  der  Achsenmomente  ein  ebenes 
Polygon  I  seine  Ebene  senkrecht  zur  Richtung  der  Strahlen  f*.^ 
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Wäblen  wir  den  Punkt  0  als  Ursprung  rechtwinkliger  Coordinaten, 
setzen :  8  

1 
so  dass  ^ 

ist, 

so  ergiebt  sich: 

1 

n  n 

(n  n 

Oi^i  w/;Ef,  -  a^^i  mixA  b^  b^  , 
1  1 

(n  n 

1  1 

Damit  sind  die  Componenten  der  Resultanten  pai-allel  den  Coordinaten- 
achsen  und  diejenigen  des  resultirenden  Momentes  parallel  den  Coordinaten- 
ebeoen  gegeben ,- dieselben  sind: 


(n  n 

1  1  ^ 

n  n 


und  es  ist:  i  i 

2.  Für  einen  anderen  Beductionsstrahl  fx^  ist ,  wenn  die  Beduction  für 
den  Strahl  fi  bekannt  ist,  0^  =  0  +  X  gesetzt  wird: 


@  =  mOjB  +  \  y  —  X^itniB, 
1 

n  n 

@  =  mOiS  +  ^imiQiB  —^imi(lB). 


1  1 

Nehmen  wir  X=^x  t^+y  e^  +  g' e^^   so  ergiebt  sich  durch  d^n  lieber^ 
gang  zu  den  Coordinaten: 
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welche  Formel  sagt,  dass 

iBt     ^'^^M-^^^    £^y^w(Pi^-(h^),    g^z=^m(a^3/-a^y^ 
3.  Die  allgemeine  Fahrstrahlgleichung  der  Centralachse  lantet: 

Im  vorliegenden  Falle  iBt,x=W€,    y/  =  W||(^ie),  mithin: 

ir  I   "  ,  -1 

IL  I   j  J 

n 

Setzen  wir  für  den  Angenblick   "^iiniQi^  q\  so  wird 


1 


mithin  ist:  »"^»^  '  ^'^^^''^^  +  "*  ==  ^'~^^'^  *^  '  +  "*' 


1  ^      I       t  ' 


oder :  n  .   n_ 


^0  =  — z: « +  ^^ 

die  Fahrstrahlgleichung    der    Centralachse,    aus-  der  als  weitere  Gleichung 
derselben  hervorgeht:      ^  ^         v 

Drücken  wir  in  dieser  Gleichung  ^q  v  Qi  ^^^^  <  mittelst  ihrer  Coordinaten 
aas,  so  folgt: 

\\m Xq  —^i f^i^i) h  +  (*^yi  "■^' ^'^') *8 
L\  1  ^  1 

+  ( ♦»«0  -^jWi^iUj  1  (ttie,  +  05,6,  +  a^s^)  =  0. 

Diese  Gleichung  spaltet  sich,   wenn  wir  die  Multiplication  auf  ihrer 
linken  Seite  ausführen,  in: 

1  1 

n  n 

1  1 

n  n 

bogle 


1  1 


womit  die  Coordinatengleichungen  der  Centralachse  bekannt  geworden  sind 
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4.  Ist  Uq  ein  beliebiger  Pankt  der  Centralacbse ,  dann  baben  wir: 

fw  tn 

Gebt  B  in  tf  über,  während  die  Anfangspunkte  nnd  Grl^Bsen  der 
Linientbeile  dieselben  wie  vorber  bleiben,  dann  ist  die  Gleicbung  der 
Centralacbse  des  neuen  Sjstemes: 

?^'o=0+ «'0=0  +  1  +  ^«'  +  «'*'. 
fn       •  911 

Für    den   etwaigen   Sebnittpunkt   8  der   beiden    Centralacbsen   moss 

Uq  SS  U'q  =  8  sein,  also: 


'":. 


+  tt6  =  ^J^£'+uV, 


tn  m 

woraus  durch  Multiplication  mit  ^  folgt: 


so  dass  n 

m  m 

ist  Der  Punkt  8  ist  von  der  Richtung  der  Linientbeile  des  Sjstemes 
unabbSngig,  weshalb  er  der  Mittelpunkt  des  Vereines  genannt  wird;  fllr 
seine  Coordinaten  a;«,  y«,  0,  besteben  die  Gleichungen: 

n  n  n 

mx,^^imtXi^  my.^^imiyiy  m0,^^imi£i. 
111 
5.  Weil  das  resultirende  Achsenmoment  stets  normal  zu  der  Riebtang 
der  Strahlen  (a  ist,  so  ist  der  Verein  ftqniyalent  einer  Einzelresultante  iSngs 
der  Centralacbse,  wenn  das  Polygon  der  Strecken  der  Linientbeile  sich 
nicht  scbliesst,  was  stets  statt  hat,  wenn  sftmmtlicbe  Elemente  des  Vereines 
gleichen  Sinnes  sind,  im  anderen  Falle  ist  der  Verein  &quiTalent  Null. 

§  6.    Aequivalenz  ebener  Vereine  von  Linientheilen. 

1.  Befinden  sich  die  Elemente  eines  Vereines  von  Linientheilen  in 
einer  Ebene,  dann  sind  die  allgemeinen  Betrachtungen  ganz  dieselben;  es 
ist  nur  jetzt  jedes  Element  aus  einem  Punkte  und  zwei  ungleichartigen 
Strecken  dieser  Ebene  numerisch  ableitbar.  Weil  die  Träger  der  Elemente 
sich  schneiden 9  so  ist  deren  Summe  ein  Linientheil  oder  Nall.  Die  Achsen- 
momente  der  Elemente  und  dadurch  das  resnltirende  Achsenmoment  sind 
senkrecht  zu  der  Ebene  des  Sjstemes  y  weshalb  stets  Yq^^O  ist. 

Nehmen  wir  die  ursprünglichen  Einheiten  £^  und  e^  als  in  der  Ehene 
des  Sjstems  gelegen  an,  dann  ist: 

*,  =  0,    ^,  =  0,    ^y  =  0,    ^,=^,    x  =  Ä,e, +*if<a,    y=9ht 
wodurch   wir  aus  den  Formeln   für   einen  rftumlicben  Verein   unmittelbar 
die  entsprechenden  für  einen  ebenen  Verein  numerisch  ableiten  können. 
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Die  Bedaction  für  den  Ponkt  0  ist: 

die  Momentenflftchen  sind  zu  der  Ebene  des  Vereines  parallel. 
Für  das  kleinste  Achsenmoment  erhalten  wir: 

yo—  j^i  ^  -         ^2 x-u. 

Daher  ist,    wenn   x    nicht  verschwindet »   der  Verein   äquivalent  einer 
EinEelresultanten  längs  der  Centralaohse ,  sonst  gleich  Null. 

Die  Streckengleichung  der  Centralachse  lautet  wie  früher: 
**^o  =  I  (*y)  +  wx,     oder     [Jc^q^  -  |  (xy)]x  =  0, 
ihr  Normalabstand  vom  Reductionspunkte  0  ist: 

und  ihre  Coordinatengleichung  ist: 

2.  Bezüglich  der  speciellen  Fälle  gilt  dasselbe  wie  für  das  räumliche 
System,  nur  mit  der  Modification,  dass  das  kleinste  Moment  stets  verschwindet. 

3.  Sind  die  Elemente  des  Vereines  zu  einander  parallel,  dann  ist: 

n  n 

@  =  w  0(ai  «1 4-  «2  €2)  +  (^2^'  *^'  ^'  ~  *i^«  *^'y')  *i  ^ ' 
die  Coordinatengleichung  der  Centralachse: 

n  » 

1  1 

und  für  den  Mittelpunkt  des  Vereines  haben  wir: 

n  n  n 

^.«♦W/9/,  ^ifnioit^  ^t^iyi 

111 

^•= — ;^""     ^'"^ — z. —    y«"^ — ;:: — 

fn  fn  m 


(SohliuB  folgt) 
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V.  Projeotive  Form  eines  metriflchen  Satzes. 

Der  in  meiner  Note  „Zur  hyperboloidischen  Lage  von  Tetraederpaaren* 
in  dieser  Zeitschrift  (38.  Jahrg.  S.  315)  gegebene  Satz  II  gilt  seiner  Herleitong 
nach  zun&chst  nur  ftlr  nicht  ausgeartete  räumliche  Polarsjsteme ;  dass  er 
bei  geeigneter  Fassung  auch  für  ausgeartete  Polars jsteme  gilt,  ist  zwar 
analytisch  unschwer  einzusehen,  doch  dürfte  ein  rein  geometrischer  Beweb 
auch  in  diesem  Falle  erwünscht  sein. 

Wir  fassen  jenen  Satz  für  ausgeartete  Systeme  wie  folgt: 

f^Liegen  die  Oeradm^  welche  die  Ecken  ÄBCD  eines  Tetraeders 

mU  den  Polen  ah'cdf  der  SeUenehenen  B'C'D\  C'B'Ä,  D'ÄB\ 

Ä^C  eines  zweiten  Tetraeders  Äff  C'lf  in  Beeug  auf  einm  Kegd- 

schnitt  bee.  verbinden,  in  einem  Hyperboloid^  so  giU  das  Oleiche  wm 

den  Geraden,  welche  die  Ecken  AB'  C"D*  des  zweiten  Tetraeders 

mit    den    Polen    abcd    der    Seitenebenen  BCDy    CDÄ^    DÄB, 

ABC  des  ersten  Tetraeders  in  Beeug  auf  denselben  Kegdschmü 

bee,  verbinden," 

Beweis.    Wir   bezeichnen   die   Geraden,    in    welcher   die  Ebene  des 

Kegelschnittes  von  den  Seitenebenen  des  ersten  und  zweiten  Tetraeders  in 

der   aufgeführten  Reihenfolge    geschnitten  wird,    mit   aßyS   und   aßt  yd'. 

Nach  Voraussetzung  gehören  die  Ebenen  DÄa   BBb'  DCc  einem  Büschel 

an,   mithin  liegen  die  Dreiecke  aVc   und  ßy^  ya,  aß  perspectiv.     Analog 

erkennt  man,  dass  die  Dreiecke  ab'd'  und  ßd^  da,  aß  perspectiv  liegen  u.8.w. 

Die  Figuren  dUc'i  und  aßyÖ  sind  pölarreciprok;  ihnen  entsprechen  in  dem 

durch  den  Kegelschnitt  gegebenen  ebenen  Polarsystem  die  Figuren  aß'yö'  and 

abcdj  welche  gleichfalls  polarreciprok   sind.     Die  Dreiecke   abc  und  ßiy 

yV,    aß'    sind    perspectiv,    die    Ebenen    D'Äa^  D'B'b,    D'C'c   gehören 

einem  Büschel  an,  das  heisst,  es  giebt  eine  Gerade  durch  D\  welche  Äa^ 

B'b^    C'c   schneidet.     Analog    weist   man    eine    Gerade    durch  Ä    nach, 

welche  B'b,  C'c,  D'd  schneidet  u.  s.  w.  Die  Geraden  Ä'a,  B'6,  Cc,  D'd 

liegen  in  einem  Hyperboloid'^  denn  keine  zwei  derselben  treffen  sich,  wie 

sofort  gezeigt  wird,  ^  ^ 
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AngenommeD,  Äa  nnd  B"b  träfen  sieb,  also  anch  AB'  und  a&,  so 
iSge  y'6'  auf  ab,  also  ging  63  durch  «/?,  OD  trftfe  c  (f,  Cc'  also  DtT  gegen 
die  Voraussetzung. 

Lftsst  man  den  Kegelschnitt  in  den  unendlich  fernen  imaginären  Kugel- 
kreis übergehen,  so  erhält  man  aus  obigem  Satze  den  a.  a.  0.  unter  III 
aufgeführten  metrischen  Satz.  Letzterer  gilt  sonach  in  jeder  der  drei  mög- 
lichen Geometrien. 

Der  Chasles'sche  Satz  über  polare  Tetraeder,  sowie  die  ümkehrung 
desselben,  gelten^  wie  aus  obigem  Beweise  hervorgeht,  bei  geeigneter 
Fassung  anch  für  ausgeartete  Polarsjsteme. 

Es  möge  an  dieser  Stelle  noch  nachgetragen  werden,  dass  der  Satz  I 
meiner  citirten  Note  analytisch  zuerst  von  Hermes,  Grelles  Journ.  1859 
Bd.  56  S.  222 ,  bewiesen  wurde.  Man  kann  ihn  auch  aus  dem  C  h  a  s  - 
les'schen  Satze  folgern.  Vergl.  noch  Schur^  Mathem.  Ann.  1882  Bd.  19 
S.  429. 

Osthofen  (Eheinheasen).  Dr.  P.  Müth. 


VL  XTeber  die  Constmction  von  Kegelsohnitten  aus  fünf  Punkten 
oder  fünf  Tangenten. 

Wie  es  scheint ,  ist  bisher  unbemerkt  geblieben ,  dass  die  obengenannten 
Aufgaben  durch  die   einfachsten  Hilfsmittel  der  gewöhnlichen   Perspective 
gelöst  werden  können.     Bezeichnet  nämlich 
in    Pig.  1  pg   den    Horizont,    P^Hi^g    die  *^'    * 

Grundlinie,   0  das  Projectionscentrum  (auf-  jP 

/!VX 


\\ 


geklappt  in  die  erweiterte  Bildebene),  end- 
lich Pp  eine  gegebene  Gerade,  welcher  in 
der  Grundebene  die  Gerade  l^B^  entsprechen 
möge;  so  ergiebt  sich  letztere  dadurch, 
dass  Op  und  hierzu  parallel  l^B^  gezogen 
wird. 

Für  eine  zweite  Gerade  Qq  ist  analog 
QQ^VOq^  und  wenn  Tl^^  und  QQ^  sich 
rechtwinklig  schneiden  sollen,  muss  0  auf 
dem  über  pg  construirten  Halbkreise  liegen. 

I.  Die  Punkte  a,  &,  c,  (2,  e  (Fig.  2), 
durch  welche  ein  Kegelschnitt  gehen  soll, 
denke  man  sich  als  Punkte  der  Bildebene 
und    gruppire    sie   zu  dem   Vierecke  ab  cd 

und  dem  Dreieke  ace.  Die  Gegenseiten  des  Vierecks  mögen  sich  in  g 
nnd  h  schneiden;  nimmt  man  gli  zum  Horizont  nnd  wählt  das  Projections- 
centrum   willkürlich    auf    dem    Halbkreise    über   gh^    so    entspricht    dei 
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Vierecke  ah  cd  ein  Rechteck.  Wenn  ferner  a  e  und  c  e  den  Horizont  in 
f  und  k  schneiden;  nnd  das  Projeotionscentmm  auf  den  Halbkreis  über  ik 
gelegt  wird,  so  entspricht  dem  Dreiecke  ace  ein  rechtwinkliges  Dreieck. 
Als  Projectionscentrunk  wKhle  nsan  nun  den  Durchschnitt  0  der  Halbkreise 
über  gh  nnd  ik;  dem  Fünfecke  ahcde  entspricht  dann  das  Fünf- 
eck ABC  DE,  welches  aus  dem  Rechtecke  ABCD  und  dem  bei  E  recht- 

Fig.  2. 


winkligen  Dreiecke  AEC  besteht.  Um  dieses  Fünfeck  lässt  sich  ein  Kreis 
beschreiben,  nnd  das  Perspectiybild  des  letzteren  ist  der  gesuchte  Kegel- 
schnitt. 

Diese  Constraction  liefert  zugleich  einen  elementaren  synthetischen 
Beweis  dafür ,  dass  ein  Kegelschnitt  durch  fünf  Punkte  eindeutig  bestimmt 
ist,  was  sonst  auf  weniger  einfache  Weise  dargethan  wird. 

IL  Soll  ein  Kegelschnitt  von  fünf  Geraden  berührt  werden,  deren 
Durchschnitte  das  Fünfeck  ahcde  geben  (Fig.  3),  so  nehme  man  dessen 
Ebene  zur  Bildebene  und  constmire  durch  Yerl&ngenmg  yon  ae  und  cd 
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das  Viereck  ahcf;  die  Gegenseiten  desselben  mögen  sich  in  p  und  q 
sehneiden,  die  Diagonalen  ac  und  hf  mögen  der  Oeraden  pq  in  s  und  t 
begegnen.    Nimmt  man  pq  zum  Horizont  und  wählt  das  Projectionscentrum 

Fig.  3. 


willkflrlich  auf  dem  Halbkreise  Ober  st,  so  entspricht  dem  Vierecke  ahcf 
ein  Parallelogramm,  dessen  Diagonalen  sich  rechtwinklig  schneiden,  also 
ein  Bhombus  ABCF;  in  diesen  lässt  sich  ein  Kreis  beschreiben,  dessen 
Mittelpunkt  M  der  Durchschnitt  der  Diagonalen  AC  und  BF  ist.     um 
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noch  den  Punkt  H  zu  finden,  in  welchem  dieser  Kreis  die  Gerade  DE 
(entsprechend  d«)  berührt,   erinnere   man   sich   an   den    Satz:    Ist  G  der 


"T 


Fig.  4. 


Durchschnitt  dei'  Fünfecksdiagonalen  A  D  und 
CE,  so  geht  die  Gerade  BG  durch  den  ge- 
suchten Berflhrungspankt  H^  und  dann  stehen 
DE  und  HM  senkrecht  auf  einander.*  Ist 
nun  tt  der  Durchschnitt  von  dt  mit  dem 
Horizonte,  so  construirt  man  der.Beihe  nach 
adt  ce,  g^  hg,  h  und  zieht  die  Yerbindungs- 
linie  Am,  welche  den  Horizont  in  v  trifft; 
der  Durchschnitt  0  der  Halbkreise  über  st 
und  UV  ist  nun  das  gesuchte  Projections- 
centrum. 

Hierin  liegt  zugleich  ein  elementar- 
synthetischer  Beweis  dafür,  dass  ein  Kegel- 
schnitt durch  fünf  Tangenten  eindeutig  be- 
stimmt ist. 

III.  Nur  der  Vollstftndigkeit  wegen  er^ 
wähnen  wir  noch  die  Construction  der 
Kegelschnittsachsen  (Fig.  4).  Es  sei  0  das 
Projectionscentrum ,  o  der  Augenpunkt,  PQ 
der  verticale  Durchmesser  des  abzubildenden 
Kreises,  pq  die  Projection  von  PQ,  femer 
n  die  Mitte  von  pq^  welcher  N  entspricht, 
endlich  BS  die  durch  N  gehende  horizontale 
Kreissehne  und  rs  deren  Projection;  dann 
sind  pq  und  rs  zwei  conjugirte  Durchmesser, 
aus  welchen  die  Achsen  auf  bekannte  Weise  hergeleitet  werden  können. 

0.  SOHLÖMILOB. 


VIL  Nachtrag  zu  dem  Aufsatz  i, Einige  Methoden  etc.'' 

im  5.  Hefte  des  38.  Jahrganges  S.  288  ff. 
Durch  die  Gleichungen  16)  a.  a.  0.  ist  man  in  den  Stand  gesetzt,  die 
Grössen    der   Halbachsen   eines  Centralkegelschnittes   zu    finden;   denn  die 
Wurzeln  der  daraus  hergeleiteten  Gleichung 

sind  die  Quadrate  der  Achsen.  Es  bleibt  nur  noch  übrig,  für  den  Falli 
wo  J.  =  0,  der  Kegelschnitt  also  eine  Parabel  ist,  deren  Parameter  zu 
bestimmen.     Wenn   man   bei   dieser  Untersuchung   die   allgemeine   Kegel- 

*  Dieser  sehr  specielle  Fall  des  Er ianchon 'sehen  Satzes  lässt  sich  leicht 
elementargeometrisch  beweisen. 
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BchniitsgleichnDg  1 )  yerbnnden  mit  der  Bedingung  il  &=  0,  zu  Grande  legte, 
80  wlirden  sehr  umfangreiche  und  unerquickliche  Rechnungen  nothwendig 
werden;  wir  ziehen  es  daher  vor,  die  Parabel  auf  ein  Polardreieck  zu 
beziehen  9  wodurch  ihre  Gleichung  die  einfachere  Gestalt 

annimmt,  mit  der  Bedingung: 

TT-      •  X         ^%  sinket  +  a^a^  sin^ß  +  «i  «2  **^*y  =  0. 

Al  =  ^^»      -^8  =  %^n      ^33=  «1^2»      ^83  =  Al  =  A2  =  0, 

also  ergiebt  sich  aus  Gleichung  19): 

-P=öi (02  +  ^3)»    Ö  =  a2(ö8  +  öi)»    -B  =  «3(«i  +  «*)» 
femer  ist:  A=^a,a,a,.    e  =  a,  +  a,  +  a,. 

Daraus  folgen  nach  Gleichung  20)  die  Coordinaten  des  Brennpunktes: 

X.  =  -ö-T — .        .   z?  . —  («s  +  a3)«tnps»ny 
*        2Aesmaw«p5tny      *        a/      r       / 

=  -s — ; ^—ö—' — (a„  +  ao)s««i3my  etc., 

und  nach  Gleichung  21)  die  Gleichung  der  Directrix: 

Nun  ist  aber  der  Parameter  p  gleich  der  Entfernung  des  Brennpunkts 
von  der  Directrix,  und  diese  wird  ausgedrückt  durch  einen  Bruch,  dessen 
Zähler  gleich  der  linken  Seite  der  Gleichung  der  Directrix  ist,  wenn  man 
darin  die  absoluten  Werthe  der  Coordinaten  des  Brennpunktes  einsetzt, 
der  Nenner  aber  gleich  dem  Ausdruck: 
ai*(aj  +  a3)*m*j5stn'y+  ag*(fl3  +  a|)'*«n^y5t»^«+  03*(ai  +  ag)*«w*a^m*/3 

—  2aoa3  (»3  +  a,)  (a,  +  <^  ^^^ «  sinßsiny  cos  a 

—  203  a»  {üi  +  aj)  (Og  +  ag)sina»in*ßsiny  cosß 
^2aiafi{a^  +  aQ){a^  +  a^)sinasinß3m^ycosy, 

Zieht  man  von  den  drei  ersten  Posten  dieses  Ausdruckes  das  Quadrat 
der  linken  Seite  der  Bedingungsgleichung  ab,  wodurch  ihr  Werth  nicht 
▼erftndert  wird,  so  erh&lt  man  unter  Berücksichtigung  der  Relationen 
sin^ß  +  sin^y  —  sin^a  =i28inß siny cosa  etc.: 

{2a^*a^^$in*a8inß  8inyco8ci  +  2a^a^smcL  sin^ßsinycosß 
+  2ai^a/8inasinßsin^yco8yj 

and,  wenn  man  jetzt  die  drei  letzten  Posten  hinzufügt,  als  vollständiges 
Quadrat  des  Nenners: 

("  2 a^a^a^{ai  +  (I2+  a^){8incc co3a+  sin ß cos ß+  siny  cosy)sina sinßsiny 
^—AAesin^aain^ßsin^y. 
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Der    Zahler    aber  erb&lt,    wenn    man,    wie    oben    angegeben  worden 

ist,  verfuhrt,  den  Werth: 

M 

|a|(aj+a3)*s»n*j5m*y+a2(a3+ai)*m*y«n*a+a8(ai  +  ag)*^*a«n*j8j. 

Der  Klammerausdruck  lässt  sich  auf  folgende  Form  bringen: 

(OgOgÄtn*«  +  ct^a^sin^ß  +  a^(j^9wfy){fl^8wfa  +  a^skfß  +  a^sirfy) 
+  a^a^a^{ßsin^ßsm^y  +  28in^y8in^a  +  29m^asm^ß 

und ,  da  der  erste  Posten  dieses  Resultat«  vermöge  der  Bedingungsgleichung 
verschwindet,  der  zweite  aber  gleich  Aa^a^a^swfaswfßsin^y  ist,  so  ist 
der  Zfthler  gleich 

^  JA.«     .9/1.9         2M^^ncL8inßsmy 

2e9ma8inßsvny  '  e 

So  erhalten  wir  denn  als  Werth  des  Parameters: 


__  2MAsinasinßsiny         __  Mj/^ 


ey^^Aesin^asin^ßsin^y  e/e 

Hier  Y^irft  sich  aber  die  Frage  auf,  ob  dieser  Werth  reell  sei,  was 
nur  stattfinden  kann,  wenn  entweder  zugleich  A.  negativ  und  e  positiv 
oder  zugleich  A  positiv  und  e  negativ  ist;  es  lässt  sich  beweisen,  dass 
immer  das  erstere  der  Fall  ist. 

Die  Parabelgleichung,  von  der  wir  ausgingen, 
«1 V  +  »jV  +  «8  V  ="  0, 
kann  nur  dann  eine  reelle  Cnrve  bezeichnen,  wenn  eines  der  a,  z.  B.  a|; 
negativ  ist,  während  die  anderen,  o,  und  03,  positiv  bleiben;  denn  der 
Fall,  wo  zwei  a  negative  Zeichen  haben,  lässt  sich  auf  diesen  zurttck- 
führen,  indem  man  die  Seiten  der  Gleichung  vertauscht.  Dann  ist  aber 
A  =  — ajOsOs,  also  negativ;  der  Werth  von  c,  nämlich  —  aj  +  Oj  +  fls 
erhält  vermittelst  der  Bedingungsgleichung 

ajOgStn*«  —  a^ict^sin^ß  +  a^sin^y)  =  0 
durch  Elimination  von  a^  die  Gestalt: 

a^sin^ß  +  a^sin^y 

Der  Nenner  ist  nach  der  gemachten  Voraussetzung  positiv |  die  Ent- 
wickelung  des  Zählers  aber  liefert: 

a^^sm^y  +  a^*sin^ß  +  a^c^{sin^ß  +  sin^y  —  Mn^a)  =  {a^sU^y  ^a^sinßf 

+  4tafaf^sinßsinycos^^ay 

ein  Werth,  der  immer  positiv  ist 
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»1 

sina 

bi 

«1 

h 

äna 

0» 

sinß 

h 

=  - 

0« 

6, 

sinß 

a» 

siny 

\ 

0« 

*. 

siny 

Ich  ftige  für  diesen  nicht  umkehrbaren  Satz ,  dass  bei  jeder  Gleichung 
zweiten  Grades,  die  eine  Parabel  darstellt,  die  Determinante  negativ 
und  die  Function  e  positiv  sei,  noch  einen  zweiten  Beweis  bei,  der  auf 
einem  anderen  Princip  beruht.  Da  nämlich  eine  Parabel  mit  dem  aus 
einer  ihrer  Tangenten  und  der  unendlich  fernen  Geraden  gebildeten  System 
eine  doppelte  Berührung  hat,  so  kann  man  ihre  Gleichung  in  unendlich 
vielfacher  Weise  auf  die  Form 

(Oj«!  +  OgiCj  +  08«»)*+  ^(Pi^i  +  h^i  +  ^s^ti){3i>iSinu+x^sinß  +  x^8iny)  =  0 
bringen.     Die  Determinante  dieser  Gleichung  aber  lässt  sich  schreiben: 

öi*  +  2^i«wa  +  b^sina  (1^02  +  h^sina  +  bisinß  (^1%  +  h^sina  +  6,Ämy 
o^ai  +  bi8inß+l>2sina  a5*  +  &,5m/3+625t«j5  a^c^  +  b^sinß+b^siny 
a^Oi  +  b^siny  +  b^sincc     a^a^  +  b^siny  +  b^sinß       a^  +  \8my  +  b^smy 

ihre  Bildungsweise   lehrt   sofort,    dass    sie   das  Product   von  zwei   Deter- 
minanten, nSmlich: 

Oj     b^     sina 

Ojj     \    siny 

das  heiest,  ein  negatives  Quadrat  ist. 
Die  Function  e  femer  ist  hier: 

-'2{a^a^-]rb^sina+b^siny)cosß 
—  2(aiflj+fci«i»/3+ft^«ntt)a>5y 
=  01*  +  flg*  +  Oj*— 20,03005«— 20301  CO» /3  —  2aifl,a)«y. 

Ersetzt  man  cosa  durch  —  cos  ß  cos  y  +  sinß  siny  ^  so  wird: 
e  =  Oi'+  a^{sin^y+co^y)  +  (i^{sin^ß+co^ß)  +  2c^aQeosßcosy 

—  2a203»m/J»iny  —  ia^a^cosß—  2a^a2C0Sy 
=  0|*+  (Ogcosy  +  fljcosj?)*  +  (a^siny  —  c^sinß}^^  2ai{c^cosy  +  a^cosß) 
=  {a^cosy  +  a^cosß  -  a^y  +  (a^siny  -  a^sinßf, 
also  immer  positiv. 

Beispiel.  Die  Parabel,  deren  Brennpunkt  wir  a.  a.  0.  S.  292  und  308 
bestimmten,  hatte  die  Gleichung: 

rc,*«»*«  +  x^isin^y  —  sin^asin^ß)  +  x^{si»fß  —  sin^ysin^a) 
+  2x2X^sinßsinycos^a  —  2x^x^sinctsinßcosa 
—  2xiX2sinysinacosa^0'j 
A  fanden  wir  gleich  ^sinUsin*{ß^y) 

^^  e^sin*a{sin*a  +  isinßsinycostt)^ 

also  ist: 
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M.sin^a$m{ß  —  y)  2r8in^ct  sinßsinysiniß  —  y) 

p  s= —  = — -, 

sin^a{sin^ a  +  4sinß siny  cosap         {sin^a  +  4sinßsiny  cos ap 
oder,   wenn  man   den  Flächeninhalt  des  Fnndamentaldreiecks  mit  J^  und 
die  Mitteltransversale  von  Ä  aus  mit  ti  bezeichnet, 

n  SS  — ^- • 

Beneheim,  im  October  1898.  Dr.  Stoll. 


Vni.  Die  thermischen  Capaoitäten  der  festen  und  tropfbar 
flüssigen  Körper,  insbesondere  des  Wassers. 

§  1.  üeber  die  beiden  thermischen  Capacitftten  der  Oase  habe  ich,  ansser 
früheren  Mittheilungen  über  den  in  vielen  Lehrbüchern  enthaltenen  Ver- 
such von  Clement  und  Desormes  im  Bepertorium  der  Physik  (das 
mit  dem  27«  Bande  im  Jahre  1891  zu  erscheinen  aufgehört  hat),  auch  in 
der  letzten  Naturforscherversammlung  zu  Nürnberg  einen  Vortrag  gehalten.^ 

Dieselben  thermischen  CapacitSten  der  luft-  und  wasserförmigen  KOrper 
habe  ich  seither  wieder  nachgesehen,  das  heisst  im  Abschnitte  VIII  des 
in  der  Anmerkung  citirten   Buches  von  Clausius  fand  ich  die  Formel: 

'^^'''''  E\dT)''   dp' 
wobei  sich  der  Suffix  p  auf  constanten  Druck  und  v  auf  constantes  Volum 
beziehen ,  sowie  T  die  absolute  Temperatur  und  E  das  mechanische  WSnne- 
ftquivalent  bedeuten. 

Zum  Beweise  dieser  Formel  muss  man  ausser  dem  ersten  auch  den 
zweiten  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie  herbeiziehen  (siehe 
V.  Abschnitt  bei  Clausius).  Aber  die  Specialisirung  für  gasförmige 
Körper,  die  ich  nur  im  Vorbeigehen  kurz  erwähnen  will,  giebt  die  bekannte, 
auch  elementar  ableitbare  und  zur  Berechnung  von  E  benutzte  Formel: 

Cp  =  C„  +  -^» 

wo  K  die  Constante  des  (allgemeinen)  „Gasgesetzes*'  ist: 

pv—KT, 
§  2.    Noch   eine   Vergleichung :    Bei   den  Gasen  ist  unmittelbar  ein- 
zusehen,   dass   die  (kleine)  Wärmezufuhr  dQ  theils   zur  Erwärmung  i% 
theils  zur  (äusseren)  Arbeitsleistung  pdv  verwendet  wird,  dass  also: 


*  Im  elften  Capital  der  „Theorie  der  Wärme"  von  Maxwell  ist  jener  Ver- 
such kritisch  erwähnt,  aber  theilweise  unrichtig  beurtheilt.  Clausius  erw&hnt 
denselben  in  seiner  „Mechanischen  Wärmetheorie"  (2.  Aufl.  1876)  gar  nicht  und 
benutzt  statt  dessen  zur  Bestimm ang  des  Verhältnisses  der  beiden  thermiacben 
Capacitäten  die  New ton-Laplac ersehe  Formel  für  die  Schallgeschwindigkeit 
Den  genannten  Vortrag  siehe  im  gedruckten  Bericht  der  Versammlung. 
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aas  den  beiden  letzten  Gleichungen  entsteht  also ,  wenn  man|?  constant 
denkt,  xr 

und  der  Quotient -j^  stellt  Cp  vor,    so  dass  wir  hiermit  wiederum  zur 

zweiten  Gleichung  vom  Eingange  des  Gegenwärtigen  gelangt  sind. 

Bei  den  festen  und  tropfbar  flüssigen  Körpern  kommt  auf  die  im 
dritten  Absätze  des  §  1  blos  angedeutete  Weise  statt  der  vorletzten  Gleichung 
zu  Stande :  T  d  n 

und  analog  zur  jetzigen  vorletzten  Gleichung : 

80  dass  jetzt 

'^^'''^E"dT'~dT 

und  hieraus  die  erste  Gleichung  oben  entsteht.  Aus  dieser  Vergleichung 
der  Theorie  der  Gase  mit  der  Theorie  der  Wärme,  wenn  der  vermittelnde 
Körper  einem  der  beiden  anderen  Aggregatzustande  angehört,  mag  nur  her- 
vorgehen, dass  im  ersteren  Falle  der  erste  Hauptsatz  der  Theorie  hinreicht, 
im  zweiten  nicht. 

§  3.  In  der  obersten  Gleichung  ist  der  erste  vorkommende  Differential- 
qnotient  augenscheinlich  av  und  der  zweite  ßv^  wenn  mit  o  der  thermische 
and  mit  ß  der  mechanische  Ausdehnungs-Coefficient.  bezeichnet  werden, 
nnd  der  letztere  Quotient  ist  negativ,  so  dass  die  Gleichung  wird: 

Es  fällt  mir  auf,  dass  Clausius  diese  vereinfachende  üeberfdhrung 
nicht  wählt,  sondern  in  dem  gleich  darauffolgenden  Zahlenbeispiele  für 
Wasser  von  0^  2ö^  und  50^  bei  jedem  der  beiden  Differentialquotienten 
das  V  einbezieht.  Dabei  begegnet  ihm  noch  das  Versehen,  dass  er  im 
selben  Falle  von  25^  bei  o  das  i;  =  0,001  und  bei  ß  das  t;  =  0,001003 
annimmt,  was  allerdings  im  rechnerischen  Resultate  nicht  sehr  viel  verdirbt. 

Im  Falle  von  0^  besteht  kein  unterschied.  Ich  fand  durch  logarith- 
mische  Rechnung  e,  -  c„  =  0,0004951, 

was  Clausius  mit  Recht  auf  00005 

abkfirzt 
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Im  Falle  von  25*^  finde  ich    0009897 
wo  Clans  ins  0,0098  schreibt,  ich  also 

0,0099 
schreiben  mnss.     Aber  im  Falle  von  50^  finde  ich 

0,03666, 
wo  Clansins  nur  0,0358  hat,  also  statt 

0,0367; 

das   ist  nm  27,  Procent  bleibt  das   unrichtige  Resultat   zu  klein.     Es  ist 

^»°»"«^  nmim9Cabikmeter 

v^  =  0,001012  ^=n . 

^  Kilogramm 

also  verhalten  sich  das  richtige  und  unrichtige  Resultat  wie  1,012^  zu  1. 
Mit  Regnault's  Werthen  von  Cp  fttr  diese  drei  Temperaturen  wird 
alsdann  bei:  ao  oro  5Q0 

c.  =  0,9995       0,9917        0,9675, 
statt 

^  .  ^,       .  c.  =  0.9995        0,9918        0,9684 

bei  Clausius. 

§  4.  Dasselbe  Versehen  vom  §  5  des  VIII.  Abschnittes  kommt  auch 
im  §  6  wieder  vor,  wo  Clausius  eine  andere  thermische  Capacit&t  be- 
rechnet als  die  beiden  bisher  genannten ,  und  zwar  für  Wasser  von  100® 
in  Berührung  mit  gesättigtem  Dampfe.  Clausius  leitet  hierfür  die 
Gleichung  ab:  ^  T  ä^v^   dp 

^^^^      EdT'äf' 

A   n 

worin   Cp   die   frühere  Bedeutung    und  für    -^  wieder  ßv  gesetzt  werden 

kann.     Bei  Wasser  von   100  <^  ist  /?==  0,00080;  aber    v  ist  nieht  1,   be- 
ziehungsweise 0,001  Meter ^:  Kilogramm,  sondern  1,043  oder  0,001043. 

Als  Minuend  benutzt  Clausius  den  Werth  von  Regnault,  Cp  «=  1,013, 
als  Subtrahend  findet  er  0,00026;  das  ist  nach  voriger  Angabe  um 
4,3  Procent  zu  wenig,  so  dass  es  0,00027  lauten  sollte.  Aber  da  e^  nur 
auf  drei  Decimalen  angegeben  ist,  so  ist  ohnehin  c  nahe  gleich  Cp. 

Hiernach  wendet  Clausius  vorige  Gleichung  auf  Wasser  und  Eis 
bei  0®  an,  wo  wirklich  das  vorige  1;  =  0,001  ist  und  e^sl,  also 

0=1-0,055  =  0,945. 

Endlich  für  das  Eis:  Da  setzt  Clausius  das  richtige  9  =  0,001087, 
«^  ^*^  c  =  0,48  +  0,151  =  0,631. 

An 
In  den  beiden  letzten  Fftllen  ist  nämlich  -7^  negativ  und  zwar  gleich 

10333 

rö>  weil   sich  der  Gefrierpunkt  um  0,00733  bei  einer  Atmosphäre 


0,00733 
Mehrdruck  erniedrigt  ^  j 
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§  5.  loh  gehe  noch  zu  §  7  fiber,  welcher  von  der  Adiabase  handelt 
oder  den  , , isentropischen  Aendeningen  eines  Körpers '^  Da  Cl auslas  die 
Entropie  mit  8  bezeichnet,  so  verstehen  wir  seine  Gleichung  12: 

dp  ^  Cp    dp  ^ 
im  obigen  §  3  habe  ich  den  letzteren  Differentialquotienten  gleich   ^ßv 
gesetzt   und  jetzt   werde    ich  statt   dieses  ß  setzen   /3«,    um  die  dabei  zu 
machende  Voraussetzung  der  constanten  Temperatur  anzudeuten.    Dann  ist 
sofort  einzusehen  die  Identitftt: 

d^v  ^ 

und  die  vorige  Oleichung  wird  zu 

I)  ft-^-i?.. 

Man  aberzeugt  sich  sofort,  dass  diese  beiden  CompressibilitSts*Coefficienten, 
der  adiabatische  (oder  isentropische)  j^^  und  der  isothermische  ßt  die  reci- 
proken  Elasticit&tsmoduli  des  Körpers  vorstellen,  so  dass,  diese  mit  JB^  und 
Et  bezeichnet»* 

n  ^,=  ^.^„ 

Ca 

wodurch  man  wiederum  an  die  im  Jahre  1819  von  L  ap  1  aoe  der  Newton  'sehen 
Formel  fttr  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  der  Luft  zugefügte  Correctur 
erinnert  wird. 

Setzt  man  in  I  für  c,  den  aus  der  ersten  Gleichung  des  obigen  §  3  sich 
ergebenden  Werth,  wobei  das  dort  ohne  Suffix  geschriebene  ß  jetzt  zur 
Unterscheidung  von  ß^  als  ßt  zu  schreiben  ist  (bei  a  ist  der  Suffix  p  un- 
nöthig,  da  kein  anderer  thermischer  Ausdehnungs-CoefGcient  hier  vorkommt), 
so  erhftlt  man: 

So  hat  man  also  hier  in  I  und  II  die  nöthigen  Gleichungen  zur  Be- 
stimmung der  beiden  j9,  wenn  die  beiden  e  und  das  er  bekannt  sind. 
Umgekehrt  sind  I  und  die  erste  Gleichung  im  §  3  zur  Bestimmung  der 
beiden  c  brauchbar,  wenn  die  beiden  ß  und  das  a  bekannt  sind.  Beide 
Male  ist  der  Quotient  und  die  Differenz  der  beiden  Unbekannten  gegeben. 

§  6.  Es  erinnert  dies  an  die  weiter  verbreitete  Aufgabe,  fttr  Gase 
Cp  und  Cp  zu  bestimmen,  wozu  I'  und  die  erste  Gleichung  des  §  3  in  der  Form: 

1 

erscheint;  p^v^a  (fttr  0^)  ist  das  £*  am  Schlüsse  des  obigen  §  1  und  fttr 
0^  ist  T.a  =  l. 


*  Eine  Verwechtlang  mit  dem  nichtindicirten  J&,  welches  ich  vonClausius 
als  das  mechanische  Wärmeäquivalent  herübemehme,  iet  wohl  nicht  zu  besorgen.       t 
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II  ist,  was  Claasins  mit  den  Differentialqnotienten  statt  des  a  und 
der  beiden  ß  als  Gleichung  13  schreibt;  14  ist  von  I  fast  nicht  Yer- 
scbieden  und  wegen  15  sage  ich: 

Analog  II  entsteht  auch  noch,  wenn  man  statt  e^,  das  Cp  eliminirt 
(oder  durch  Einsetzen  aus  I  für  (^  in  II  und  Division  mit  dem  Producte 
der  beiden  ß)i  \       i  T     (a\^ 

diese  Form  bietet  auch  den  Vortheil  vor  deijenigen  des  Claus  ins,  daas 
sie  ihre  wesentliche  üebereinstimmung  sofort  darthut  und  deshalb  neben 
I  und  II  ganz  wegbleiben  kann.  Nur  als  Zusatz  mag  bemerkt  werden, 
dass  wir  hiermit  auch  noch  einen  weiteren  Differentialquotienten  wegschaffen 
können,  indem  ^p       ^ 

^"^  d 

sich  ergiebt     Dieser  Differentialquotient  ist  aber  mit  demjenigen   ^  im 

dT 

obigen  §  4  nicht  zu  verwechseln ,  sowenig  wie  das  dortige  c  mit  dem  c» . 
§  7.  Zum  Schlüsse  will  ich  noch  die  Dimensionen  der  in  II  vor- 
kommenden Grössen  aufstellen  und  dabei  neben  dem  Meter  und  Kilogramm 
als  den  bekannten  Einheiten  die  Beschleunigung  (darin  steckt  also  die  Zeit- 
einheit) und  den  Wärmegrad  als  Hilfseinheiten  bestehen  lassen;  diese  beiden 
letzteren  entfernen  sich  bei  der  Verification  von  II  am  schnellsten. 
Es  sind  die  beiden  ß  Meter*:  Kilogramm  mal  Beschleunigung, 

T  Grad, 

o  Grad  hoch  minus  1, 

V  Meter ^  :  Kilogramm, 

{E.Cp)  Meter  mal  Beschleunigung  durch  Grad; 
zur  Erklärung  der  letzten  Zeile  diene,  dass  {Ecp)   die  mechanisch  (nicht 
thermisch)  gemessene  Wärmemenge   für  ein  Kilogramm  und  ein  Grad  dar- 
stellt; die   entsprechende  Arbeit  ist  aber  Kilogramm   mal   Beschleunigung 
mal  Meter. 

Augsburg.  Prof.  Dr.  Kurz. 
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VIL 
Aequivalenz  der  Linientbeilsysteme. 

Dargestellt  mittelst  des  geometrischen  Kalküls. 

Von 
Ferdinand  Kraft, 

Prlratdooent  an  der  UniveraitAt  Zürich. 


Sobluss. 


§  7.  Das  Moment  eines  Vereines  von  Linientreuen 
bezüglioli  einer  Achse. 

1.    Sind  EO  und  AB  irgend  zwei  Linientheile ,  dann  ist 

{EO){AB)-=EOÄB==^E{0'-'E)(Ä''0){B-^Ä), 

oder,  wenn  wir         0-£=e,     ^-0  =  ^,     B-^ä  —  k 

^^^""^  {EO)(ÄB)  =  E{bq%).    ' 

Der  Späth  (c^x)  wird  das  Moment  des  Linientheiles  AB  bezüglich 
der  mit  EO  zusammenfallenden  Geraden  als  Achse  genannt,  wobei  s  eine 
Strecke  von  ganz  beliebiger  Länge  sein  kann,  der  gewöhnlich  die  Länge 
Eins  beigelegt  wird. 

Die  Momente  eines  Linientheiles  bezüglich  eines  Punktes  und  bezüg- 
lich einer  Achse  unterscheiden  sich  wesentlich  dadurch,  dass  das  erstere 
stets  eine  ebene  FlSche,  das  letztere  stets  ein  Eörperraum  resp.  eine  Zahl 
ist,  wodurch  im  Allgemeinen  die  Momente  bezüglich  eines  Punktes  ungleich- 
artige Grössen,  die  Momente  bezüglich  Achsen  aber  stets  gleichartige 
Grössen  sind. 

Weil  Qx  das  Moment  von  AB  bezüglich  des  Punktes  0  ist,  so  ist 
sein  Moment  bezüglich  einer  durch  den  Punkt  0  gehenden  Achse  gleich  dem 
Prodncte  aus  einer  Strecke  auf  dieser  Achse  und  seinem  Polarmomente  für 
irgend  einen  Punkt  dieser  Achse,  so  dass  mit  ^x  =  3)t: 

(^0)UB)  =  ^(aün)  =  i?(ÜWa). 

Weil  die  Linientheile  {EO)  und  {AB)  auf  ihren  Trägern  sich  beliebig 
Terschieben  lassen,  ohne  ihre  Werthe  zu  ändern,  so  entsteht  der  Satz: 

ZeiiMhriTt  t  Mathematik  u.  Phytik.  8D,  Jahrg.  1894.  ».Heft  ^^T^  ^  ^  ^R^ 

y  OP    TBK 
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„Das  Moment  eines  Linientheiles  bezüglich  einer  Achse  ist  gleich  dem 
Spatbe  über  irgend  einer  Strecke  der  Achse  nnd  einer  der  Strecke  des 
Linientheiles  gleichen  Strecke  auf  dem  Träger  dieses  Linientheiles  als 
gegenüberliegende  Kanten.  Der  Entstehungssinn  des  Spathes  giebt  den 
Sinn  des  Momentes  bezüglich  der  Achse  an.  Das  Moment  eines  Linien- 
theiles bezüglich  einer  Achse  ist  gleich  dem  Prodacte  aus  einer  Strecke 
auf  der  Achse  und  seinem  Polarmomente  bezüglich  eines  Punktes  der 
Achse." 

Weil  (^x)==|y  ist,  so  haben  wir  noch: 

{EO){AB)  =  E{B\y). 

»Das  Moment  eines  Linientheiles  bezüglich  einer  Achse  ist  gleich 
dem  inneren  Producte  aus  einer  Strecke  auf  dieser  Achse  und  der  Achsen- 
strecke seines  Momentes  bezüglich  irgend  eines  Punktes  dieser  Achse, 
gleich  der  Länge  der  Projection  der  Achsenstrecke  auf  die  Achse,  wenn 
e  Einheitsstrecke  ist.** 

Bezeichnen  wir  das  Moment  des  Linientheiles  bezüglich  der  Achse  < 
mit  If,  <)C  (s,  y)  mit  D,  setzen  gsapk^  dann  ist: 

Dabei  bedeutet  p  den  Längenabstand  des  Trägers  des  Linientheiles  A.B 
von  dem  Punkte  0  der  Achse,  pk  die  Flächenzahl  der  durch  die  Punkte  O, 
A  und  B  bestimmten  Fläche  des  Spathes,  dessen  Höhe  mit  dieser  Flftche 
als  Grundfläche  ecos^  ist 

Femer  haben  wir  mit  (x  e)  =  |  fi : 

Hier  bedeutet  rco${q^  fi)  die  zu  der  Grundfläche  (xe)  gehörende  Höhe 
des  Spathes,  welche  gleich  dem  kürzesten  Abstände  der  Träger  von  (JEO) 
und  {AB)  ist.     Setzen  wir  die  Höhenstrecke  gleich  d,  so  ist 

2fs=  jxe==xcd. 

Nun  lässt  sich  noch  setzen  x  =  2  c  +  x^  wo  x'  die  Projection  von  x  auf 
eine  zu  e  senkrechte  Ebene  bedeuten  soll,  was  führt  zu 

„Das  Moment  eines  Linientheiles  bezüglich  einer  Achse  ist  gleich  dem 
Producte  aus  der  Achsenstrecke,  der  kürzesten  Abstandsstrecke  der  Träger 
der  Linientheile  [EO)  und  (J-B),  sowie  der  Projection  des  Linientheiles 
auf  eine  zur  Achse  senkrechte  Ebene". 

Es  ist:  M^BQ^. 

Setzen  wir  x  =  x,  +  x^,  wobei  x,  =|?«,  %„  parallel  zu  einer  zu  e  senk- 
rechten  Ebene  ist,        ^  =  p.  +  p„  =  ^.  +  p,^  +  ^,, 

wobei    ^«||s,    q^a^^ai    ^a-L«a   ist,  so  erhalten  wir: 
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„Das  Moment  eines  Linientheiles  in  Bezug  auf  eine  Achse  ist  gleich 
dem  Süsseren  Prodncte  aas  der  Acbsenstrecke ,  dem  kürzesten  Abstände 
der  Achse  und  des  Trägers  der  Projection  des  Linientheiles  anf  eine  zur 
Achse    senkrechte  Ebene,  sowie  der  Projectionsstrecke  des  Linientheiles/' 

Diese  Definition  des  Zahlmomentes  eines  Linientheiles  stellte  man 
bisher  an  die  Spitze. 

2.  Sind  C|,  fj  ^^^  ^3  ^^®  Strecken  dreier,  im  Pankte  0  sich  schnei- 
dender Achsen ,  M^ ,  M^  und  M^  die  auf  sie  bezogenen  Momente  des  Linien- 
theiles  ^B,  ist  ^ 

die  Strecke  einer  vierten  durch  0  gehenden  Achse,  welcher  das  Moment 
M  zukommt ,  das  Moment  des  Linientheiles  bezüglich  des  Punktes  0  gleich 
ÜR,,  dann  ist:  Mi  =  um^,     ?  =  0,  1,  2,  3, 

8 

1 
mithin:  8 

i 

„Ans  den  Momenten  bezüglich  dreier  durch  einen  Punkt  gehender 
Achsen,  die  nicht  einer  Ebene  parallel  sind,  iSsst  sich  das  Moment  des 
Linientheiles  für  jede  andere,  durch  denselben  Punkt  laufende  Achse 
numerisch  ableiten,  und  es  besteht  dabei  zwischen  den  Momenten  dieselbe 
Yielfachengleichung  wie  zwischen  den  Achsen." 

Nehmen  wir 

«  =  öi«i  +  «2^«  +  Ö8«8>     Q  —  ^h+Vh  +  '^hy     »  =  Ä?*«i+*irf»  +  **f8» 
dann  ist  auch 

Ä"=  K«i  +  flj'»  +  08«s)(««i  +yh  +  ^«bX**^  +*r*«  +  *»*8)t 
das  heisst,  (ct^jCs)»!  gedacht: 

«l       «2       ^8 

Jtfs=     X      y      z 

Kx        ny        Kg    I 

und  wenn  wir  diese  Determinante  entwickeln: 

M  =  a^(yK  —  zlcy)  +  a^izh,  —  xJc^  +  a^ixTcy  —  yhx)^ 

^  =  <^iff*  +  <h9»  +  ^9*y 
80  dass  die  Momente  bezüglich  der  Achsen  f|,  i^  und  fg  sind: 


M^  =  «»y—  yJcs  ==  ^,  =  ng. 
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3.  Geht  die  Achse  b  nicht  durch  den  Punkt  0,  sondern  durch  den 
Punkt  Oii=^0  +  8f  nehmen  wir  A'=Oi  +  q^^O  +  q,  dann  erhalten  wir 
zunächst  Tir-,  e^  •* 

und  weil  ^|  =  ^*- j  ist,  so  ergiebt  sich: 

„Das  Moment  des  Linientheiles  AB  bezüglich  der  Achse  O^e  ist  gleich 
dem  Unterschiede  der  Momente  der  Linientheile  äk  und  O^x  bezüglich 
der  Achse  Of/' 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  unmittelbar,  wenn  wir  noch 
d  =  diii  +  d^B^  +  d^e^ 


setzen , 


M  = 


Kx  fCy  Kg 


«1 

<h 

«8 

X 

y 

g 

— 

JCz 

h 

h. 

»1      «»      «8 

dl    d,    dg 

iCjg      Ku      rCg  ; 


ä,  «J» 

+  *, 

^    d, 

+  h 

A    ä, 

a,    o. 

<h    «1 

0,    «, 

Aus   der  Streckengleichung  des  Momentes,   oder  durch  Auswerthung 
der  vorstehenden  Determinante  ergiebt  sich: 

1)   M=^{a,M,  +  a^M^  +  a^M;)  +  Tcs 

4.  Nunmehr  sei  ein  Verein  von  Linientheilen  gegeben. 
Sein  Moment  bezüglich  irgend  einer  Achse  Oe  des  Baumes  ist,  wenn 
0  Coordinatenpol  ist: 

n  n  n 

111 

H  n 

=  e^  i  gi  cos  0/  =  e^tjpi  h  cos  ö«, 


M 


'2' 


1  1 

<h  <h  H 

^i  Vi  üi 

r^ifZ  f^ltff  f^lj» 


Befindet  sich  der  Coordinatenpol  ausserhalb  der  Achse  e,  dann  haben  wir: 

n  n 

M  =  ^< B{qi  -  d)Ki  =  B^i {qi  -  d)x,, 


mithin  auch: 


K-^, 


M.^, 


«1  «8                 Os 

Xi  —  d^  yi  —  d^   »i  —  d^ 

«1         «i  «8 

xi     yt  01 


«1      «i      «8 

dl     dg     dg 

Kx         rv«        Kjg 
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Setzen  wir  noch 


•3f|i 


dann  erscheint  die  Qleichnng  1)  wieder,  wenn  wir  die  Determinanten  lösen. 
5.  Wenn  » 

ist,  dann  ist:  ^ 

Ä;,  =  0,   Ä;y  =  0,   Ä.=0,     Jlfi  =  0,  J£,  =  0,   Jlf3  =  0, 

und  das  ist  der  Fall,  wenn  ®s=0  ist. 

„Ist  ®  =  0,  dann  verschwindet  die  Summe  der  Momente  der  sämmt- 
lichen  Elemente  des  Vereines  bezüglich  jeder  Achse  des  Raumes,  die 
Summe  der  Spathe,  welche  eine  beliebige  Strecke  des  Baumes  zur  gemein- 
samen Kante  und  die  Strecken  der  Linientheile  des  Vereines  zu  Oegen- 
kanten  haben/' 

„Damit  ®  =  0  sei,  müssen  die  Summen  der  Momente  der  Linientheile 
des  Vereines  bezüglich  dreier  ungleichartiger  Achsen  des  Baumes  ver- 
sehwinden; ist  solches  nicht  der  Fall,  dann  verschwindet  wenigstens  eine 
dieser  Summen  nicht/' 


§  8.   Aequivalenz  eines  räumlichen  Vereines  von  Linientheilen 
mit  zwei  sich  kreuzenden  Linientheilen. 

1.  Jeder  Linientheil  AB  iKsst  sich  aus  vier  in  keiner  Zahlbeziehnug 
stehenden  Punkten  des  Baumes  numerisch  ableiten. 
Sei  4  4 

dann  ist:  *  ^ 

4  4 


E^E^ 


AB=ifn^^E^ E^  -f  fn^^E^^ E^  +  fn^^E^ E^  +  m^^E^E^  +  m^^E^E^  +  m^E^E^, 

Nun  dürfen  wir  setzen: 

AB  ^  E^im^^E^  +  m^^E^  +  m^^E;)  +  {m^E^E^  +  m^^E^E^  +  m^E^E;), 

wodurch  der  Linientheil  ilJ?  als  die  Summe  zweier  Linientheile  erscheint, 
von  denen  der  TrSger  des  ersten  durch  den  Punkt  E^  geht,  welcher  die 
ihm  gegenüberliegende  Ebene  des  Grund -Tetraeders  in  dem  Punkte  F 
sehneidet,  der  durch  die  Gleichung  gegeben  ist: 


1 

1 

AB  = 

a,    0, 

E,E,+ 

«1    fl» 

E,E,+ 

«I       «4 

6.    l. 

E,E,+ 

+ 

0,    a. 

E,E,+ 

Oj      «4 

E,E„ 
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der  zweite  in  der  eben  genannten  Ebene  sich  befindet.  Die  TrSger  dieser 
beiden  Linientbeile  schneiden  sich  in  JP,  denn  es  ist  das  äussere  Prodnct 
ans  ihnen  gleich  Null.     Wir  erhalten  nSmlich: 

(♦»*i2-^i^2  +  mi^E^E^  +  ini^E^E^)(m^^E^E^  +  m^^E^E^  +  m^E^E^ 

wenn  wir  die  Werthe  der  m- Grössen  substituiren. 

Sind  nan 

AiBt  =  E,{a,E^  +  hE^  +  dE,)  +  {d^E^E^  +  e^E^E^  +  fiE^E^, 
2  =  1,  2,...n  die  n  Elemente  eines  Vereines  von  Linientheilen,  so  ist  ihre 

Summe:  JU,  -^ 

©  ^^iA,B,  =  E,^,{a,E,  +  hE^  +  c^E,) 

1  1 

M 

1 

Hiernach  besteht  die  Summe  aus  zwei  Linientheilen ,  von  denen  der 
TrSger  des  einen  durch  einen  bestimmten  Punkt  geht,  der  andere  in  einer 
diesen  Punkt  nicht  enthaltenden  Ebene  liegt,  so  dass  diese  Linientbeile  im 
Allgemeinen  sich  kreuzen.  —  Weil  die  Fundamentalpunkte  des  Raumes 
unter  der  Beschränkung  willkürlich  wählbar  sind,  dass  sie  in  keiner  Zahl- 
beziehung stehen,  lehrt  diese  Betrachtung: 

„Ein  räumlicher  Verein  von  Linientheilen  ist  auf  unendlich  viele 
Arten  zwei  sich  kreuzenden  Linientheilen  äquivalent«  von  denen  der 
Träger  des  einen  durch  einen  beliebig  angenommenen  Punkt  geht,  der 
andere  in  einer  diesen  Punkt  nicht  enthaltenden  willkürlich  angenommenen 
Ebene  liegt" 

Wenn  der  Verein  einem  Linientbeile  äquivalent  ist,  wenn 

n 

1 
ist,  dann  ist:  @@  —  {AB){AB)  =  0, 

Ist  dagegen  der  Verein  zwei  sich  kreuzenden  Linientheilen  Squiralent 


® 


=^,A,Bt  =  AB  +  CD, 

1 


dann  ist:  @@  ^  ^^j^  ^  CD){ÄB  +  CD)  =  2{ABCDy 

Der  letzte  Ausdruck  verschwindet  nur  dann,  wenn  seine  vier  Punkte 
in  einer  Ebene  liegen,  und  dann  ist  (AB+CD)  einem  Linientbeile  in 
dieser  Ebene  gleich. 

Die  Bedingung  dafür,  dass  ein  Verein  von  Linientheilen  einem  Linien- 
tbeile äquivalent  sei,  ist  mithin: 
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„Eine  Snmme  von  Linieniheilen  ist  nur  dann  einem  Linienibeile 
Squiyalent,  wenn  das  äussere  Prodnct  aas  ihr  und  ihr  selbst  verschwindet/' 

Diesen  und  den  vorhergehenden  Satz,  welcher  in  allgemeinster  Weise 
die  Aequivalenz  eines  Sjstemes  von  Linientheilen  zwei  sich  kreuzenden 
Linientheilen  giebt,  hat  bereits  Grassmann  {A^^  Nr.  285)  bewiesen. 

3.  Mit  dem  beliebigen  Punkte  0  als  Beductionspunkt  ist: 

n 

1 
Hierbei  ist  |  y  ein  Feld ,  dessen  Fläche  und  Stellung  bestimmte  Geltung 
hat,  welches  aber  jedwede  Lage  im  Baume  haben  kann.    Wir  dOrfen  des- 
halb setzen:  ,         m      rf\  '      n  '      n  ' 

womit  das  Feld   zu  einem  Spatheoke  wird,  dessen  einer  Eckpunkt  0,   das 
äquivalent  den  beiden  Linientheilen  Ok   und  —  Ck   ist    Dadurch  erhalten 

den  Linientheilverein  äquivalent  drei  Linientheilen ,  von  denen  zwei  auf  sich 
schneidenden  Trägern  liegen,  und  es  ist: 

Aber  0%"  und  —  Ck  sind  zwei  Linien  theile ,  deren  Träger  sich 
kreuzen,  und  es  giebt  unendlich  viele  Paare  in  Ebenen  senkrecht  zu  y, 
welche  gleich  {y  sind,  auch  ist  0  ein  beliebiger,  willkürlicher  Punkt  des 
Baumes,  so  dass  im  Allgemeinen  ein  Verein  von  Linientheilen  auf  unend- 
lich yiele  Arten  zwei  sich  kreuzenden  Linientheilen  äquivalent  ist. 

Setzen  wir  (siehe  Heft  2,  Taf.  III,  Fig.  4): 

dann  erhalten  wir: 

e=S"+i'=OiSf+CD, 
5"5'=  (OS)(CD)  =  OSCD  =  0(S-  O^C-  0){D -  C), 
x"x'  =  Ox"|  y  =  0(«  +  x')  !  y, 
x"x'  E^  X I  y  =  X  I  yo  =  ^5^  <JOs(x,  y)  =  Ä^oj 

x"5'  .^  hxgx  +  ^»91,  +  Kg*  =  Kg%x  +  ^y9o,y  +  hgo.t^ 

„Ein  Verein  von  Linientheilen,  dessen  Besultante  nicht  verschwindet, 
ist  auf  unendlich  viele  Arten  zwei  sich  kreuzenden  Linientheilen  äquivalent, 
der  Späth  über  jedem  solchen  Paare  als  Gegenkanten  ist  von  derselben 
Grösse,  seine  Volumenzahl  gleich  dem  Produkte  aus  den  Längenzahlen  der 
Besnltanten  und  dem  Achsenmoment  für  die  Oentralachse,  gleich  der  In- 
varianten des  Vereines/' 
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§  9.   Eednotion  eines  Vereines  von  Linientheilen  anf  zwei  sich 

senkrecht  kreuzende  Linientheile,  wenn  die  Bednction  fttr  die 

Centralachse   (Aq  bekannt  ist,    der   eine   Linientheil    in    einer 

gegebenen  Ebene  liegen  soll. 

1.  Diese  Ebene  schneide  die  Centralachse  /tiQ  in  0,  €  sei  ihre  Stellangs- 
strecke,  f«  die  Einheitsstrecke  der  Strahlen  jü,  <)^(f,H)s=a. 

Mit  0  als  Coordinatenpol  ist  die  Gleichung  der  Ebene  $  mit  der 
Stellungsstrecke  b:  ^  I  n  =  0* 

die  durch  b  und  c«  bestimmte  Ebene  durch  0  hat  die  Gleichung: 

T  s=z  UE  +  VBk* 

Für  die  Schnittlinie  beider  Ebenen  ist: 

daher  ihre  Gleichung:  ^  ^  t;[f,-  (e|  O«]. 

so  dass  die  Einheitsstrecke  dieser  Linie: 

/^         gjr  — (g|f>)g       _  fir"-(ch»>)g 

,     in  —  cosas 

B  =s : • 

stna 
Für  die  Centralachse  (Iq  ist: 

®  =  OK  +  |yo. 
Wir  dürfen  setzen  (siehe  Heft  2,  Taf.  III,  Fig.  5): 

X  =  k^B  +  k^B^  kcosüB  +  ksinüB^^K^  +  Xj, 

70"==  ffi^'  +  9%^  =  ffosinas'  +  g^cosaB  ^  yi  +  y^y 

womit  wir  erbalten:   ®  =  (0«,  +  |y,)  +  (Oh,+ |y,), 

wodurch  der  Verein  von  Linientheilen  in  zwei  Partialsysteme  zerföUt,  für 
die  die  Aequivalenzgleichungen  bestehen: 

und  weil  X||y,  =0,  Xgl^^esO  ist,  so  ist  jedes  Partialsystem  äquivalent 
einer  Einzelresultanten  längs  seiner  Centralachse^  welche  Resultanten  die 
Linientheile  x^  und  x,  längs  der  Strahlen  Xi  ^Q<^  %2  ^^^^^  ^^^  denen  der 
erste  normal  zur  Ebene  $  ist,  der  zweite  in  sie  hineinfällt  Die  Gleichungen 
dieser  Centralachsen  sind: 


ihre  Abstände  von  dem  Punkte  0  sind: 
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A.  =  (P-0)  =  ü^.   i,  =  («-0)=iig2^. 

und  es  ist: 

80  dass  X^  und  A2  in  gerader  Linie  liegend  entgegengesetzten  Sinnes  sind. 
Die  Strecken  A^  und  k^  sind  die  kürzesten  Abstände  von  fiQ,  x^  und 
/*«»  Z2»  ^1""  ^Ä^C-P^  O  ifi^  ^ß'^  kürzeste  Abstand  von  Xi  «n<i  Zs»  welcher 
^Q  rechtwinklig  schneidet.  Damit  ist  der  Verein  von  Linientheilen  auf 
zwei  sich  rechtwinklig  kreuzende  Linientheile  längs  den  Geraden  x^  und 
X,  reducirt,  wir  haben:  ©  =  px  +  Ox 

Mit  K^rzzPP^^  «8=ÖÖi  erhalten  wir: 

x,x,  =  (PPO(««,)  =  -P(^i-^)(«--P)(ei-e) 

=p(p,-p)[(«-o)-(p-o)](e,-e) 


X|  I  Xj       *i  I  *! 


X, xj  =  %i  1/2  +  »2 1  yi  =  *^o(«>**Ä  +  ^*a)  =  hgQ, 
gleich  der  Invarianten  des  Vereines. 

Für  die  Länge  des   kürzesten  Abstandes  der  Centralachsen   %^  und  ^2 

Für  das  Product  aus  den  Längen  der  Linientheile  X|  und  x,  ergiebt  sich : 
Ferner  haben  wir 

Lassen  wir  den  Neigungswinkel  der  Ebene  $  gegen  die  Centralachse 
variiren,  dann  beschreiben  die  Punkte  P  und  Q  eine  Punktinvolution  mit 
dem  Mittelpunkte  0. 

Wir  haben:  ©  =  Px,  +  «x,. 

Ist  M  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene  $,  dann  ist  die  Beduction  für 
diesen  Punkt,  wenn  wir  von  der  vorstehenden  Gleichung  ausgehen:  ^  j 

^^,.^,-rrr— T-  Digitized  by  VjOOQIC 


138  Aeqaivalenz  der  Lmientheilsjsteme. 

©  =  af  X,  +  (P  -  3f  )K,  +  jf«, + (ö  -  3f )«, 

@  =  Äx  +  |/,+|/„ 
wenn  gesetzt  wird: 

und  das  Moment  im  Punkte  M  ist: 

aas  welcher  Gleichung  folgt: 

(P-Jtf)|y  =  0, 
denn    es   ist  (P  — Jlf  )(^  — ilf)»^  =  0,    weil    diese   drei  Strecken   in  einer 
Ebene  liegen. 

Das  resultirende  Achsenmoment  steht  senkrecht  auf  dem  Strahle  MF. 

Fftllt  M  mit  P  zusammen,  dann  ergiebt  sich: 

Weil  (Q  — P)  und  x,  in  der  Ebene  $  liegen,  so  ist  yp  senkrecht  zu 
$,  fSllt  in  Xj,  P  der  Pol  der  Ebene  $. 

Weil  M  ein  beliebiger  Punkt  von  $,  so  sind  die  Achsenmomente  der 
Punkte  eines  jeden  Strahles  der  Ebene  $  durch  ihren  Pol  P  senkrecht  zu 
diesem  Strahle. 

Fällt  M  mit  Q  zusammen )  dann  erhalten  wir: 

und  weil  (P—  Q)  in  der  Ebene  $  liegt,  X|  zu  ihr  normal  ist,  so  fftllt  das 
Achsenmoment  des  Punktes  Q  in  die  Ebene  ^,  in  ^2* 

Coincidirt  der  Punkt  M  mit  irgend  einem  Punkte  V  der  Geraden  Xs* 
dann  haben  wir :  |  y^  =  (p  -  F)x,  +  (Q  -  7)  x, , 

aber  (ö  — ^)x2  =  0,  denn  {Q—f)   und  x^  sind  parallele  Strecken,   folg- 
lich ist:  |yF'  =  (P-T)xi, 

und   weil  {F—V)  in  $  liegt,   Xj  zu  P  senkrecht  ist,   so  liegt  yy  in  $, 
mithin  ist  die  Gei^ade  x^  die  Charakteristik  der  Ebene  iß. 

Das  Moment  des  Systemes  fClr  den  beliebigen  Punkt  ü  von  x^  ist 

\rü={P-U)x,  +  (Q-u)x„ 

aber  (P— I7')xi  =  0,  mithin: 

|yp=(«-l7)«„ 

EO  dass  nur  f&r  den  Pankt  P  von  j,  das  Achsenmoment  in  jj  HOlt. 

Wea  !)'»=(«- 1^)«„     |y»'=(P-F)x, 

ist,  so  schüciden  sieh  die  Ebenen  der  Momente  der  Punkte  von  Xnili)  ^^ 

Xa.  (Zi)- 

Die  Achsen momentenstrecke  des  beliebigen  Punktes  M  der  Ebene  ^  ist 

es  ist  y\  senkrecht  zu  {F  —  M)  und  liegt  in  $,  /,  senkrecht  xn  $. 
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Bezeichnet  t)  den  Winkel  zwischen  b  nnd  y,  so  ist: 


Aber  es  "t  =  (y',y',)l  =  y'^ty',|=  (p_ac).(^_2^!  fet^Ä«., 
wenn  wir 

nebmeD,  und  damit  ergiebt  sich: 


„Das  resaltirende  Achsenmoment  eines  beliebigen  Punktes  M  der 
Ebene  $  ist  stets  senkrecht  zu  der  Verbindungslinie  des  Rednctionspunktes 
und  des  Poles  P  der  Ebene  $ ,  mit  der  Aenderung  des  Ortes  von  M  wechselt 
seine  Neigung  gegen  die  Ebene  $/^ 

Mit  Jlf  =  P  ist  tyt  =  0,  y  normal  zu  $,  mit  3f=$  ist  N  =:  Q, 
tg\>  =  ao,  y  ftllt  in  5p. 

Die  Neigungswinkel  von  x  und  y  gegen  die  Normale  der  Ebene  $ 
liegen  im  Allgemeinen  in  verschiedenen  Ebenen.  Diese  Ebenen  sind  durch 
die  Felder  (ex)  und  (cy)  gegeben.  Bezeichnet  n?  ihren  Winkel,  dann  ist, 
mit  |(ex)  =  J,  |(€y)  =  i?: 


Nun  haben  wir: 

th  =  l(*»)!|(«y)  =  l(^x)(ay)  =  (eK,)|(6y\)  =  xJ/,, 
{:|i,  =  x,x,(P-Jlf),      £«=(£x,)S  =  &%,    i,2  =  (,/^)!  =  y;i  =(P-Jtf)UV 
mithin  ist:  x,Xg(P-Jtf)  2x,Xje;ir 

Ä««nacoÄa>/(P  — itf)^       Ä*«n2a 

wenn  eüf  die  Einheitsstrecke  von  (P— 3f)  bedeutet 

Fällt  insbesondere  üf  mit  P  zusammen,  dann  ist  C05n)  =  f ,  der  Winkel 
unbestimmt,  Xj  und  y  sind  parallel;  mit  M==Q  haben  wir  C05n}  s=:  1 ,  die 
beiden  Ebenen  fallen  zusammen. 

Die  erhaltenen  Resultate  sind  von 

dem  Parameter  des  Linientheilvereines  nnd  dem  Neigungswinkel  der 
Ebene  $  gegen  die  Centralachse  fiQ  abhängig.  Dreht  sich  die  Ebene  $ 
bei  demselben  Neigungswinkel  gegen  die  Centralachse ,  oder  verschiebt  sie 
sich  parallel  zu  der  Centralachse  y  dann  bleiben  diese  Resultate  ungeändert. 
,9 Der  Verein  ist  äquivalent  zwei  sich  rechtwinklig  kreuzenden  Linien- 
theilen  längs  der  Normalen  der  Ebene  durch  ihren  Pol  und  längs  deren 
Charakteristik."  ^  i 
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Wenn  a  =  0  ist,  dann  ist  die  Ebene  senkrecht  zur  Centralachse^  X| 
und  yi  werden  verschwindend  klein,  der  Pol  föllt  mit  0  zusammen  und 
die  Charakteristik  ist  die  unendlich  ferne  Oerade  der  Ebene,  der  Verein 
ist  äquivalent  k  längs  fi^  und  einem  verschwindenden  Linientheile  längs 
der  Charakteristik. 

Wenn  a^^n  ist,  dann  geht  die  Ebene  $  durch  die  Centralachse, 
es  wird  X]  =  0,  /« =  0^  x,  &=  x,  y^s^y^^  der  Pol  rückt  in  unendliche  Feme, 
die  Charakteristik  liegt  auf  der  Centralachse ,  der  Verein  ist  äquivalent  x 
entlang  fio  nnd  einem  verschwindenden  Linientheile  längs  der  Normalen 
der  Ebene  durch  ihren  unendlich  fernen  Fol. 

2.  Der  Pol  und  die  Charakteristik  einer  Ebene  $  lassen  sich,  wie 
bereits  gezeigt  worden  ist,  direot  bestimmen. 

Nach  §  4  sind  die  Centralachse,  die  Normale  der  Ebene  und  ihre 
Charakteristik  einer  Ebene  parallel.     Ist 

setzen  wir  ,        , 

X  =  Xj  €  +  Xj  « , 

dann   ist  das  Achsenmoment  im   Pole  P  parallel  zu  x, ,    die  Charakteristik 
parallel  zu  x^  und  die  Achsenmomente  ihrer  Punkte  fallen  in  die  Ebene  $. 
Das  Achsenmoment  fttr  den  Punkt  P  ist 

yp=yo  +  l[(0-P)x]  =  u,x,, 

woraus  folgt:  ^  l„  _ 

mithin  ist: 

yi'  =  ^».=  fc;S^*..    9P=9oSeca. 
Weiter  haben  wir,  mit  (P— 0)  =  i,: 

1 \i»7P)     _     «ll  (*!«»)      _         ffo        |/„  ^> 

und  es  ist  k^  senkrecht  zu   der  Ebene  des  Neigungswinkels  der  Ebene  $ 
gegen  die  Centralachse  iiq. 

Die  Gleichung  des  Strahles  %|  lautet: 

Die  Gleichung  der  Charakteristik  ist:  j 

Weil  das  Achsenmoment  in  Q  =  0+  k^  parallel  zu  x,  ist,  so  haben  wir: 

yp  =  yo  +  l[(0-e)x]  =  u8x„ 

woraus  hervorgeht: 
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80 

dasB 

yr 

i8i 

Ferner  haben 

wir 

x|yo  =  «.»k,    ".  =  ^  =  i:S^' 


Tr«j.    9a=9<,co8eeA 


l(*yg)  _w»l (*»*)_      gp      .,.  ,N 
Ä*      ~      Ä«       ~  fc»sin«a'^^  »^• 
Daher  ist  die  Gleichung  der  Charakteristik  %^: 

«'^«'  {*»«««ap-i^oI(«,*i)K=0. 

Die  Strecken  itj  und  1,  fallen  in  eine  zu  KxiXg)  parallele  Gerade,  so 
dass  (Q  —  P)  =>  A  ~  —  Aj  +  ^  der  kürzeste  Abstand  der  Strahlen  Xi  ^iid  x« 
ist,  welcher  die  Centralachse  in  0  rechtwinklig  schneidet.     Wir  finden 

Nehmen  wir  noch  auf  %^  und  i^  die  Linien theile  PP,  s=x,,  QQ^»  x^ 
an  und  bilden  wir  das  äussere  Product  aus  denselben,  so  ergiebt  sich: 

gleich  der  Invarianten  des  Systemes. 

§  10.  Bednetion  eines  Vereines  von  Linientheilen  auf  zwei  sich 

senkreclit  krensende  Linientheile,  wenn  die  Rednotion  fbr  einen 

beliebigen  StraU  ^  bekannt  ist. 

1.  Ist  0  irgend  ein  Punkt  des  Strahles  ft,  dann  ist: 

@=:Ox+|y. 

Wir  gehen  von  einer  Ebene  $  durch  0  aus,  deren  Stellungsstrecke  £ 
mit  ^  den  Winkel  a  einschliesst. 

Die  Ebenen  der  Neigungswinkel  der  Strecken  x  und  y  gegen  £  schneiden 
im  Allgemeinen  die  Ebene  $  in  zwei  von  einander  verschiedenen  Geraden, 
deren  Einheitsstrecken  t   und  b"  sein  mögen. 

Die  Gleichung  der  Ebene  $  ist  mit  0  als  Pol: 

Die  Strecken  n  und  s"  ergeben  sich  ebenso  wie  im  vorigen  Para- 
graphen £,  es  ist: 
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j  -=  . ,     €  =  - ' 


wenn  noch  fy  die  Einheitsstrecke  von  y  und  1^  den  Winkel  zwischen  t  und 
y  bedeutet.    Wir  dürfen  setzen: 

Ä  =  Ä^  f  +  Ä,  e'  =  Ä  C05  a  6  +  Ä  5m  Q  a'  =  X,  +  xj , 

y  =  ^2  «  +  Pi«' =  p  C05b  €  +  p  ÄJ«  b  f"=  y,  +  yp 
Damit  wird:  @^0^  +  |y_ö(^^^^^)  +  ,(y^  +  y^)^ 

@  =  (Ox,  +  |y,)  +  (OK,  +  |y,), 
womit  der  Verein  in  zwei  Partialsysteme 

von  solcher  Beschaffenheit  zerlegt  ist,  dass  xJy^^O,  x,|ya  =  0,  jedes 
System  äquivalent  einer  Einzelresultanten  längs  seiner  Centralachse  ist, 
und  es  sind  diese  Resultanten  x^,  x,,  welche  sich  rechtwinklig  kreuzen 
(siehe  Heft  2,  Tafel  III,  Fig.  6),  so  dass  wir  haben: 

©esXi+Xj. 

Sind  l^  und  l^  die  NormalabstSnde  der  Träger  dieser  Linientheile  von  O, 

and  die  Gleichangen  dieser  TrSger  Ji  i">d  j,  sind  mit  0  als  Coordinstenpol : 

°^'''  [**i9.-|('«'.y.)l*  =  0,     [fc',?,-|(K,y,)]*'=0; 

A^,   Ag  und  ;^2  Hegen  in  $,   sind   senkrecht  zu  %^^   A^  ist  der  kürzeste  Ab- 
stand von  Xi  und  |ii,  A,  derjenige  von  ^2  und  ^.    Ziehen  wir  die  Parallele 
zu  A,  durch  P,  dann  schneidet  dieselbe  x^  in  einem  Punkte  Q,  und  es  ist 
{Q—P)  der  kürzeste  Abstand  von  X\  und  Xg. 
Das  Achsenmoment  des  Punktes  P  folgt  aus: 

yp  =  y  +  |[(0-P)K]=y  +  |[*i,l, 

womit  sich  ergiebt ,  wenn  wir  den  Werth  von  A,  substituiren  und  reduciren, 

YP—  yj-r-p— «II 
und  hieraus  erhalten  wir,  indem  X2  =  x— Xj,  y  =  yi  +  y2  ist, 


« I  y         « I  yo  i7o 

yp=^x.  =  ^«,=  j^^*.,    <,^=y.5ec« 


womit  yp  als  ein  Vielfaches  von  Xj  resp.  e  erscheint,  der  Punkt  P  demnach 
der  Pol  der  Ebene  $  ist. 
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Wir  ermitteln  femer  das  Achsenmoment  eines  beliebigen  Punktes  V 
des  Strahles  ^^  >  wobei  wir  von  der  Reduction  für  den  Strahl  fip  des 
Poles  P  ausgehen  wollen. 

Zunächst  ist: 

Setzen  wir  die  Werthe  von  il^  und  A,  ein  und  reduciren ,  so  ergiebt  sich : 

yr  =  |[(P-F)»,]. 

Die  Achsenmomente  der  Punkte  V  fallen  in  die  Ebene  $,  mithin  ist 
2t  die  Charakteristik  dieser  Ebene. 
Mit  VssQ  ergiebt  sich: 

w=i[(p -«)«,]. 

Gehen  wir  von  V  als  Beductionspunkt  aus,  dann  ist: 

yp  =  yK  +  |[(F-P)x]  =  l[(P-7)«,]  +  |[(F-P)(x,  +  x,)], 

yp=|[(F-P)K,]=|[(«-P)x,]. 

2.  Mit  P  als  Coordinatenpol  sind  die  Gleichungen   der  Geraden  FQ 

PjssA,  — A, +  »jc,,     pj j^ ^ l-vje,. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  mit  p,  s=s(»g  =  A=  (^  — P): 

die  Multiplication  dieser  Relation  mit  (x^/g)  giebt: 

und  hieraus  folgt  nach  gehöriger  Beduction: 


Damit  ergiebt  sich: 


«=§(2cosec2a)«. 


A :- («  -  P)  =1  (2co5ec2a)M  (h,x,), 
l=^2^co8ec2a. 

3.  Bezeichnet   Aq   den  Abstand   der   Centralachse   fiQ   vom    Punkte   0, 
dam.  ist:  ,_IM 

*o j^' 

and  die  Oleichang  d«r  Centralachse  (»o  n^i^  ^  ^^s  Coordinatenpol  laatet^ 
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ferner  ist  die  Gleichung  des  Strahles  PQi 

•=%^+»|(*,x,). 
Für  den  Schnittpunkt  dieser  beiden  Geraden  muss  sein: 

worans  dnrch  Mnltiplication  mit  \x  folgt: 

so  dass  der  Fahrstrahl  x,  des  Schnittpunktes: 

__  |(*y)     ,   ^^tYi  ^ 

Die  Gleichung  der  Ebene  $  lautet: 

Für  den  Schnittpunkt  dieser  Ebene  und  der  Centralachse  muss  ^  =  t, 
also,  wenn  wir  die  Gleichung  der  Centralachse  mit  \%i  multipliciren ,  sein: 

mithin  ist  der  Fahrstrahl  v  dieses  Punktes: 

so   dass  die  Centralachse  den   kürzesten  Abstand   der  Geraden  ji   ^^^  Zs 
rechtwinklig  in  C  schneidet,  ihn  nicht  kreuzt. 

Bezeichnet  A'  =  (C  — P)   den  Abstand  der  Centralachse  vom  Pole  P, 
dann  ist:  1/      n 

es  fällt  die  Strecke   l'  mit  X  =  {Q  —  P)  zusammen,  es   schneidet  p^  die 
(ö  —  P)  rechtwinklig. 

Ferner  ist,  mit  (^  —  0)  =  A": 

und  wir  haben  nun  noch: 
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§  11.  Ein  Verein  von  Linientheilen  ist  äquivalent  swei  nnter 
beliebigem  Winkel  sieh  kreuzenden  Linientheilen  x^  nnd  Xg  anf 
den  Trägern  Xi  ^uid  ^si  deren  kürzester  Abstand   (Q— p)  =  ;i 

bekannt  sei. 

1.  Bestimmung  der  Centralachse  fi^. 

Weil  der  Werth  eines  Linientheiles  von  der  Lage  auf  seinem  Träger 
unabbängig  ist,  so  lassen  wir  die  Anfangselemente  von  X|  und  x^  mit  P 
and  Q  (siebe  Heft  2,  Taf.  III,  Fig.  7)  zusammenfallen.  —  Wählen  wir  P 
und  Q  zu  Reductionspunkten,  so  ist: 

@P=  P(xi  +  X,)  +  Ax,  =  Px  +  Axj, 

und  es  sind  hiernacb  die  Achsenmomente  in  den  Punkten  P  und  Q: 

yp«|(ix,),     yQ=:  — |(ix,), 
welche  senkrecht  zu  dem  kürzesten  Abstände  von  x^  und  x^ ,  sowie  normal 
zu  den  Linientheilen  x^  und  x^  resp.  sind. 

Bezeichnet  il,  den  kürzesten  Abstand  der  Centralachse  hq  von  P,  so  ist : 

Nennen  wir  il',  den  Normalabstand  der  Centralachse  ' /lio  ^^°  ^)  ^^°^ 

und  mit  X^s=-~l'^  ist: 

k 

Ag  Ä  -i  CO*  (xj ,  x)  A ,     Aj  +  Aj  =  A. 

Die  Centralachse  schneidet  daher  den  kürzesten  Abstand  der  Träger 
Xi  und  X2  rechtwinklig,  der  Schnittpunkt  O  der  Centralachse  mit  {Q  -  P) 
tbeilt  die  letztere  Strecke  in  dem  Verhältnisse: 

A|  _  fe,  €0$(n^^  x)  ^  k^  cosjx^,  fip) 

_  A,         Ä,    C05(Xi,  X)  Äj  COä(Xi,  |Mo) 

Wegen 

X  ==  X|  +  Xj 

ist,  wenn  wir  äussere  Multiplication  gebrauchen, 

X|  X    ^—    X  j  X*  ,  X  Xa    *~^   X«  Xa  , 

80  dass  mit  <)C()<i9  ^)  =  c,  welcher  der  Kreuzungswinkel  von  }r^  und  Xi  ist, 
%m(x|,  x)»^:,^^'     fcwi(x,  x2)  =  A^5f»c. 
Vermöge  dieser  Relationen  erhalten  wir: 

sine             ^               sine 
femer  hieraus:  „ 

/Google 


h^:ki=^ sin{Hi ,  x) : sin(x ,  x,). 
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Hiermit  ergiebt  sich: 

k  _    gin(xj,x)    ^    5m (x,  x^)    _  <^(xi,x) 
A,  ""    (»5(xi,x)    *    cos(x,Xj)  <ö'(«>«») 

j^Die  Centralachse  theilt  den  kürzesten  Abstand  der  Trfiger  der  Linien- 
theile  X|  und  x,  nach  dem  Verhältnisse  der  Tangenten  der  Neigungswinkel 
von  x^  gegen  x  and  von  x  gegen  x^." 

Ans  der  Relation  •,  —  -„  .l  -* 

X  —  Äj  "t"  *2 

folgt  femer,  wenn  wir  innere  Multiplication  anwenden, 

Xj  (  X  =  X^?  +  X,  I  X,  ,      X I  Xg  ==  Xj  I X,  +  x,t , 

und  wenn  wir  diese  Werthe  von  %^  \  x  and  x  |  x^  in  die  Gleichungen  Hlr  1, 
und  l^  substituiren ,  so  ergiebt  sich: 

_  xjx,  +  xa«  _  x^l  +  xjxg 

—  3b*  '  '  —  Ä* 

*i  =  ^(*i«>^c  +  Ä-,)  A,     ^1  ==  j^  (*i  +  A:,ö05c)A, 

und  mithin  ist  auch:  ,         ,    , 

^  —  ^  "^1  cosc  +  hf 
Aj  ""Äj  ä,  +  Äj^^c 

Sind  insbesondere  x^  und  x,  zu  einander  senkrecht,  dann  ist  C05  c  =  0, 
folglich:  ^  ^         A._/fc.y 

Das  Acbsenmoment  in  P  ist: 

yp  =  i(Ax,), 

also  ist:  ,  , 

x(yp=  x|yQ=  xAx2=  —  Axxg  =  — Ax^Xj, 

5tnc 
^^      ?5in(x,Xg)5tn(x^,x) 

Setzen  wir  <);  (äi,x)  =  t),  dann  ist  <)^  (x,  Xj)  =  c  —  t),  und  es  wird: 

Ä  5*nc 

Damit   ist  der  sogenannte  Parameter  (gQih)  des  Vereines   bestimmt 
2.  Die  Achsenmomente  der  Punktreihen  auf  Xi  mid  Zs* 
Für  das  Acbsenmoment  des  beliebigen  Punktes  U  auf  dem  Strahle  Xi 

erhalten  wir:  ya  =  yp  + |  [(P- F)xJ, 

SO  dass,  mit  (P— D")  =  — ux, : 
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,         . ,        yi^=l(^««)-w|(^i««)  =  |[(A-f*>c,)Ä,], 

aber  es  ist: 

^^'-  yp  =  l(x\). 

Das  Achsenmoment  im  Punkte  U  ist  senkrecht  zu  %,  der  Yerbindungs- 
strecke  von  U  und  Q,  sowie  zu  Xg,  so  dass  die  Achsenmomente  der  Punkt- 
reihe %|  sftmmtlich  senkrecht  zu  ;(,  sind,  die  entsprechenden  Momenten- 
ebenen durch  U  sämmtlich  durch  x^  gehen.  Die  Oleichung  des  Hodographen 
der  Achsenmomente  der  Punktreihe  ^i  lautet: 

yi7=l[(A-UKi)jc,l, 

und  die  Gleichung  der  Geraden  x^  mit  P  als  Ursprung: 

1)  p  =  w«i. 

Die  Addition  der  beiden  letzten  Gleichungen  giebt,  wenn  wir  q  +  yu=^^ 

oder,  mit  |  (^iXs)«^: 

2)  *«yp  +  u(xi-(J). 

Diese  Gerade»  welche  durch  den  Endpunkt  von  yp  geht  und  parallel 
zu  der  Geraden  p  =  u(x^  -  d)  ist  (siehe  Heft  2,  Taf.  III,  Fig.  7),  schneidet 
im  Allgemeinen  die  Gerade  Xi  nicht. 

Bezüglich    der  Achsenmomente   der  Punktreihe  V  auf  x«  ergiebt  sich 
entsprechendes.     Nehmen  wir  (P—V)  ^  x\  ^^  erhalten  wir: 
yv  =  |[vx,-A)x,]  =|(x"xi). 

Die  Gleichung  der  Geraden  x$  ^^^  ™i^  Q  ^Is  Ursprung 

9  =  vx„ 
mithin  ist  der  Ort  der  Eodelemente  der   Achsenmomente  der  Punktreihe 
^^^Xt'  i/^'^yQ+vCx.  +  a). 

Für  den  etwaigen  Schnitt  der  Geraden  1)  und  2)  haben  wir  die  Be- 

woraus  folgt:  ^      ^ 

(S|d)  kann  nicht  verschwinden,  demnach  muss  sein: 

ypXi  =  0,  das  ist  xJ(Ax,)  «=  0,  das  heisst  (xj  x^)  A  &=  0, 
mithin  muss  sein :  ^  \^  ^n 

Xj|Xj  =  u. 

Die  Strecken  yp  und  Xj  müssen  parallel  sein,  yp  muss  mit  Xt  zusammen- 
fallen ,  X]  und  X, ,  resp.  %,  und  Xs  müssen  sich  rechtwinklig  kreuzen. 
Was  von  %,  gilt,  das  gilt  in  entsprechender  Weise  von  Xt* 
»Kreuzen  sich  die  Träger  Xi  ^i^d  Xs  von  '^,  und  x^  unter  rechtem  Winkel, 
dann  liegen  die  Achsenmomente  der  Punktreihen   auf  Xi  nnd  x«  je  in  einer 
Ebene,  es  ist  P  der  Pol  und  x%  die  Charakteristik  der  Ebene  durch  P  und  X2«"        j 
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Weil  yu=\ (x'«»)i  yr=| {t"^i\  so  sind  y^r  und  y p-  senkrecht  zu  x',  «i  nnd 
%',  x^,  resp.,  mithin  ist  in  nnserem  Specialfalle  die  Ebene  der  Achsen- 
momente der  Punktreihe  auf  Xi»  {%%)  senkrecht  zu  ^r,,  (xi)^  ^^^  geht  durch 
Xu  {%)i)'  ^^^  ®^ste  Ebene  ist  die  Polarebene  des  Punktes  Q  und  Xi  ihre 
Charakteristik,  die  zweite  die  Polarebene  des  Punktes  P  nnd  Xt  ^^ 
Charakteristik. 

3.  Conjugirte  Geraden. 

Das  Achsenmoment  des  beliebigen  Punktes  F  auf  Xs  ^^t: 

yK  =  l(x"x,). 

Die  Ebene  durch  %'  und  x^  ist  normal  zu  /k»  sie  ist  mithin  die  Polar- 
ebene des  Punktes  F,  es  laufen  die  Polarebenen  der  Punkte  F  auf  j, 
durch  Xy 

Weilfenxer:  yi,=  |(z\) 

ist,  so  gehen  die  Polarebenen  der  Punkte  von  Xi  durch  %,.  —  Deshalb  heissen 
%,  und  xs  conjugirte  Geraden  des  Linientheilvereines. 

j,Zwei  Geraden  sind  in  Bezug  auf  ein  Linientheilsystem  conjugirt, 
wenn  die  Polarebenen  der  Punkte  der  einen  Geraden,  dorch  die  andere 
Gerade  hindurchgehen.^ 

Nun  ergeben  sich  unmittelbar  die  folgenden  Sfttze: 

„Die  Pole  der  Ebenen  eines  Ebenenbüschels  liegen  in  einer  Geraden, 
diese  Gerade  und  die  Achse  des  Ebenenbüschels  sind  conjugirte  Linien.'  — 
Die  Polarebenen  der  Punkte  einer  Geraden  bilden  ein  Ebenenbüschel ,  diese 
Gerade  und  die  Achse  des  Ebenenbflschels  sind  conjugirte  Geraden.  Be- 
findet sich  eine  Gerade  Xi  iu  ^ii^er  Ebene  $ ,  dann  geht  die  ihr  conjugirte 
Gerade  Xs  durch  den  Pol  dieser  Ebene. 

§  12.  Rednction  eines  Vereines  von  Linientheilen  auf  zwei  sich 

krensende  Linientheile,  wenn  die  Redaotion  fbr  die  Centralachse 

bekannt  nnd  der  Träger  des  einen  Linientheiles  gegeben  ist 

1.  Sei  gegeben  der  Träger  Xi  von  X| ,  dann  sind  die  zu  ihr  conjugirte 
Gerade  Xa»  ^i  und  x^  zu  ermitteln. 

Der  kürzeste  Abstand  (P  —  Q)  =  A  der  beiden  Geraden  Xi  und  X2  mnas 
die  Centralachse  rechtwinklig  schneiden,  was  in  C  geschehen  möge. 

Mit  (P— C)  =  Xi,  (C-Ö)  =  X8,  Ai  +  X,  =  X  muss  sein: 

Bekannt  sind  die  Beductionselemente  x  und  y^  für  die  Centralachse, 
sowie  Ap   der  kürzeste  Abstand  von  Xi  und  hq]  zu   ermitteln  haben  wir 
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Darob  die  Gleichungen  für  die  Achsenmomente  erhalten  wir: 

woniuß  folgt:  ,         n      7  i.  •   /        \ 

9qC0s{k^,  h)  =  l^ksvn{K^,  x), 
80  das8 

^  =  i,/^(x,x,)  =  ?2<^(xi,x) 

ist,  woraus  folgt:  7  ^ 

Damit  sind  die  Neigung  des  Strahles  %,  gegen  \iq  und  die  Länge  des 
kfirzesten  Abstandes  beider  Strahlen  bestimmt. 

Im  Falle  senkrecht  conjngirter  A^^hsen  haben  wir  tg{%y  Xg)  «=  co^p  (x^ ,  x), 
80  dass  /    v  » 

Nachdem  die  Lage  von  x^  bekannt  geworden  ist,  haben  wir  die  Grössen 
von  Xj  und  x^  auf  i^  und  %^^  welchen  der  Verein  äquivalent  sein  soll,  zu 
bestimmen.   Es  ist:    ,,,.,,  , 

^«1  =  I yo  +  ^«»    ^«8  =  ^1 «  —  I  /o* 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  durch  «nnere  Quadratur  ihrer 
Seiten:  (^ ^^)»  _  ^S^  +  (A,x)S  +  2y„i,  x , 

aber  es  ist  (x)'o)  =  0,  daher: 
womit  sich  ergiebt: 

Aber  es  ist  ausser  g^  nnd  Jfc  nnr  2,  gegeben,  weshalb  ft,  und  k^  ledig- 
lich mittelst  dieser  Grössen  darzustellen  sind,  und  weil 

18t,  80  ergiebt  sich: 

«^2  P  0  T-  Ä  *  1  ^  T 
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ist,  80  erhalten  wir  noch:         j^         sinU  tL) 

2.  unsere  Rednction  läset  sich  aber  auch  noch  in  einer  etwas  anderen 
Weise  durchfahren. 

Mit  x^  nnd  (i^  ist  der  kürzeste  Abstand  {C—P)=^Xi  dieser  Geraden 
gegeben.    Das  Achsenmoment  im  Punkte  P  ist: 

Die  Einheitastrecke  der  Schnittlinie  der  Ebene  durch  Xi  ^^^  Yp  ^°^ 
der  Polarebene  des  Punktes  P  sei  Sf  diejenige  von  |^  sei  f,  dann  Iftsst 
sich  setzen:  *==fc  «a-3fc  /— .«  -u* 

und  es  ist  damit: 

@F—'^i  +  («2  + 1  yp)y   X»  lyp =0- 

Durch  diese  Zerlegung  wird  der  Verein  Äquivalent  x,  und  34  Ifings 
1^  und  eines  Strahles  %,•  Bezeichnet  il  =  (Q  —  JP)  den  Normalabatand 
dieses  Strahles  von  P,  so  ist: 

mithin  die  Gleichung  von  Xs>  wenn  P  Coordinatenpol  ist, 
Mit  dem  obigen  Werthe  von  yp  ergiebt  sich: 


A=  ^l^«»(«cj,  x)  +  A?co5(iC2,  x)|  ii- 


Sind  x^  und  x,  normal  zu  einander,  in  welchem  Falle  yp  und  jj 
coincidiren,  dann  ist: 

li  =  jcotg{xo,  x),    Äj  =  Ä;cö5(x,  iCg), 
womit  sich  ergiebt: 

X  =  5cc«(xj,x)A,,    Z  =  2^co5ec2(xg,x). 

3.  Um  unter  den  gegebenen  Verhältnissen  die  Reduction  eines  Vereines 
auf  zwei  sich  kreuzende  Linientheile  vorzunehmen,  ist  es  nicht  unbedingt 
nSthig,   von   dem   kürzesten  Abstände   der  Strahlen  fiQ  und  ^j  auszugeben. 

Ist  P'^P  irgend  ein  Punkt  von  x^,  (C'— P')  =  A'  der  Abstand  dieses 
Punktes  von  der  Centralachse  (i^ ,  so  ist  das  Achsenmoment  in  diesem  Punkte 

yp'  =  yo  +  l(^'*) 

und 

Nun  schneide  die  Polarebene  des  Punktes  P'  die  Ebene  [yp'fip]  in 
der  Geraden  b\  so  dass  wir  x  in  der  Richtung  von  Xt  ^^^  ^'  zerlegen, 
setzen  dürfen:  ^  ^ 
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womit  wir  erhalten: 


5C  =  Äj  s  +  ^2 «'  =  *«i  +  »4  > 


Daher  ist  der  Verein  äquivalent  Xj  und  x^  längs  x^^  und  x^ ,  der  Normal- 
abstand des  Strahles  %,  von  P'  ist: 

and  die  Gleichung  der  Geraden  %,  l&utet  mit  P'  als  Ursprung: 

^=  — ^5 r«*2. 

Mit  dem  Reductionspunkte  auf  %,  wechselt  das  Achsenmoment,  daher 
ändert  Xj  dann  seine  Grösse ,  l^  b^ii^g  Richtung  und  Grösse ,  es  ändert  sich 
die  Stellung  der  Polarebene,  mithin  wechselt,  wenn  P'  die  x^  beschreibt, 
die  Xt  i^^'®  Richtung  und  Lage  im  Räume,  woraus  folgt: 

„Zu  einer  Geraden  giebt  es  unendlich  viele  conjugirte  Geraden,  ein 
Linientheil verein  ist  auf  unendlich  viele  Arten  zwei  sich  kreuzenden  Linien- 
theilen  äquivalent,  wenn  eine  der  conjugirten  Geraden  gegeben  ist,  voraus- 
gesetzt, dass  die  Reductionsresultante  des  Sjstemes  nicht  verschwindet." 

§  13.  Das  Nnlhystem  eines  Vereines  von  Linientheilen. 

Jede  Ebene  des  Raumes  besitzt  in  Beziehung  auf  ein  Linientheilsystem 
einen  Pol  und  eine  Charakteristik.  Jeder  Punkt  des  Raumes  ist  der  Pol 
einer  durch  ihn  hindurchgehenden  Ebene,  welche  senkrecht  zu  dem  Achsen- 
memente  dieses  Punktes  ist 

Die  Gesammtheit  aller  Punkte  des  Raumes  als  Pole  und  der  durch 
sie  hindurchgehenden  Ebenen,  welche  senkrecht  zu  den  Achsenmomenten 
dieser  Punkte  sind,  der  Polarebenen  dieser  Punkte,  nennen  wir  das  Null- 
system  oder  das  Polarsystem  des  Linientheilvereines. 

Die  Achsenmomente  der  Punkte  eines  durch  den  Pol  einer  Ebene 
gehenden,  in  ihr  liegenden  Strahles  sind  senkrecht  zu  dem  Strahle.  Ist  s 
seine  Einheitsstrecke  und  sehen  wir  ihn  als  Achse  an,  dann  ist  das  Moment 
des  Vereines  bezüglich  dieser  Achse,  wenn  yjti  das  Achsenmoment  ihres 
Punktes  3f  ist,  el^^jv^O,  so  dass  das  Moment  für  alle  Achsen  durch  den 
Pol  einer  Ebene  in  ihr  verschwindet.  In  jeder  Ebene  des  NuUsystemes 
liegt  daher  ein  StrahlenbOschel  von  Achsen  >  für  welche  die  Momente  des 
Vereines  verschwinden.  Der  Pol  der  Ebene  ist  der  Mittelpunkt  des  Büschels. 
Jeder  Punkt  des  Raumes  ist  der  Träger  eines  Strahlenbüschels  von  Achsen 
mit  verschwindenden  Momenten,  dasselbe  liegt  in  der  Polarebene  dieses 
Punktes. 

Schneiden  wir  den  Verein  durch  ein  Paittllelebenenbüschel ,  so  liegen 
die  Pole  der  Ebenen*  dieses  Büschels  in  einer  zur  Centralachse  parallelen 
Geraden,  ihre  Charakteristiken  in  einer  zu  ihr  parallelen  Ebene.  —  Sind      . 
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die  Elemente  eines  solchen  Büschels  senkrecht  zur  Centralachse ,  dann  ist 
der  Ort  ihrer  Pole  die  Centralachse,  der  Ort  ihrer  Charakteristiken  die 
anendlich  ferne  Ehene  des  Raumes. 

Schneiden  wir  den  Verein  durch  ein  System  von  Ebenen,  welche 
parallel  zur  Centralachse  sind,  dann  liegen  die  Pole  der  Ebenen  unendlidi 
fern  und  ihre  Charakteristiken  sind  die  Projectionen  der  Centralachse  auf  sie. 

Die  Pole  der  Ebenen  eines  Ebenenbüschels,  dessen  Achse  die  Central- 
achse ist,  liegen  unendlich  fern  und  ihre  Charakteristiken  fallen  mit  der 
Centralachse  zusammen. 

Die  Orte  der  Pole  aller  Systeme  von  Parallelebenen ,  welch'  erstere 
parallel  zur  Centralachse  sind,  deren  conjugirte  Geraden  unendlich  fern 
liegen,  heissen  Durchmesser  des  Linientheil Vereines.  Die  Centralachse  ist 
der  einzige  Durchmesser ,  welcher  auf  den  zu  ihm  conjugirten  Ebenen  senk- 
recht steht. 

§  14.  Die  Doppelstrahlen  eines  Linientheilvereines. 

1.  Die  Träger  zweier  Linien theile ,  welche  einem  Vereine  von  Linien- 
theilen  äquivalent  sind,  sind  stets  conjugirte  Geraden.  —  Nur  im  All- 
gemeinen sind  zwei  conjugirte  Geraden  die  Träger  von  zwei  dem  Vereine 
äquivalenten  Linientheilen ,  denn  es  sind  auch  zusammenfallende  conjugirte 
Geraden,  sogenannte  Doppellinien  des  NuUsystemes ,  vorhanden. 

Sind  Zi  ^^d  Xs  ^^®^  conjugirte  Geraden,  so  sind  die  Polarebenen  der 
Ponktreihe  x^ ,  (xi)  senkrecht  zu  den  Achsenmomenten  der  Punkte  von  Xti  (Zi) 
und  gehen  durch  Xt «  (Zs)*  ^^^  Xi  =  Zg  sind  die  Achsenmomente  der  Pankt- 
reihe  Xi  ^^^^  senkreckt  zu  Xi»  Is^  ^^s  Achsenmoment  eines  Punktes  einer 
Geraden  senkrecht  zu  ihr,  so  sind  die  Achsenmomente  aller  ihrer  Punkte 
zu  ihr  senkrecht 

„Eine  Gerade  ist  Doppellinie,  wenn  das  Achsenmoment  eines  ihrer 
Punkte  senkrecht  zu  ihr  ist.^  —  „Die  Strahlen  des  Strahlenbüschels  in 
einer  Ebene,  dessen  Mittelpunkt  der  Pol  dieser  Ebene  ist,  sind  Doppel- 
linien." —  j,  Jeder  Punkt  des  Baumes  ist  der  Mittelpunkt  eines  Strahlen- 
büschels von  Doppellinien,  derselbe  befindet  sich  in  der  Polarebene  dieses 
Punktes." 

2.  Sind  Xi  ^^^  %%  zwei  conjugirte  Geraden  und  ist  t^  eine  dritte  Gerade, 
welche  Xi  ^^^  Xi  ^°  -^i  ^^^  -^  ^^sp.  schneidet,  dann  ist  A^  der  Pol  der 
Ebene  [t^'Zg])  ^^^^  Achsenmoment  ist  normal  zu  ip,  A^  der  Pol  der  Ebene 
[^Xi])  sein  Achsenmoment  normal  ^,   mithin  ist  ^  eine  Doppellinie. 

jyJede  Gerade,  welche  zwei  conjugirte  Geraden  des  NuUsystemes 
schneidet,  ist  eine  Doppellinie." 

3.  Das  Aohsenmoment  im  Schnittpunkte  einer  zur  Centralachse  nor- 
malen Geraden  ist  senkrecht  zu  ihr« 

„Alle  die  Centralachse  senkrecht  schneidende  Strahlen  sind  sich  selbst 
coigugirt." 

Digitized  by  CjOOQIC 


Von  Febdinand  Kraft.  153 


§  15.   Der  Complez  erster  Ordnung. 

1.  Die  Doppellinien  des  Nnllsystemes  eines  Linientheil Vereines  machen 
einen  Complex  erster  Ordnung  aas;  alle  durch  einen  Punkt  gehende 
Doppelstrahlen  erfüllen  eine  Kegelfiftohe  erster  Ordnung,  eine  Ebene;  alle 
in  eine  Ebene  fallenden  Doppelstrahlen  umhüllen  eine  Linie  erster  Glasse, 
nSmlich  einen  Punkt. 

2.  Sobald  fi^  und  die  Beduction  ©^x  +  l^o  ^®^P*  ^o'^^JP  gegeben 
sind,  ist  das  Nullsystem  des  Linientheil  Vereines,  sind  seine  conjugirten  Geraden 
und  sein  Complex  bestimmt. 

3.  Sei  ^  irgend  eine  Doppellinie,  (P— C7)  =  A  ihr  kürzester  Abstand 
von  der  Centralachse  fi^  (siehe  Heft  2,  Taf.  III,  Fig.  8).  Das  Achsen- 
moment in  P  ist :  yi'=yo-l(^^) 

und  es  ist,  weil  yp  senkrecht  zu  t/;  ist,  yp|^=:0.     Ferner  haben  wir: 

A  = p — 1     *=-j^a)^c, 

wenn  <^C  (x,  ^)s=:c  gesetzt  wird,  woraus  folgt: 

„Das  Product  aus  der  Länge  des  Abstandes  eines  Complexstrahles  von 
der  Centralachse  und  der  Tangente  seines  Neigungswinkels  gegen  die 
Centralachse  ist  gleich  einer  constanten  GrOsse,  gleich  dem  Parameter  des 
Complexes.' 

Sei  0  irgend  ein  Punkt  von  fi^,  TT  irgend  ein  solcher  von  ^, 

Weil  der  Complexstrahl  senkrecht  zu  k  und  yp  ist,  so  ist  derselbe 
paraUel  zu  \{kyp)^  mithin  seine  Gleichung: 

9  =  Qo  +  ^\{hr)* 
and  wenn  vnr  den  Werth  von  yp  substituiren ,  so  erhalten  wir: 

?  =  po  +  «|{i[yo-l(*«)]}, 

p  =  Po  +  «||(lyo)  +  i*«|. 
«^-"»-^^  (,-,„)  {,(iy„)  +  ,l.}==0 

als  Gleichung  des  Complexstrahles. 

Aber  es  ist  i-^o-(*ko)«, 

wenn  $  die  Einheitsstrecke  von  fi^  bedeutet,  daher  auch: 
^  =  Po  +  «*ll['^o-(«ko)«)yol  +  (PoO-«}i 

oder  auch: 
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(p-p«){|(<»oyo)+(«»o«)*»l=o. 

die  Gleichnng  des  Complexstrahles.     Lassen  wir  Qq  als  Parameter  yariiren, 
so  giebt  diese  Gleichung  alle  Complexstrahlen  des  Systemes. 

Wählen  wir  den  Pankt  0  als  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordinatea- 
sjstemes,  fi^  als  Achse  der  g^  ^^h}  setzen  Qi  =  xii^+yii^  +  sfiE^^  be- 
denken, dass  /o^^o^sf  )(  =  ^^8  ^^^v  ^^^  substituiren  wir  diese  Wertbein 
die  letzte  Gleichung,  so  bekommen  wir: 

[(«~iro)^  +  (y-yo)f8  +  (^-^o)fs]ll[(«o^i+yof2+^of8)^c*$] 

Lösen  wir  die  Klammer  und  reduciren ,  dann  spaltet  sich  diese  Gleichong 
in  die  drei  Gleichungen: 

yo  x^       ^    p 

womit  die  Gleichungen  der  Complexstrahlen  in  rechtwinkligen  Coordinaten 
bekannt  sind. 

Die  Gleichung  einer  Schraubenlinie  auf  einem  Cylinder  vom  Radios  l 
um  die  Centralachse  ist: 

Q  =  l{co8iei  +sinte^+  ^th]' 

Die  Tangente  dieser  Curve  ist  parallel  zu  der  Strecke 

für  den  Neigungswinkel  D  der  Tangente,  resp.  der  Cnrve  gegen  die  Achse 
erhalten  wir: 


Vi'^^f 


.   „..         m 
Wählen  wir  nun  die  Steigung  der  Schraubenlinie  so,  dass 

ftl  o 

tg\>=^tgc,     j=Yl'    fn^goiJc 

ist,  dann  sind  die  Tangenten  der  Curve  Complexstrahlen. 

„Auf  jedem  Kreiscylinder  um  die  Centralachse  als  dessen  Achse  liegen 
unendlich  viele  Schraubenlinien  gleicher  Ganghöhe,  deren  Taugenten 
Complexstrahlen  des  Linien theilvereines  sind." 

Weil  jede  Schmiegungsebene  einer  solchen  Schraubenlinie  durch  zwei 
aufeinander  folgende  Complexstrahlen  geht,  so  ist  jeder  Punkt  der  Schrauben- 
linie der  Pol  seiner  Schmiegungsebene  daselbst. 

Mit  Z  s=  0  ist  ^pc  =  QO,  <)C  c  =  ^;c,  der  Cylinder  degenerirt  in  die 
Centralachse,  die  Complexstrahlen  sind  senkrecht  zu  ihr.  Wächst  },  dann 
nimmt  der  Werth  tgc  b}),  die  Neigung  der  Complexstrahlen  gegen  die 
Centralachse  verkleinert  sich  und  mit  2  =  oo  werden  die  Complexstrahlen 
parallel  zu  der  Centralachse. 
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§  16.    Die  Centralaohsenfläohe. 
1.  Sind  %|  and  Xt  irgend  zwei  conjagirte  Geraden  eines  Vereines  von 
Linien theilen,    dann    schneidet  seine  Centralachse   den  kürzesten  Abstand 
(Q  — P)  =  A  dieser  Geraden  rechtwinklig  und  es  ist: 

^%       *9{^}  *%) 

Lassen  wir  die  Grössen  der  Linientheile  X|  und  Xg  auf  %^  und  x^, 
denen  der  Verein  Äquivalent  ist,  variiren,  dann  yariirt  die  Centralachse 
nach  Lage  und  Neigung  gegen  Xi  ^^^  !%•  Dadurch  erhalten  wir  die 
Centralachsen  sämmtlicher  Vereine  von  Linientheilen ,  welche  je  zwei  Linien- 
theilen  auf  %^  und  %^  äquivalent  sind.  Diese  Centralachsen  bilden  in  ihrer 
Gesammtheit  eine  geradlinige  Fläche ,  deren  Erzeagenden  in  zu  dem  kürzesten 
Abstände  der  conjagirten  Geraden  senkrechten  Ebenen  liegen  und  den- 
selben schneiden,  es  ist  die  Gerade  des  kürzest'Cn  Abstandes  die  Leitlinie 
der  Fläche. 

1.  Die  Fahrstrahlgleichung  der  Centralachse  ist  mit  P  als  Beziehungs- 

oder,  wenn  wir  setzen: 

wobei   (^,   f|   und   63  die  Einheitsstrecken   von  X|,   x^   resp.  %|,  x«  ^^^  ^ 
bedeuten : 


Aber  es  ist  ^  • 


mithin  auch: 
Weil  noch 


hh  +  '^^Kh  +  Kh) 


l«s +  «*(*!  «1  +  *»  ^2)- 


(»  =  a?fi  +  yfj  +  ife3 
ist,  so  geht  die  vorletzte  Gleichung  mit  x=^uk^^  y  =iuh^  über  in 

xycost  +  y^        .      ,         , 

womit   eine  Gleichung   der  Achsenfläche  vor   uns  steht,    und   es   ist   ihre 
Gleichung  in  schiefwinkligen  Coordinaten: 

{a^  +  2xycosc  +  p^)0=ixycosc  +  y^)l. 

Mit  M  =  ^{P+  Q)  als  Coordinaten  pol  erhalten  wir,  wenn  wir  nehmen 
^  1 

l^=P  +  p  =  Jlf+^j,  wodurch  p  =  (ilf-P)  +  ^i  =  2  ^  +  ^1  ^^*- 

1  y«-a;« 

^^      2    x^  +  2xycosc  +  y^     ^         i  «  ^  x» 

2{si?+2xyco8t  +  y^)g^{y^-x*)l. 
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Die  Achsenfläche  ist  vom  dritten  Orade. 
Im  letzteren  Falle  ist  mit  ß  s=:  +  a: 

wodurch  wir  erkennen ,  dass  es  vier  Vereine  von  Linientheilen  giebt,  deren 
Centralachsen  vom  Punkte  M  gleiche  Abstände  besitzen. 

2.  Die  Fahrstrahlgleichung  der  Ceniralachse  lautet: 

Nun  ist  auch: 

*  sine  '      *  sine      *  sine 

mit  welchen  Werthen  wir  erhalten: 

Ät«(Xi,  k)C0S(x,  Xj)    -        ,        r   .    ,  N         .      .    /  NT 

stnc 

oder,  wenn  wir  <)C  (»i,  x)  =  ft)  setzen: 

sintocosU  —  Vo)   ,     ,     r  •    /       w\      i    •  ^    i 

Q  = r^= —ls^  +  u[s%n{c  -VojBi  +  sintOB^], 

sin  c 

und   diese  Gleichung  ist  bei  variablem  m   und  u  eine  Fahrstrahlgleichang 

der  Achsenfiäche. 

Setzen  wir  jetzt: 

,      ,  um(c  — tt>)  =  a;,    usinxD  =  y, 

wodurch  • 

8  _    ^  +  2xycosc  +  y^ 
wird,  dann  geht  die  Gleichung  der  Achsenfläche  über  in 

^       a?+2xyco8C  +  y^      '         i     ^s 

3.  Eine  Gleichung  der  Achsenfläche  in  rechtwinkligen  Coordinaten  Iftsst 
sich  auf  folgendem  Wege  construiren. 

Mit  P  als  Ursprung  legen  wir  die  Achsen  des  Richtsjstemes  so,  dass 
die  Achse  s^  den  Winkel  c  =  26  halbirt,  e,  in  der  Ebene  dieses  Winkels 
zu  ihr  senkrecht  ist,  €3  wieder  mit  dem  kürzesten  Abstände  der  beiden 
conjugirten  Geraden  zusammenfallt,  und  setzen  <)"(€|,  x)  =  )),  dann  ist  zu- 
nächst die  Gleichung  der  geradlinigen  Fläche: 

2b 

Aber  es  ist: 

_gfn(6  — t))cQg(6  +  t))._l  f.      sin2r>\ 
^^^  «w2B  *"'2V^      sin2b)' 

wodurch  wir  erhalten: 

als  Gleichung  der  Fläche  in  den  Variablen  u  und  D. 
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Nehmen  wir  «  co« »  =  a; ,    m  s in  ö  =  y , 

wodurch  «n  2  0  =  2a!y :  (»»  +  y*) 

wird,  dann  ist:  j  /  2««  \ 

e=*«i+y^,+2ii--(ii+p)^-2rj''»' 

mithin  die  Oleichung  der  Fläche  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 
2a{(x^  +  y^)^{x^  +  y'^'-2xycosec2i)l 
Verlegen  wir  den  Coordinatenursprnng   nach  M=^{P+Q)y  so  er- 
giebt  sich:  .     .        X      1   sin2r>  , 

und  die  Coordinatengleichong  der  Fläche  lautet: 

4.  Die  Gleichung  des  Kreiscy linders  vom  Radius  Eins,  dessen  Achse 
mit  {3  zusammenfallt,  ist  mit  P  als  Ursprung  und  bei  rechtwinkligen 
Coordinaten:  ^  ^  co8\>,^^+8in\>,B^  +  foe^, 

diejenige  der  Achsenfläche  ist: 

Für  die  Schnittlinie  beider  Flächen  ist  t^q,  was  bedingt  t«  =  1, 
80  dass  die  Gleichung  der  Schnittcurye : 

oder,  mit  cos^  = «:  i  o     /i — 15 

Die  Carye  verläuft,  da  ihre  Fahrstrahlen  nur  endliche  Längen  be- 
sitzen, vollständig  im  Endlichen,  sie  ist  keine  gemeine  Schraubenlinie,  auch 
liegt  sie  nicht  in  einer  Ebene  ^  denn  das  äussere  Product  aus  den  drei 
ersten  aufeinander  folgenden  Derivationsstrecken  des  Fahrstrahles  nach  der 
Variablen  verschwindet  nicht,  was  aussagt,  dass  zwei  aufeinander  folgende 
Schmiegungsebenen  *der  Curve  nicht  zusammenfallen. 

5.  Die  Achsenfläche  werde  von  einem  Kreiscylinder  geschnitten«  welcher 

durch  ihre  Leitlinie  hindurchgeht,  sein  Radius  sei  gleich  Eins,  itf  =  g  (P  +  Q) 

sei  Ursprung  rechtwinkliger  Coordinaten.  —  Die  Fahrstrahlgleichungen  der 
beiden  Flächen  sind: 
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Fflr  die  Schsittlinie  beider  Flfichen  ist  t^^,  was  giebt: 

woraus  loigt: 

u  =  2(a,co5D  +  a^stn'o)^ 

so  dass  die  Fabrstrahlgleicbnng  der  Schnittcarye : 

a  =  (2a,(»5*t)  +  ajÄ«ii2t))si  +  (a|5»n2t)  +  2a8Äin*t))«,  -  tsin2ne^ 
lautet. 

Aacb  diese  Carve  besitit  keine  anendlicb  fernen  Punkte,  denn  ihre 
sämmtlichen  Fabrstrablen  haben  endliche  Längen ,  sie  ist  eine  ebene  Curre, 
eine  Ellipse,  denn  das  äussere  Product  aus  der  ersten,  zweiten  und  dritten 
Ableitung  des  Fahrstrables  nach  der  Variablen  verschwindet. 

„Jeder  durch  die  Directrix  der  Achsenfläche  gehende  Kreiscjlmder 
schneidet  diese  Fläche  in  einer  Ellipse/ 

§  17.   Zwei  Vereine  von  Linientheilen. 

1.  Sind  @  und  &  zwei  Vereine  von  Linientheilen  und  reduciren  wir 
dieselben  für  den  Punkt  0,  dann  ist: 

Damit  diese  Vereine  einander  äquivalent  seien,  müssen  wir  haben: 

@-©'=0,  das  ist  0(K-O+l(y-/)  =  0, 
mithin : 

X  =  x'  und  y  s=  y, 

„Zwei  Vereine  von  Linientheilen  sind  einander  äquivalent,  wenn  ftlr 
den  nämlichen  Beductionspunkt  die  resultirenden  Linientheile  für  sich  und 
die  resultirenden  Momente  resp.  Achsenmomente  einander  gleich  sind.** 

2.  Seien  x/,  ^»1,  2,...n,  xV,  t^lj  2,...n'  die  Elemente  zweier 
Vereine  von  Linientheilen. 

Reduciren  wir  diese  Vereine  für  denselben  beliebigen  Punkt  0  des 
Raumes,  dann  ist: 

@  =>  02xi  +  I  y  r=  Ox  +  I  y  =  Ox  +  Ov,  +  Vj ,     V,  =  -  v^. 
&  =  0£xi  +  I  /=  On+ 1  /=  Ok  +  Ov\  +  Vj,   v',  =  -  v',. 

Führen  wir  die  Reduction  so  durch ,  dass  (v,  +  v^)  und  (v ,  +  v'j)  Paare 
gleicher  Breite  sind ,  alsdann  liegen ,  wie  \\  und  v\ ,  so  auch  v,  und  v\  in 
einer  Ebene,  deren  Träger  sich  in  einem  Punkte  S  schneiden  (siehe  Hefl;  II, 
Taf.  III,  Fig.  9),  und  es  ist: 

©  =  0x  +  0v,  +  Sv,. 
@'  =  0x  +  0v',  +  ÄvV 
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Mnltipliciren  wir  die  Gleichung: 

^  JBxi  =  Ä  +  V,  +  Vj 

mit  x/',  80  wird: 

%r£%i  =  »V  Ä  +  »V  V|  +  M'  Vj  =  xV  (5c  +  V,)  +  jcV  Vg  =  M'  vi  +  5cV  vg , 

„Die  Summe  der  Spatbe  mit  dem  Linientheile  xV  als  gemeinsamer  Kante 
und  den  Linientheilen  des  ersten  Sjstemes  als  Oegenkanten  ist  gleich  der 
Summe  der  Spathe  mit  derselben  gemeinsamen  Kante  und  den  beiden  sich 
kreuzenden  Linientheilen,  welchen  das  erste  System  äquivalent  ist,  als 
Oegenkanten.  ** 

Bilden  wir  nun  die  Spathsummen  von  ®  bezüglich  aller  Linientheile 
▼on  ©',  80  ist: 

En'r  Zxi  =  £7r  (x  +  V|  +  V,)  =  (x  +  7,  +  v\)  (xj  +  v,  +  V,). 

Die  Durchführung  der  Multiplication  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  giebt: 

JSi?x'|'X|==Ä'x  + Jt'Vl  +Jc'vg  + v'|X  + v\vi  +v'jVj+v'jX  + v'jVi  +1^8  Vj. 

Aber  wir  haben: 

jT  X  =  ^' Vj  =  v'i  K  =  v\  Vj  =  v\v^  =  0, 
denn  die  Linientheile  dieser  Producte  liegen  auf  sich  schneidenden  Trägern. 
Ferner  ist:  7, 7,  +  v, v,  =  0, 

denn  diese  beiden  Körpertheile  sind  entgegengesetzt  gleich,  es  ist: 
(;', V,)  =  {8 IT,)  {ON,)  =  SN\  ON,^  S{N\  -  5) (0  -  8) {N,  -  0)  =  v',   v, 
{v\v^)  =  {8N\){0N^)  =  8N\0N^  =  8{N\  -  S)(0 -  8){N^  -  0)  =  v\6v^ 
—  vj dv\  =  -  v\dvi  -^  —  (v's Vi). 

Demnach  erhalten  wir: 

£2x'i'xi  =s  X  v'j  4-  »'  j. 

Nun  ist:     j;'^  =  0(ir- 0)(S- 0)(JV"g- S)  -  xdv',, 
daher:  ^'^*  ^  ^^^  "  ^^^^"^  ^^^^^^  "  ^^  =  '*'^'«' 

aber  es  ist:  ,  ,       ■   '      ..         i 

folglich  auch: 

i5:2:xVj«/  =  X  I  /  +  x  I  y  =  hgcos{ii^  y)  +  lcgc08{%\  y). 

Wir  nennen  SZ'i'v'^i  die  doppelte  Momentensumme  der  beiden  Vereine 
▼on  Linientheilen  in  Beziehung  aufeinander,  wobei  wir  aber  nur  die  Spathe 
der  Körpertheile  in  Frage  ziehen,  übrigens  auch  die  Körpertheile  gesetzt 
werden  können,  indem  solche  gleichartige  Grössen  sind. 

,Die  doppelte  Momentensumme  zweier  Vereine  von  Linientheilen  in 
Bezug  aufeinander  ist  gleich  der  Summe  aus  den  inneren  Producten  der 
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Besultantenstrecke  des  ersten  Systemes  and  dem  Achsenmomente  des  zweiten, 
der  BeBultantenstrecke  des  zweiten  und  dem  Achsenmomente  des  ersten 
Systemes. '^ 

Diese  Momentensumme  verschwindet  in  den  folgenden  Fftllen^. 

1.  Wenn  x  + 1  y  =  0,  oder  %  +  |  /=  0  ist,  das  heisst,  wenn  6  oder 
&  Äquivalent  Null  ist. 

2.  Wenn  x  =  0  und  x'  =  0  sind,  das  heisst,  wenn  jeder  Verein  gleich- 
zeitig einem  Paare  ftquivalent  ist. 

3.  Wenn  y  =  0  und  /&=  0  sind,  das  heisst,  wenn  ®  und  €'  Einzel- 
resultanten Äquivalent  sind. 

4.  Wenn  gleichzeitig  x  |  /=  0  und  %  \y  =  0  sind ,  das  heisst,  wenn  je 
die  Beductionsresultante  des  einen  Vereins  auf  dem  resultirenden 
Achsenmomente  des  anderen  senkrecht  steht. 

5.  Wenn  (x'  |  y)  c=  —  (x  |  y)  ist,  oder  (jT v^)  =  —  (x v'^)  ist,  dass  heisst, 
wenn  die  resultirenden  Eörpertheile  oder  Spathe  entgegengesetzt 
gleich  sind. 

Sind  die  beiden  Vereine  bezüglick- eines  Punktes  0  einander  Äquivalent, 
dann  ist:  ._,.., 

X  SS  X        Vj  =B  V  2 , 

mithin:  _^  . 

ZZKt'm  =  2x  vj  =  2x  I  y  =  2kgco8{%,  y)  =  2kffQ, 

Die  Gleichung: 

£i:Kt^t  =  2£KiXif  =  X  I  y  +  %  I  y 

stellt  eine  Relation  zwischen  den  Momenten  der  Elemente  dee  Linientheil- 
Vereines  der  x/  in  Bezug  auf  Achsen  dar,  welche  die  Trftger  der  Elemente 
des  Vereines  der  %t  sind ,  und  umgekehrt  —  Verschwindet  diese  Doppel- 
summe, dann  ist,  wenn  @  s=  Ox  +  |  y  ist,  @'=  0,  das  heisst,  &  redocirt 
sich  auf  Null,  und  umgekehrt. 

9 Die  Doppelsumme  verschwindet,  wenn  irgend  einer  der  beiden  Vereine 
Äquivalent  Null  ist.^ 

3.  Sind  ii  und  eV  die  Einheitsstrecken  irgend  zweier  Geraden,  dann 
nennen  wir  den  Späth  des  Productes  ?r^i  das  Moment  dieser  beiden  Geraden 
in  Bezug  auf  einander. 

Bezeichnen  wir  dieses  Moment  mit  Jf,  dann  ist: 

Jf  =  Ti»  f/,     Jf  =  if  6  fi, 

wenn  6  die  Abstandsstrecke  der  beiden  Geraden  bedeutet. 
Dadurch,  aber  auch  direct,  kann  geschrieben  werden: 

Es  bedeutet  hi{Vrh)  ^^  Moment  von  x|  bezüglich  der  Achse  cV, 
ükiQ'ru)  das  Moment  des  Vereines  der  «^  in  Bezug  auf  die  Achse  iVi 
££k'rki(ii»ii)  die  doppelte  Momentensumme  von  6  und  &  in  Bezog 
aufeinander.  ^  j 
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Setzen  wir:  vi.  /?/  e\ 7ir. 

iJahw    isli  *  ^ 

Ißt  nun  ^^7'  1.  /-'  -X      n         ^ 

dann  ist:  n' 

und  es  besteht  die  Gleichung: 

k\M,  +  k\M^  +  k\M^  +  .  •  •  +  Vn'Mn'  =  0. 

,  Verschwindet  die  doppelte  Momentensumme ,  dann  besteht  zwischen 
den  Momenten  des  einen  Vereins  in  Bezug  auf  die  Träger  des  anderen 
eine  lineare  Gleichung,  die  Coefficienten  der  Momente  sind  die  Lttngen  der 
Linientheile  auf  den  Trägem,  deren  Summe  verschwindet.** 

Soll  umgekehrt  ^^- ,  jj,  =  ^  |  y'  +  ^'  |  y 

eine  Relation  zwischen  den  Momenten  des  Vereins  der  x^  in  Bezug  auf  die 
Achsen  %r  darstellen^  die  unabhängig  von  der  Lage  gegen  die  Achsen  ist^ 
so  muss  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  verschwinden ,  es  muss  »T  =  0 
und  /s=0  sein,  das  heisst,  @'  =  0  sein,  es  muss  ein  Linientheilsystem  @' 
längs  den  Achsen  cV  geben  ^  dessen  Summe  verschwindet. 

4.  Wählen  wir  den  Punkt  0  als  Ursprung  rechtwinkliger  Coordinaten, 
setzen:  ^  _  h^By^  +  kyB^-^-Ki^,       y  =  9xh+9yh  +  9iiH^ 

x'  =  Äj'^^i  +  Ä'yfg  +  Äj'afj      /  =  9xh  +9yh  +  gzh, 
dann  ist: 

ZZKfiii  =  kj^g'x  +  hi9y  +  *»^'»  +  ^W*  +  ^\9u  +  *'»^»' 

Die  Entwickelung  weiterer  Beziehungen  zwischen  zwei  Linientheil- 
sjstemen,  namentlich  die  Darstellung  des  sogenannten  Gleichgewichtes, 
habe  ich  mir  für  eine  spätere  Abhandlung  vorbehalten ,  indem  nämlich  der 
Inhalt  dieser  Arbeit,  die  sich  ganz  absichtlich  an  den  Gedankengang 
SchelTs  anschliesst,  gentigt,  um  vorerst  die  Kinematik,  insoweit  solche 
der  Ingenieur  nöthig  hat,  zu  behandeln.  Alsdann  wird  der  Werth  des 
geometrischen  Kalküls  viel  markanter  hervortreten.  Mit  Rücksicht  hierauf 
empfehle  ich  die  Arbeit  über  Curven  und  Flächen  von  Hermann  Grass- 
mann  dem  Jüngeren,  deren  Kenntniss  ich  voraussetzen  muss,  zum  ge- 
fälligen Studium.  Ein  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  ist  überdies 
für  den  Druck  in  Vorbereitung. 

Zürich,  im  März  1893. 


ZtitMhziftf.]UthemAtiku.Ph7iik.  89.  Jahrg.  1894.  8.  Heft. 
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Ueber  die  Auflösung  der  Oleiohungen 
vom  fünften  Grade. 

Von 

Dr.  W.  Heymann 

in  Chemnita. 


Vorbemerkung. 

Seit  TiDgef&hr  acht  Jahren  habe  ich  mich  ab  and  za  mit  der  trans- 
cendenten  Auflösung  algebraischer  Gleichungen  beschäftigt  Meinen  Unter- 
suchungen lag  zumeist  die  Idee  zu  Orunde ,  solchen  algebraischen  Gleichungen 
nachzugehen,  deren  Wurzeln  durch  hypergeometrische  Reihen  höherer 
Ordnung  dargestellt  werden  können.  Auf  solche  Weise  erledigte  ich  ins- 
besondere die  trinomische  Gleichung  in  völlig  allgemeiner  Darstellung. 

Durch  einen  speciellen  Ansatz  wurde  ich  immer  zu  Gleichungen  mit 
nur  einem  Parameter  geführt,  und  diese  Gleichungen  waren  ausserdem 
noch   dadurch   ausgezeichnet,    dass  ihre   Discriminante    die   binomische 

^^™  7  =  «p(l-a?)« 

annahm,  unter  p,  q  ganze  Zahlen  verstanden.  Dies  ist  in  üeber- 
einstimmung  damit,  dass  die  zugehörigen  hjpergeometrischen  Differential- 
gleichungen —  Differentialresolventen,  wie  ich  sie  nenne  —  die  einzigen 
singnlären  Punkte  x  =  0  und  x  =  1  besitzen. 

Ich  habe  mich  sodann  qiiadrinomischen  und  mehrgliedrigen  Gleichungen 
mit  einem  Parameter  zugewendet  und  die  Bedingung  festgehalten,  dass 
deren  Discriminante  die  oben  erwähnte  zweigliedrige  Form  habe.  Auf 
diese  Weise  treten  nun  unendlich  viele  besondere  Gleichungen  auf,  die 
theils  ganz  direct,  theils  auch  indirect  mit  hjpergeometrischeu  Functionen 
höherer  Ordnung  in  Verbindung  gesetzt  werden  können.  Ich  will  im 
zweiten  Theil  dieser  Abhandlung  eine  Anzahl  solcher  Gleichungen  mit- 
theilen, und  es  wird  sich  zeigen,  dass  die  Gleichungen  fdr  die  Kreistheilung, 
die  einfachsten  Modalargleichungen  resp.  die  Jac ob i 'sehen  GleichungeOi 
ebenso  die  bekannten  Besolventen  der  Gleichung  fünften  Grades  u.  s.  f. 
erscheinen.  Das  Auftreten  jener  Gleichungen  ist  eigentlich  selbstverständ- 
lich,  insofern  selbige  eben  eine  Discriminante  der  besprochenen  Form  be- 
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sitzen.  Unser  Ansatz  liefert  aber  auch  noch  andere  bemerkenswerthe 
Gleichungen,  die  bisher  nirgends  erwfthnt  wurden. 

Was  insbesondere  die  Gleichungen  vom  fünften  Grade  anlangt,  so 
stellte  sich  unter  Anderem  eine  Besolvente  ein,   deren  Form  folgende  ist: 

X¥fi  +  60w«  +  lÖfT  +  1  =  0, 
mit  der  Discriminante :  »  _  ^/g4  ^  ^ 

und  welche  ich  weder  in  den  diesbezüglichen  Aufsätzen  der  Herren  Gordan 
und  Klein,  noch  in  Kiein's  „Vorlesungen  über  das  Ikosaeder^  auf- 
finden konnte.  Bemerkt  sei  sogleich,  dass  obige  Besolvente  Ihre  Gestalt 
nach  Anwendung  der  Transformation: 

w  +  w'+  6«;ii>'  =  0 
nicht    ändert;    die    neue   Gleichung    in    w   besitzt  aber  ein  neues  v^  =  x  ^ 
welches  mit  dem  ursprünglichen  durch 

rc'  ==  6*  —  « 
verknüpft  ist.  Dieses  Besultat  veranlasste  mich  schon  vor  längerer  Zeit 
mit  Hilfe  jener  zwei  Besolventen  eine  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung 
fdnften  Grades  zu  versuchen,  und  ich  erreichte  es  auch.  Wenn  ich  mit 
der  Publication  dieser  Untersuchungen  bisher  zurückgehalten  habe,  so  hat 
dieses  einen  zweifachen  Grund. 

Zunächst  ergab  sich  für  mich  die  ausserordentlich  lohnende  aber  auch 
zeitraubende  Aufgabe,  die  einschlägigen  Arbeiten  zu  studiren,  um  zu  er- 
fahren, welche  Stellung  meine  Besolvente  in  der  Theorie  von  Gordan 
und  Klein  einnimmt.  Es  zeigte  sich,  wie  zu  erwarten,  dass  die  seither 
bekannten  Besolventen  fünften  Grades  mit  oben  erwähnter  durch  eine 
sehr  einfache  Tschirnhaus -Transformation  in  Verbindung  gesetzt  werden 
können.  Eben  deswegen  kann  ich  auch  meiner  Besolvente  eine  principielle 
Bedeutung  nicht  beimessen,  nur  will  ich  auf  die  Symmetrie  in  meiner 
späteren  Darstellung  hinweisen ,  welche  gerade  durch  jene  Besolvente ,  nach- 
dem sie  gespalten  ist,  erreicht  wird. 

Ein  anderer  Grund  für  die  Verzögerung  meiner  Mittheilungen  war 
eine  Anregung,  die  mir  durch  Herrn  Kronecker  im  Jahre  1886  wurde. 
Ich  hatte  Herrn  Kronecker  zwei  bestimmte  Integrale  mitgetheilt,  welche 
die  Auflösung  einer  allgemeinen  quadrinomischen  Gleichung  darstellen, 
and  auf  seine  Veranlassung  hin  beschäftigte  ich  mich  mit  jenen  Integralen 
genauer  und  entwickelte  selbige  in  Beihen.  Die  Entwickelung  bezog  sich 
ursprünglich  auf  die  Gleichung: 

j?»+a^+6£r+  1  =0 
and   ergiebt   daher   ein  Integral,    beziehentlich   eine   Beihe   mit  zwei  Ver- 
änderlichen.    Später  habe  ich  dann  die  Aufgabe  ganz  allgemein  in  Angriff 
genommen  und  in  meinen  „Studien**  veröffentlicht.* 

*  Stadien  über  die  Traneformation  und  Integration  der  Differential-  und 
Differenzengleichungen  nebst  einem  Anliang  verwandter  Aufgaben.  B.G.Teubner.  1891.       j 
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Bestimmend  ftir  alle  diese  üntersnchnngen  war  aber:  Eine  Auflösung 
der  Gleichung  fllnften  Grades  zu  finden,  welche  der  Kronecker'schen 
Anforderung  genügt,  dass  eine  «accessorische  Irrationalit&t"  vermieden 
werde.  Betreffs  der  vorbin  erwähnten  Integrale  und  Reihen  muss  ich  be- 
merken, dass  sie  zunttchst  nur  eine  formale  Bedeutung  haben,  da  die 
Grenzen  ihrer  Giltigkeit  schwer  festzustellen  sind.  Aus  diesem  Grand 
habe  ich  noch  eine  zweite  AuflOsungsmethode  in  Betracht  gezogen«  bei 
welchen  die  Wurzeln  der  Gleichungen  durch  „Ketten functionen^  dar- 
gestellt werden.  Solche  Kettenfunctionen  werden  durch  unendliche  Processe 
definirt,  so  etwa,  dass  man  auf  eine  Grösse  x  unendlich  oft  eine  bestimmte 
Operation  f  ausübt.  Eettenbrüche  sind  ein  specieller  Fall  derselben.  Die 
Convergenz  der  Processe  lässt  sich  hier  leichter  feststellen  als  bei  den  ent- 
sprechenden Reihen,  besonders  dann,  wenn  man  die  geometrische  Deutung 
nicht  ausser  Acht  lässt. 

Die  vorliegende  Abhandlung  zerfällt  in  zwei  Theile.  Im  ersten  Theil, 
der  ein  abgesqhlossenes  Ganzes  für  sich  bildet,  soll  eine  vollständige  Auf- 
lösung der  Gleichung  fünften  Grades  gegeben  werden ,  und  es  sei  bemerkt, 
dass  der  Versuch  gemacht  ist,  jene  Auflösung  so  elementar  zu  begründen, 
als  nur  möglich.  Es  sollen  alle  functionen-  und  invariantentheoretischen 
Begriffe  ausgeschlossen  werden;  nur  die  in  Mitten  auftretende  Ikosaeder- 
Irrationalität  bedarf  zu  ihrer  numerischen  Berechnung  der  hypergeometrischen 
Reihe,  weil  ohne  transcendente  Hilfsmittel  eine  Gleichung  ftinften  Grades 
überhaupt  nicht  lösbar  ist. 

Es  versteht  sich  ganz  von  selbst,  dass  unsere  Resultate  an  vielen 
Stellen  mit  denen  von  Gordan  und  Klein  übereinstimmen  müssen.  Ich 
habe,  damit  diese  Uebereinstimmung  nirgends  verschleiert  und  die  Priorität 
genannter  Autoren  gewahrt  werde,  möglichst  die  Klein 'sehe  Bezeichnung 
angenommen.  Im  üebrigen  sei  auf  die  unten  genannte  einschlägige  Literatur 
verwiesen. 

Hiemach  ist  also  der  erste  Theil  dieser  Arbeit  für  solche  Leser  be- 
stimmt, welche  in  Kürze  die  Auflösung  der  Gleichung  fünften  Grades  über- 
blicken wollen,  etwa  in  der  Weise,  wie  man  das  bei  den  Gleichungen 
dritten  und  vierten  Grades  gewöhnt  ist  Selbstverständlich  gestalten  sich 
die  Vorgänge  bei  den  Gleichungen  fünften  Grades  verwickelter,  und  man 
wird  am  Schlüsse  eine  natürliche,  von  Kunstgriffen  freie  Darstellung  ver- 
langen, wie  sie  eben  von  dem  höheren  Standpunkt  der  Theorie  des  Ikosaeders 
aus  ihatsächlioh  gewonnen  wird.  In  diesem  Sinne  —  als  vorbereitende 
Leotüre  —  möchte  jener  erste  Theil  verstanden  werden! 

Der  zweite  Theil  der  Abhandlung  enthält  allgemeine  Erörterungen. 
Insbesondere  wünschte  ich  eine  kurze  Mittheilung  über  Gleichungen  mit 
binomischer  Discriminante  und  über  die  directe  Darstellung  der  Wurzeln 
mittebt  Functionen  mehrerer  Veränderlicher  lu  machen.  Diese  Fragen 
belieben  sich  allerdings  auf  die  Gleichungen  ganz  im  Allgemeinen;  sie  sind 
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aber  hier  dazu  bestimmt,  den  ersten  Theil  meiner  Arbeit  zu  vervollständigen, 
indem  sie  sich  unmittelbar  auf  die  Gleichung  fünften  Grades  übertragen 
lassen. 
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I.  Theil. 
1.  Die  Besolvente  von  Brioschi. 

Wenn  man  in  die  Theorie  der  Gleichungen  fünften  Grades  eindringt, 
sei  es  nun  von  Seiten  her  der  Modnlfunctionen  (Jacobi),  oder  der  byper- 
geometrischen  Functionen  (Schwarz),  oder  der  In  variantentheorie  (Gordan), 
oder  der  Theorie  des  Ikosaeders  (Klein),  immer  wird  man  zunfichst  auf 
einige  sehr  specielle  und  merkwtlrdige  Resolventen  geführt,  welche  eine 
allgemeine  Auflösung  des  Problems  ermöglichen,  Diese  Resolventen  stellen 
sich  auch  ein,  wenn  man  die  Gleichung  fünften  Grades  in  quadrinomischer 
Form  voraussetzt  und  derselben  die  Bedingung  auferlegt,  dass  ihre  Dis- 
criminante  binomisch  sei.    Vergl.  TheB  II,  A  dieser  Abhandlung. 

Wir  stellen  an  die  Spitze  unserer  Untersuchung  eine  der  funda- 
mentalsten dieser  Gleichungen,  nämlich: 

1)  <5-10/'<s  +  45/'*e-r=0. 

Diese  Resolvente  findet  sich  schon  bei  Brioschi*;  in  ihr  bedeuten 
f  und  T  zunächst  gegebene  Zahlen,  die  Bezeichnung  /*,  T,  t  ist  die  Klein'sche 
und  entspricht  der  Theorie  des  Ikosaeders. 

Wir  versuchen  jetzt,  die  Gleichung  1)  in  Verbindung  mit  anderen 
Resolventen  zu  setzen,  insbesondere  mit  solchen,  in  denen  ausser  der 
vierten  auch  die  dritte  Potenz  der  unbekannten  fehlt,  und  erreichen  es  in 
einfachster  Weise  durch  die  Substitution: 

2)  t^^^n 

wenn  Je  dermassen  bestimmt  wird,  dass 

Somit  finden  wir  zwei  neue  Resolventen,  welche  in  der  gemeinsamen 
Form**:  f  T  ^ 

enthalten  sind,  wobei: 

_    Vr 


4)  Ä=  +  j/3,       1?: 


t'-hyTr 


2.  Die  Besolvente  der  97. 
Wir  wollen  von  jetzt  ab  die  Gleichung: 

5)  Ät?ß+  20V  +  5ä;i?  +  1=0, 

in  welcher: 


^  Annali  di  Matematica  ser.  1 ,  t.  I  (1858). 

*^  Es  ist  dies  die  bereits  in  der  Vorbemerkang  erwähnte  Resolvente,  nur  dass 
dort  die  Kiammergrösse  mit  x  bezeichnet  und  rj  ^kw  gesetzt  wurde. 
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6)  A  =  24ä  -  ^ 

Vf 

gesetzt  wurde,  als  Resolvente  der  1/  bezeichnen.    Je  nachdem  wir  dem 
*  die  Werthe:  ä,  =  +  ^g     oder     Ä,  =  -  ^3 

ertheilen,   werden  wir  \y   ri^  beziehentlich  \y  17,  schreiben.*     Die  beiden 
k  sind  offenbar  die  Wurzeln  der  quadratischen  Oleichnng: 

7)  PV  +  2Typh  +  (T»  -  1728/'5), 

und  man  bemerke,  dass: 

8)  Äi-Ä^  =  48/3. 

Für  die  beiden  n  hat  man: 

9)  ly.  =      ^^,—     und     17^=     ^^-,; 

sie  können  als  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 

10)  {i^-^fW-2tyfn  +  f=-0 

angesehen   werden.     Bildet   man   mittelst  9)   die  Ausdrücke   für  ri^ri^  und 
17,  — 17^  und  rergleicht  selbige ,  so  findet  man ,  dass 

Diese  von  f  und  t  freie  Beziehung  ist  für  das  Folgende  wichtig;  Ter- 
möge  derselben  transformirt  man  die  Resolvente  der  rii  in  die  der  ly,  ^^^ 
umgekehrt. 

3.  Simultane  Resolventen  der  17. 

Ausser  den  beiden  Resolventen  der  17 ,  welche  in  Nr.  5  Abschnitt  2 
enthalten  sind,  bestehen  noch  weitere  algebraische  Beziehungen,  welche 
die  sich  entsprechenden  Grössen  17^  und  1^2  gleichzeitig  enthalten,  und 
welche  simultane  Resolventen  heissen  mögen.  Ich  stelle  hier  vor 
Allem  diejenigen  Resolventen  fünften  Grades  zusammen,  deren  ich  später 
bedarf.     Diese  sind: 

^0  =  Ä,  V  +  20t7,»  +  bTc,yi,  +  \^  0, 

Äi  =  *!  1/1^8  +  S*?!^»  +  2ä»i?i  +  Ä117,  +  1-0, 

^2  =  Ä,^i' V  +  2V  +  *i^>  +  1  =  0, 

^  =  ^^i' V  +  2^1'  +  Ä2^i  +  1  =  0, 

-R4  =  ^^I  V  +  81?,  »?8  +  *8^l  +  2*81?,  +   1=0, 

^5  =  Ä,  V  +  20  V  +  ^Kn%  +1  =  0. 


12) 


*  Wenn  man  -17t  an  Stelle  von  +  97t  schreibt,  so  kann  man  die  Unter- 

ogle 


icbeidaog  von  k*  und  ki  ganz  aufgeben;  die  der  beiden  A  bleibt  jedoch  bestehen, 
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Beiläufig  sei  auch  die  symmetrische  und  homogene  Besolvente: 

13)  ÄiV-5»,V%  +  10».%V-10*»V'?.*+6»»'JiV-»»V  =  0 
erwähnt,  welcher: 

14)  Vi^Q{t  +  j/Sfl    i7,  =  ^0-/3?) 

genügt,  unter  g  einen  Proportionalitätsfactor  verstanden.  Die  Existenz  der 
simultanen  Resolventen  verificirt  man  leicht  auf  Qrund  der  Beziehung  11)» 
aus  welcher  folgt: 

Setzt  man  nämlich  den  Werth  von  i^,  in  B^  und  12,  ein,  so  resultirt 
Bq  ;  setzt  man  den  Werth  von  i^j  in  B^  und  B^  ein ,  so  entsteht  i^.  üebrigens 
gehen  die  letzten  drei  Besolventen  aus  den  ersten  drei  auch  durch  einfache 
Buchstabenvertauschung  hervor« 

Des  Weiteren  sei  bemerkt,  dass  sich  alle  Potenzen  und  Potenzen- 
produote  der  Form  17/ t/s*  ,  wo  p  und  q  ganze  positive  Zahlen  bedeuten  und 
p  +  q>2  auf  eine  Form  zweiten  Grades: 

reduciren,  deren  CoefBcienten  Ä...F  nur  von  \  und  ^,9  ^^  heisst  Ton 
dem  Verhältniss  T^  :  f^  abhängen.  Hier  kann  auch  noch  das  Glied  i^^i;, 
mit  Hilfe  der  Beziehung: 

11)  2iy,i,,^3  =  i7.-ife 

beseitigt  werden. 

^  4.   Bine  allgemeinere  SesoWente. 

Oordan*  und  Klein**  haben  wohl  zuerst  den  glfickliohen  Gedanken 
geftksst,  durch  eine  mit  zwei  disponiblen  Constanten  ausgestattete  lineare 
Verbindung  der  Wurzeln  von  zwei  einfachen  Besolventen  itinften  Grades 
eine  allgemeinere  Lösung  zu  construiren.  Es  ist  dies  einer  der  wichtigsten 
Fortschritte,  der  in  der  Theorie  jener  Gleichungen  zu  verzeichnen  ist 
Denn,  während  die  erste  Methode  der  Auflösung,  nämlich  die  von  Her- 
mite  entdeckte,  sich  auf  die  trinomische  Form: 

erstreckiei  gelang  es  Oordan  und  Klein,  die  quadrinomische  Form: 

16)  y*+5«y«+5^y+y  =  0 

ganz  direct  aufiulGsen  und  hiermit  die  umständliche,  von  Bring 
und  Jerrard  modificirte  Tschirnhaas> Transformation  zu  vermeiden. 
Klein  bat  durch  geometrische  Betrachtungen  jeden  Zweifel  beseitigt,  dass 

*  Math,  Annalen  XUl.  Bd.  $,  400,  Kr  19. 
••  Ikotaeder,  Verlfettogen,  S.  lOft,  Kr.  SO.  /^^^^^T^ 
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jene  Transformation  eine  ttberflttssige  Complication  des  ganzen  Ansatzes 
herbeifllhrt. 

Fragen  wir  jetzt,  welcher  Gleichnng  eine  lineare  Verbindung  unserer  ij,  also 

genttgt ,  unter  p  und  q  zunächst  yöllig  unbestimmte  Zahlen  verstanden.  — 
Bezeichnen  wir  die  sich  entsprechenden  Werthe  von  i/j  und  tj^  genauer 
durch  rjiv  und  172 y,  wo  v  =  0,  1,  2,  3,  4,  so  folgt  zunächst  aus  der 
Form  der  Besolvente  der  17,  dass: 

2»ji»=o,  ^vi*'=Oi  2''?'»=o,  ^\},-o, 

9  V  9  V 

dass  weiter  auch  wegen: 

11)  ^ViVsV^'^Vi-Vi 

die  Beziehung:  -^  ^ 

V 

besteht.  Hieraus  erhellt,  dass  obige  lineare  Verbindung  der  19 ,  bei  völliger 
Unbestimmtheit  der  p,  g,  einer  Gleichung  fünften  Grades  genttgen  wird, 
in  welcher  die  vierte  und  dritte  Potenz  von  y  nicht  vorkommen  kann. 
Wir  bezeichnen  eine  solche  Gleichung  nach  Klein  als  Hauptgleichung 
und  schreiben  sie,  wie  unter  Nr.  16  angegeben. 

Auf  eine  Hauptgleichung  kommen  wir  nun ,  wenn  wir  die  Substitution : 

17)  y^'PVi  +  QV* 

beiderseits  in  die  fünfte  Potenz  erheben  und  die  Verbindungen  fünften 
Grades  wie  ti^^f  Vi^V^f'  sofort  wieder  mittelst  der  simultanen  Besolventen 
unter  Nr.  12  in  Gebilde  des  zweiten  Grades  umsetzen.  Das  Schlussresultat 
enthält,  wie  zu  erwarten ,  die  rj  nun  in  der  durch  17)  bezeichneten  Ver- 
bindung und  zwar  in  erster  und  zweiter  Potenz,  wofür  wieder  y  und  y^ 
zu  schreiben  ist.    Es  lautet: 

^^.lh,\i^  +  20\h,!fi  +  h,g'\y  +  6}/3\h,p^{p  +  2q)^\q^i2p  +  a)]y 
1  +{^p'{p'  +  5pQ+l0q^)  +  \qHl0p'  +  5pq  +  q^))^0 

und  enthält  natürlich  für  g  =  0  resp.  jp  »  0  die  beiden  Besolventen  von 
i}i  und  1^2  als  specielle  Fälle  in  sich. 

Wenn   man   sich   damit  begnügen  will,  nur  die  Existenz  der  Besol- 
vente 18)  festzustellen,  so  kann  man  auch  so  verfahren,   dass  man  in  18) 
einfach  die  Substitution  17)  einträgt    Auf  solche  Weise  entsteht  folgende 
Gleichung: 
l9)h^p^R^+5h,p'qB,+  l0h,p^q^B,+  10h,p'q'R,+  5h,pq^R^+\q^B,^0, 

wo  die  B  die  linken  Seiten  der  früher  angegebenen  simultanen  Besolventen 
vorstellen.  Da  diese  alle  einzeln  für  sich  verschwinden,  so  ist  auch 
Oleiehung  19)  identisch  erfüllt  und  damit  die  Existenz  der  Besolvente  18) 
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6.  Die  Hauptgleiohnng. 

Wir  haben  jettt  die  Mittel  in  der  Hand,  die  Auflösung  einer  Haupt- 
gleichung: 

16)  S^+5ay«  +  5/3y  +  y  =  0 

von  der  Auflösung  der  Resolvente  der  ti  beziehentlich  der  t  abhängig  zu 
machen.  Vergleichen  wir  nämlich  Gleichung  16)  mit  der  im  Abschnitt  4 
hergeleiteten  allgemeinen  Besolvente  18),  so  können  wir  Identität  eintreten 
lassen,  wenn  wir  nachstehendes  Gleichungssystem  in  Bezug  auf  die  Grössen 
p,  q  und  h  aufzulösen  vermögen: 

yö 

t  c)    h,p\p^  +  5pq  + 10 q^)+h^q\10p^  +  6pq  +  q*)=^Yh,h,. 


20) 


Der  Vorgang  bei  der  Elimination  ist  nun  folgender: 
Man  eliminire  aus  dem  System  zunächst  die  beiden  h  oder,   wie  man 
auch  sagen  kann,  die  Grössen  p^h{^^  und  ^h^^^t  ^^^^  ergiebt  sich: 

21)  or-iS5-y=0, 
wobei  zur  Abkürzung 

22)  p  +  q^^y^    und     ip-q)j/l=^s 
gesetzt  wurde. 

Sodann   eliminire  man  aus  den  ersten  beiden  Oleichungen  a)  und  b), 
sowie  der  im  Abschnitt  2  auftretenden  Bedingung 

8)  Ä4-Äi  =  48/3 

nochmals  die  Grössen  h,  dann  folgt  mit  Rücksicht  auf  21)  eine  Gleichung 
zur  Bestimmung  des  r,  nämlich: 

23)  {a^+aßy  -  ß^)r*  -  (2«»y  +  1 1  a«/J'+  j3y»)r  +  (ay-  8^«)»  =  0. 

Endlich    verschaffe  man  sich  auf  Grund  der  Gleichungen   a)   und  b) 
einen  Ausdruck  für  h^h^  und  findet: 

-12»./3V^V 

^^       a*r«~(2a»y+ll«*^')r  +  («y-8/5«)«' 

Hier  lässt  sich  der  Nenner  mittelst  der  Gleichung  23)  ganz  unmittel- 
bar in  einen  anderen  verwandeln,  und  dann  erhält  man  einfach: 

-  12».  ßp^q^ 


24)  *!*»  = 


{ß'-^Y)r  +  7' 


Wollte    man   die   h   für   sich    haben,  so   brauchte   man    den   letzten 
Ausdruck    nur    in   Verbindung    mit    Nr.  8    zu   setzen;   aber    wir   werden 
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diese  Orössen  überhaupt  nicht  benöthigen  und  mit  dem  Ansdruck  24)  aus- 
kommen. 

Wir  haben  sonach  folgende  einzelne  Schritte  zu  than.     Zunächst  löst 
man  die  quadratische  Gleichung  23)  auf,  wobei  sich  ergiebt: 

f:.      .,  2{a*  +  aßY-ß') 

and  hier  ist: 

26)    v*  =  lOSaßy -  135«*/?»  +  90a«/3y«  - 320aß^y+2ö6ß^  +  y\ 

wie  man  sich  überzeugen  mögCi  dieDiscriminante  der  Hauptgleichung  16). 
Ueber  das  Vorzeichen  von  y  können  wir  erst  später  im  Abschnitt  6  ent- 
scheiden. 

Nun  bestimme  man  auf  Grund  der  Gleichung  21): 

27,  -^ 

und  sodann  p  und  q  aus: 
22)  ;)  +  3  =  ^r    und    i>-tf=-|. 

In  Wirklichkeit  braucht  man  übrigens  nur  das  Product: 

28)  pq='^{Sr-8^, 

welches,    in  Nr.  24  eingeftthrt,  folgendes  ergiebt: 

-jJ(3r-s«)» 


29)  ÄA=>_.y)^+y. 

Erinnert  man  sich ,  dass  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  7)  im  Abschnitt  2 
die  Beziehung: 
30)  Ä,»,  =  (r«-1728/*):/^» 

statt  hat,  so  ist  deutlich,  dass  Termöge  der  zuletzt  angegebenen  Formeln 
das  Verh&ltniss  T^ :  p  durch  die  Coefficienten  «,  ^,  y  der  Hauptgleichung  16) 
ausgedrückt  werden  kann ,  und  jenes  Verhältniss  ist  ja  gerade  der  einzige 
Parameter  der  Besolyente  der  17. 

Die  Lösung  der  Hauptgleichung  hat  nun  die  Gestalt: 

y?  VI 

y=J>^i  +  g^8===P,        /o7.+g  ^ 


oder,  mit  Berücksichtigung  Yon  Nr.  22: 

Der  letzte  Ausdruck  stellt  zugleich  die  Tschirn  haus -Transformation* 
dar,  welche  die  Hauptgleichung  in  die  Brioschi'sche  Besolvente  der  t 
überführt.     Würde  man  dagegen  aus: 

*  Vergl.  auch  Qordan,  Math.  Annalen  XIII.  Bd.  S.  400,  Nr  19  und  Kiepert, 

Journal  f.  d.  r.  u.  a.  M.,  87.  Bd.  S.  131,  Nr.  «4.  "^^r^T^ 
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und 

11)  ^mViV^^Vi-Vi 

eines  der  i^  eliminiren ,  so  kftme  man  zu  jener  Tschirnhans -Transformation, 
welche  die  Hauptgleichung  in  die  Besolvente  der  17  umwandelt. 

Anmerkungen.  Statt  der  quadratischen  Gleichung  23)  für  r  benutzen 
Klein*  und  Kiepert**  eine  andere,  bei  welcher  8  die  Unbekannte  ist. 
Wir  erhalten  jene  Gleichung,  wenn  wir  aus  Nr.  21 

82)  r  =  ^i+^ 

a 

entnehmen  und  dieses  in  23)  eintragen;  es  entsteht: 

^33)(ot*+«/3y-/5»)s«-(na»/5-ay«+2/J«y)Ä+64a«/J«-27Ä3y-/Jy«  =  0, 

während  der  Ausdruck  24)  übergeht  in: 

- 12».  apV 


34)  ÄjÄ,: 


(ß*-cty)8  +  ßy 


Noch  anders  ist  die  Darstellung  bei  Gordan***,  welcher  eine  qua^ 
dratische  Gleichung  aufstellt,   deren  Unbekannte  c  mit  unserem  r  durch: 

Terbunden  ist. 

Bemerkt  sei,  dass  die  Klein'schen  Formeln  ftir  a  =0  versagen»  die 
unsrigen  für  /}  =  0;  durch  obige  zweifache  Darstellung  erledigen  sich  jene 
Ausnahmefälle  von  selbst  Die  Kl  ei  naschen  Ausdrücke  sind  ziemlich  com- 
plicirt,  dafür  erweisen  sie  sich  von  einer  allerdings  nur  scheinbaren 
Irrationalität  frei,  die  in  unsere  Formeln  (siehe  Nr.  31)  durch  die  Grösse  f^r/ 
eingeführt  wird.    Man  vergl.  hierüber  den  analogen  Fall  bei  Kiepert. 


6.  Sie  BesolTenten  Ton  Oordan  und  Klein. 

Wie  bereits  im  Abschnitt  4  erw&hnt,  sind  die  beiden  Resolventen  der 
t/^  und  1},,  welche  wir  bei  unserer  Darstellung  gebraucht  haben,  specielle 
Hauptgleichungen,  charakterisirt  durch  9  =  0  resp. jp  =  0.  Gordan  und 
Klein  benutzen  dagegen  zwei  andere  Besolventen,  welche  durch  die  Be- 
dingungen: p  +  q^O    und   jp-fl  =  0, 

das  heisst  r  ss  0  resp.  $  s  0,   bestimmt  werden.    Von  jenea  Beeolventen 
ist  die  erstgenannte  (für  r  « 0)  die  einfachste ,   und  wir  wollen  sie  jetzt 

•  Ikoeaeder  S.  19S. 

«*  Joanial  t  d.  r.  o.  a.  U.  87.  Bd.  8.  ISS. 
*^  Math.  Annalen,  XIII.  Bd.  S.  389.  ^  j 
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näher  betrachten;  weil  wir  mittelst  derselben  später  zum  Ikosaeder  gelangen 
werden. 

Soll  r  =  Of  so  mnss  in  Gleichung  23)  des  vorigen  Abschnittes  das 
absolute  Glied  verschwinden,  also: 

36)  ay-8iJ«=0. 

Wenn  aber  auch  umgekehrt  zu  Folge  der  Bedingung  36)  r  &=  0  ge- 
setzt, die  zweite  Lösung  der  Gleichung  23)  dagegen  unterdrückt  werden 
soll,  so  muss  die  Quadratwurzel  im  Ausdruck  Nr.  25  mit  dem  unteren 
negativen  Vorzeichen  eingeführt  werden.  Anders  würden  wir  nicht  zu 
dem  in  Aussicht  genommenen  und  ganz  bestimmten  Ansatz  kommen« 

Um  die  Bedingung  36)  ein  für  alle  mal  zu  erfüllen ,  setze  man: 

37)  «  =  8yi«,    /J  =  y,y2,    y  =  y8^ 

dann  wird  auf  Grund  unserer  allgemeinen  Formeln  Nr.  27,  29  und  30  im 
Abschnitt  5:  T'-mSf      y» 

Yi  P  Vi 


Hier  kann  man  nun  y^  mit  f  zusammenfallen  lassen,  womit  auch 

T"- 1728/^5=  y,» 

wird.     In  der  Folge  möge  aber  statt  des  Buchstabens  y^  die  Klein 'sehe 
Bezeichnung  y^^--H  in  Anwendung  kommen. 

Wir  sind  so  auf  die  erste  der  Gordan-Klein*schen  Besolventen  ge- 
kommen, nämlich  auf  die  Gleichung*: 

38)  W^+^OpW^-bfHW  +  H^=^0, 
welcher  genügt: 

39)  T^  =  l>(i?,-i?,),    p=H;2fys, 
oder  auch,  mit  Bücksicht  auf  Nr.  31, 

Die  neu  hinzugekommene  Grösse  H  ist  mit  den  anderen  beiden  Para- 
metern verbunden  durch: 

41)  r«=1728/'5-H3, 

und  man  bemerke  noch,  dass  wegen: 

11)  ^i-«?Ä  =  2i?ii?j^3, 

die  Beziehung: 

42)  fW^Hfi,fi, 
statt  hat. 


•  Klein,  Math.  Annalen  XII.  Bd.  8.623,  Nr.  29;   Gocdan,  Math.  Annalen 
Xm.  Bd.  S.  394,  Nr,  11.  ^  j 

Digitized  by  VjOOQIC 


174        üeber  die  Auflösung  der  Gleichungen  vom  fünften  Grade 

Da  die  Gleichung  38) ,  welche  kurz  die  Resolyente  der  W  heiBsea 
möge,  in  unserer  bisherigen  Darstellung  mit  den  Hesolventen  der  ^,  17  und 
auch  mit  der  Hauptgleichung  16)  innig  verbunden  erscheint,  so  werden 
wir  jetzt  die  eigentliche  Auflösung  derselben  in  Angriff  nehm«i. 
Dabei  werden  sich  nun  die  Grössen  /*,  jET,  T;  ^,  TT,  welche  für  uns  bisher 
nur  die  Bedeutung  von  Zahlen  hatten,  als  jene  Gebilde  erweisen,  die  durcli 
Schwarz  und  Klein  schon  vor  iSnger  als  zwanzig  Jahren  unter  viel  all- 
gemeineren und  höheren  Gesichtspunkten  entdeckt  «nd  eingeführt  wurden; 
insbesondere  wird  uns  in  dem  Symbol  /*  eine  Form  entgegentreten,  welche 
ein  Ikosaeder  zu  definiren  vermag. 

Erwfthnen  wir  am  Ende  auch  kurz  die  zweite  Gord  an -Klein 'sehe 
Besolvente,  obwohl  wir  dieselbe  nicht  weiter  benöthigen.  Sie  wird 
charakterisirt  durch  s  «=  0  und  kommt  mit  einer  Hauptgleichung  16) 
überein,  deren  Coefficienten  die  Bedingung: 

43)  64a«/5»-27a»y-^y«  =  0 

erfüllen.   Man  vergl.  Abschnitt  5  Nr.  33.    Ihre  Auflösung  wird  vermittelt  durch : 


44)  y  =  p(,.  +  ,.)  =  W?.  2p^j/y-, 

oder,  weil  nach  Nr.  40: 

40a)  fi-^Sf^HiW, 

auch  durch: 

45)  ^«2pifTPy/ 

Man   kann  noch,   Shnlich  wie  oben,   statt  der  Coefficienten  a^  ßi  7 
direct  die  Grössen  /*,  H^  T  einfuhren,  dann  wird: 

46)  a^fT,    §^21  pH,    Y=:H^T, 

und  die  Bedingung  43)  reducirt  sich  auf  jene,   welche  unter  Nr.  41  an- 
gegeben wurde.    Die  gesuchte  Besolvente  nimmt  die  Form: 

47)  ^  +  bfT^+l3örH^  +  H^T  =  X) 

an,  und  ihr  genügt  einftkch: 

48)  y  =  tW. 

Eben  Gleichung  47)  ist  es.  welche  in  den  Arbeiten  Klein*s*  implicite 
vorkommt  und  auch  gelegentlich  bei  Gordan**  auftritt. 

7.  Allgemeiner  Antati  für  die  Auf lötimg. 

Schon  Euler  und  B^zout  haben  die  Lösung  der  allgemeinen  Gleichung 
vom  fünften  Grmde  in  folgender  Form: 


*  ikoeaeder  S,  106,  Nr.  31  (•  =  0,  v  ==  1). 
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49) 


€  =  C05 -^  +  isi«-g-5    v  =  0,  1,  2,  3,  4, 


Yoransgesetzt;  es  gelang  diesen  Forschern  aber  nicht,  die  Ä  in  den  Coeffi- 
cienten  der  Gleichung  auszudrücken. 

Soll  obiger  Ausdruck  einer  Hauptgleichung: 

16)  t/^  +  öay^+6ßy  +  y^0 

genügen,  so  znuss: 

das  heisst:  ^  ^ 

A,^(\    A^A,  +  Ä,A^^O. 

Die   letzte  Bedingung  befriedigt   man  nach  Oordan   einfach,   indem 
man  setzt: 

also: 
50)  y,  =  B^n,fi,  -  i^-X^(.,  +  B^% ^,  +  «%^,. 

Durch  Bildung  der  Summen: 

2*''.  2*»*>  2^'' 

V  V  V 

TerschafiR  man  sich  nun  leicht  folgendes  Gleichungssystem  zur  Bestimmung 
der  X  und  /n: 

b)  A,V,,*,»  -  A/A,^/  -  3  W^i"/*.*  +  ^,  Vf  8*  -  V ^iV»  =  -  /? 

c)  A^H^,»  +  ^,5)  -  10 VA,f*,V8*  +  10 W^i  ^*  +  10  W^iV, 
+  10AiA,V,V«*~  V(Ml'^-f*«')  =  -^ 
Herrn   Gor d an  ist  es  mit  Hilfe  der  Invariantentheorie  gelungen,  das 

obige  Gleichungssystem  thatsächlich  aufzulösen,  das  heisst,  wie  wir  es 
elementar  ausdrücken  wollen,  die  „doppelt  binären  Formen  mit  zwei  Reihen 
unabhftngiger  Variablen''  so  unter  sich  zu  verbinden,  dass  sie  in  einfoch 
binftre  Formen  der  iL  beziehentlich  fi  zerfallen,  und  gerade  diese  letzt- 
erwähnten Formen  ermöglichen  auf  Grund  der  Theorie  von  Schwarz  und 
Klein  eine  Auflösung  der  Hauptgleichung  durch  Gauss'sche  hypergeo- 
metrische Reihen  oder  durch  Modulfunctionen.  Wir  kommen  auf  die  Gor- 
dan'sche  Arbeit*,  die  eine  fundamentale  Bedeutung  für  die  Theorie  der 
Gleichungen  fünften  Grades  zu  allen  Zeiten  behalten  wird,  noch  einmal 
kurz  zurück.  Hier  aber  möge  der  allgemeine  Ansatz  vorerst  zur  Auflösung 
der  Resolvente  der  W  benutzt  werden. 


51) 


*  Math.  Annalen  XIII.  Bd.  —  Vergl.  auch  Klein,  Ikosaeder  Cap.  III,  §§  6, 
10  und  11,  ^  j 
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8.  Auflösung*  der  Besolvente  der  W. 

Die  betreffende  Besolvente  lautet  nach  Abschnitt  6: 

38)  W^  +  4Orw^-5fSW+H^^0, 

und  sie  stellt  einen  speciellen  Fall  der  Hauptgleichung: 

16)  y»  +  5ay«  +  5j3y  +  y  =  0 

dar,  wenn 

52)  «  =  8A     ß^-fH.    y  =  ff«, 
das  heisst; 

36)  P=«y-8iS«  =  0 

gesetzt  wird. 

Was  nun  den  letzten  Ausdruck  P  anlangt  ^  so  stellt  er  in  den  Ver- 
änderlichen A,  (i  eine  doppelt  binäre  Form  16.  Grades  dar,  die  sieb  in- 
dessen als  reducibel  erweist  und  in  zwei  Formen  achten  Grades  zer- 
fällt.**   In  der  That  ergiebt  eine  einfache  Rechnung,  dass 

53)  P^-^N^N^, 

Die  Bedingung  P=>0  wird  erfüllt,  wenn  eines  der  N  yersohwindet 
Setzen  wir  etwa  JTj  =0,  dann  folgt: 

65)  ^i  =  ^(V-7^i'V),    **i-e(V  +  7VO, 

wo  Q  einen  Proportionalität^factor  bezeichnet.  Tragen  wir  diese  Werthe 
von  fi  in  die  bilineare  Verbindung  50)  des  vorigen  Abschnittes  ein,  so 
ergiebt  sich: 


56) 


Durch  dieselbe  Eintragung  der  fi  in  das  GleichungssjEtem  51)  mfissen 
sich  nun  auch  die  CoefQcienten  «,/},/  der  Hauptgleichung  als  einfach 
binäre  Formen  der  l  legitimiren.   Man  findet  auf  Grund  der  ersten  Gleichung 
jenes  Systems       89^,«  Vl^i'"  +  l » ^1**1*  -  h'^  =  -  «. 
und  weil  in  der  Besolvente  der  W 

80  wird,  wenn  man  Ton  jetst  ab  if  —  —  l  fritblt: 
57)  r=i,l,(Vo  +  lU,»V-V'). 

*  £a  handelt  dch  in  diesem  und  dem  nächsten  Abschnüt  nodi  nidit  um  eine 
«tdefioitiTe  Auflösung**,  sondern  immer  um  die  Beduction  des  Problems  auf  ein 
einfachtte«.  Die  endgiltige,  tnmscendente  Lösung  ergiebt  sich  erat  im  Abschnitt  12. 

•*  Gordan,  a.  a.  0.  S.  38i,  Nr.  2i  und  äS  und  S.  390,  Nr.  38. 
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Diese  Form  ist  es  nnn,  welche  Schwarz nnd  Klein  als  „Ikosaeder* 
bezeichnen,  weil  sie,  gleich  Null  gesetzt,  zwölf  Worzelwerthe  liefert,  die 
anf  der  Engel  die  Ecken  eines  Ikosaeders  bestimmen.* 

Dnrch  Eintragung  der  fi  in  die  zweite  Oleichnng  des  Systems  51) 
findet  man  eine  binfire  Form  32.  Grades,  welche  jedoch  in  die  Yorige 
Form  f  nnd  eine  neue  Form  20.  Grades  zerfällt  Da  nun  das  Prodact 
jener  Formen  nach  Nr.  52  mit  —  /?  =  fH  ttbereinstimmen  muss ,  so  ist 
erwähnte  Form  20.  Grades  genan  das,  was  wir  mit  H  bezeichnen.  Die 
Rechnung  ergiebt: 
58)        H  =  -  {X,*^  +  X^^)  +  228  X,nj^(k,^^  -  A,io)  -  494Aii%io. 

Wollte  man  endlich  auch  die  dritte  Gleichung  des  Systems  51)  herbei- 
ziehen, so  erscheint  selbstverständlich: 

weil  die  Bedingung  P  «^  0  von  vornherein  erfüllt  worden  ist. 
Das  Endergebniss  der  Untersuchung  ist  nun  folgendes: 
Die  Besolvente  der  TT: 

38)  TT»  +  40f^W^  -  öfHW  +  jff « -  0 

wird  befriedigt  durch: 

Tr,r  =  -  «**' V  +  ^t'^^i'A,  -  7  a«»' Ai«A,«  -  7  «»l^ö ^ 

■  7  £4«' V  V  -  7«3»A,n,«  -  ««•'A^  V  -  «•'^^ 

wobei  die  Veränderlichen  A^  und  A^  durch  die  Gleichungen: 


-'  {":• 


57) 

Ai„  *.)=/' 

und 

58) 

H{,l„k,)  =  H 

bestimmt  sind.** 

9.  AnfLösnng  der  BesolTenten  der  t  nnd  r^. 

Zwischen  der  Unbekannten  t  der  Besolvente: 

1)  <»-10r^  +  45/^«-T«0 

und  dem  soeben  ermittelten  W  besteht  nach  Abschnitt  6  der  Zusammenhang: 

40a)  fi-3f=^H:W. 

Trägt  man  hier  die  vorberechneten  Werthe  von  f^  J?,  Wv  ein ,   so  er- 
giebt sich  nach  Ausziehung  der  Quadratwurzel: 

*  Schwarz,  Journal  f.  d.  r.  n.  a.  M.  76.  Bd.,  oder  auch:  Gesammelte  mathem. 
Abhandlongen  2.  Bd.  S.  253. 

•♦  Gordan,  a.  a.  0.  S.  891,  Nr.  8.  —  Klein,  Ikosaeder  8. 104,  Nr.  25.  ^  i 
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und  dieses  ist  die  Lösung  der  Brioschi^schen  Besolvente  in  Gordan- 
Klei  Bischer  Bezeichnungsweise.  Bemerkt  sei,  dass  man  bei  solchen  Rech- 
nungen wie  der  letzten  kurz  mit  den  Ausdrücken  t^  und  TTq,  in  denen  also 
c  gar  nicht  vorkommt,  operiren  kann.     Zuletzt  vertausche  man 

X,  mit  +  c^^'A,     und     A^  mit  +  e^*'^,, 

dann  bleiben  die  Formen  f,  H^  T  ungeftndert,  wfihrend  t^  und  W^  wieder 
in  die  allgemeinen  Ausdrücke  tv  und  Wp  übergehen. 

Für   die  Besolvente  der  17,    welche  nach  Abschnitt  2  folgendermassen 
lautete: 

5)  Är/ß  +  20i?2  +  5Äi/+l=0, 
wobei: 

6)  ä  =  24ä--^,     ''M  =  +  i/3 

hatten  wir  gefunden:  _ 

4)  ^^  =  -477' 

und  das  läset  sich  wegen  Nr.  40  anoh  schreiben : 

61)  nv  =  «>^^+/'*)^" 

Dem   \  und  X^  entsprechend  sind  mithin  t/i  und  f^  die  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung: 

62)  Hfip^-'2uWvl/fvv  +  fWp  =  0, 
und  h^y  Äg  die  Wurzeln  von: 

63)  f^h^  +  2r//^Ä-  ^8  =  0; 
vergl.  Nr.  7  und  10. 

Die   Lösung   der   Hauptgleichnng  16)   wird  demgemäss   mit  Bttcksicbt 
auf  Nr.  31:  ,_ 

64)  ^^^{tvyrf+snWp 

S 

Endlich   wollen   wir  die  in   obigen  Resolventen   auftretende  Grösse  T 
durch  die  k  ausdrücken.     Im  Abschnitt  6  war  gefunden: 

41)  T^  ^  1128  f^-E^ 

und  die  rechte  Seite  dieser  Beziehung  erweist  sich  nach  Einführung  von  f 
und  H  aus  Nr.  57  und  58  als  das  Quadrat  einer  Form  30.  Grades; 
man  findet: 

65)  T  =  {X,^+  X/)  +  ö22k^H,^{X^^'  -  A,«>)  _  10005 A,i«Ag'«(A,»«  +  V")- 

Hiermit  haben  wir  die  für  die  Theorie  der  Gleichungen  fünften  Grades 
wichtigsten    Formen   als    /;  JB",   T,  t^  W  gefunden.     Die  Form  sechsten 
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Grades  fllr  t  und  die  achten  Grades  für  W  repräsentiren ,  gleich  Null  ge- 
setzt,  die  Ecken  eines  Oktaeders  beziehentlich  eines  Würfels;  die  Formen 
H  =  0  nnd  T  =  0  markiren  auf  der  Kugel  ebenfalls  20  resp.  30  aus- 
gezeichnete Punkte }  doch  möge  betreffs  dieser  geometrischen  Interpretationen 
aof  die   ausführliche  Darstellung  des  Klein*schen  Buches  verwiesen  sein. 

10.   Rückblick. 

unserer  gesammten  Darstellung  liegt  vom  Abschnitt  1  an  dieBrioschi- 
sche  Resolvente  der  t  zu  Orunde,  wir  haben  sie  einfach  historisch  über- 
nommen. Eben  deshalb  und  auch  mit  Bücksicht  darauf,  dass  jene  Resol- 
vente nicht  zur  Classe  der  Hauptgleichungen  gehört,  möchte  ich  jetzt  noch 
auf  eine  andere  Art  des  Ansatzes  aufmerksam  machen ,  wodurch  die  Resol- 
vente der  t  bei  Seite  gesetzt  und  unsere  Darstellung  ans  sich  selbst  heraus 
begründet  wird. 

Man  gehe  von  der  Hauptgleichung 
16)  y»  +  5ay«  +  5iSy+y  =  0 

aus  und  frage  nach  der  Beschaffenheit  ihrer  Coefficienten ,  wenn  die 
Oleichung  nach  einer  Transformation  mittelst 

66)  y—B=^qy» 

wieder  eine  Hauptgleichung  werden  soll. 

Nun  findet  man,  dass  die  Coefficienten  von  i^  und  ifi  in  der  trans- 
formirten  Gleichung  verschwinden,  wenn: 

ja)       yp».-4/Sp  +  3«  =  0, 

1  b)     2yp»-6/J^  +  3a  =  0, 

nnd  diese  Bedingangen  kCnnen  nur  gleichzeitig  bestehen,  wenns 

68)  3«y-4/J«  =  0, 

dannwird:  3^ 

Die  Bedingung  68)  charakterisirt  aber  gerade  unsere  Resolvente  der  17, 
n&mlich : 

5)  Äi?ß  +  20i?«+6Äij  +  l  =0, 

denn  für  diese  ist: 

das  heisst: 

3ay-4/5«=4Ä-2(3-Ä«), 

eine  Grösse,  welche  verschwindet,  wenn  Ä= +^3  gewählt  wird.  Für  o 
ergiebt  sich  dementsprechend: 

70)  .  e  =  2k, 

und  wir  sehen,  dass  die  y  und  z  der  specialisirten  Hauptgleichnng  genau 
mit  unseren  Grössen  i/^  und  ri^  zusammenfallen;  es  ist  wie  früher: 
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11)  i?i-i?t  =  2*1/11/2» 

wo  eine  Vertaaschung  der  i/  unter  sich  einem  Zeichenwechsel  des  k  ent- 
spricht. 

Jetzt  bliebe  noch  die  Substitution  unter  Nr.  66  resp.  Nr.  11  zn  moti- 
▼iren.  Nun,  diese  Substitution  ist  die  denkbar  einftushste,  welche  das 
Verschwinden   von  ^^1/1.17,   anzeigt,    wenn   einzeln  ^\,    und  ^i/i  Tor- 

schwinden,  und  darauf  kommt  in  der  Folge  viel  an*  Denn  da  unsere 
Besolventen  der  i/^  und  i/^  so  bestimmt  wurden,  dass  auch: 

2'n,'  =  0    und    2"»'  =  ^' 

V  9 

so  genügt,  wie  schon  früher  erwähnt,  eine  lineare  Verbindung 

mit  disponiblen  Coefficienten  wieder  einer  völlig  allgemeinen  Haupt- 
gleichuDg  16). 

unter  den  Sonderfällen  sind  ausser  den  beiden  g  =  0  und  p  =  0  noch 
die  anderen  jp  +  g  =  0  und  jp  —  g  =  0  von  Wichtigkeit;  das  sind,  wie  wir 
sahen,  die  Gordan- El  ei  n*schen  Besolventen. 

Die  Brioschi'sche  Besolvente  der  t  iSsst  sich,  wenn  gewünscht  wird, 
nachtrftglich  dadurch  ableiten,  dass  man  die  Substitution  11)  in: 

71)  LttL^lllhllL^^t 

Vi  Vt 

spaltet,  wo  X  ein  Proportionalitfttsfactor  ist  und  hieraus  den  Werth  von  i/^ 
oder  1/2  in  Besolvente  5)  eintrftgt  Das  so  geschilderte  Verfahren  kann 
in  gewissem  Sinn  auch  auf  Hauptgleichungen  höherer  Grade  übertragen 
wei*den. 

Bei  den  Gleichungen  vom    fünften  Grade   erweist  sich  nun  der  Fall: 

das  heisst: 

als  ein  besonders  einfacher;  die  durch  ihn  bestimmte  Besolvente  ftlr 
Vi  **  Vi  ^^^  ^^^  Besolvente  der  W  und  führt  unmittelbar  zum  Ikosaeder 
hin.  Nachdem  i/j  ^  1/^  gefunden  ist,  ergeben  sich  unter  Berücksichtigung 
von  Nr.  11  die  Werthe  1/,  und  i/^,  ein  jeder  für  sich,  und  damit  sind 
alle  oben  genannten  Besolventen,  sowie  die  ursprüngliche  Hauptgleichnng, 
aufgelöst 

U.   Historisohe  BomerkungeiL 

Bisher  bewegte  sieh  unsere  Untersuchung  auf  ganz  elementarem  und 
algebraischem  Gebiet,  aber  auf  diesem  allein  kann  die  Auflösung  der 
Gleichungen  fünften  Grades  nicht  vollzogen  werden. 
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Nachdem  Abel  die  Unmöglichkeit  der  Auflösung  durch  Wurzelzeichen 
streng  erwiesen  hatte,  konnte  man  mit  um  so  grösserer  Sicherheit  eine 
Lösung  des  Problems  mittebt  höherer  Transcendenten  erhoffen ,  und  in  der 
That  stiess  auch  gerade  in  jener  Zeit  Jacobi  bei  seinen  Forschungen  im 
Gebiete  der  elliptischen  Functionen  auf  eine  merkwürdige  Classe  alge- 
braischer Gleichungen,  die  Modular-  und  Multiplicatorgleichungen ,  welche 
eben  durch  genannte  Transcendenten  lösbar  sind. 

Unter  den  Jacobi'schen  Gleichungen  befinden  sich  etliche  sechsten 
Grades,  die  unter  sich  innig  zusammenhängen  und  f&r  welche  durch  die 
Untersuchungen  von  Galois  sichergestellt  war,  dass  sich  ihr  Grad  um 
eine  Einheit  erniedrigen  lässt ,  genauer  gesprochen ,  dass  sie  eine  Besolvente 
fünften  Grades  besitzen  müssen.  Her  mite  hat  zuerst  die  Brücke  zwischen 
diesen  Einzelheiten  geschlagen,  indem  er  zeigte,  dass  die  Bring» Jerrard« 
sehe  Form:  ^5  ^  ^ßy  ^  ^  =  Q 

direct  Yon  der  Jacobi'schen  Modulargleichung  sechsten  Grades  abhängig 
gemacht  werden  kann. 

Indessen  hatte  schon  Jacobi  darüber  Angaben  gemacht,  wie  seine 
Gleichungen  mit  einer  grösseren  Anzahl  von  Parametern  ausgestattet  werden 
könnten,  und  dies  wurde  für  Brioschi  und  Kronecker  der  Ausgangs- 
punkt einer  Reihe  schwieriger  aber  höchst  erfolgreicher  Untersuchungen, 
Es  gelang  diesen  Forschem  die  Form: 

in  Verbindung  mit  den  allgemeineren  Jacobi'schen  Gleichungen  zu  setzen 
und  so  direct  durch  elliptische  Modulfunctionen  zu  lösen. 

Nach  diesem  hatte  Fuchs  seine  fundamentalen  Untersuchungen  über 
die  linearen  Differentialgleichungen  begonnen,  während  Schwarz  sich 
specieller  mit  der  Differentialgleichung  der  hjpergeometrischen  Reihe  be- 
schäftigte und  sie  auf  ihre  algebraische  Integrirbarkeit  hin  prüfte.  Beinahe 
gleichzeitig  tritt  Klein  mit  seinen  Arbeiten  hervor  und  stellt  sich  das 
Programm;  „solche  geometrische  oder  analytische  Gebilde  in  Betracht  zu 
ziehen ,  welche  durch  Gruppen  von  Aenderungen  in  sich  selbst  transformirt 
werden*.  Unter  diesem  Gesichtspunkte  entwickelte  er  die  moderne  Theorie 
des  Ikosaeders,  in  welcher  fast  Alles,  was  das  Wesen  der  bis  jetzt  bekannten 
Auflösungen  einer  Gleichung  fünften  Grades  ausmacht,  ebenso  bewunderungs- 
würdig als  natürlich  verbunden  erscheint.  Inzwischen  entstand  auch  die 
schon  oft  genannte  ausgezeichnete  Gor  d an 'sehe  Arbeit,  in  welcher  unter 
ganz  neuen  und  zwar  invariantentheoretischen  Gesichtspunkten  die  Gleichung 

auf  die  Ikosaedergleichung  zurückgeführt  wird.  Gor  da n  giebt  eine 
definitive  Schlusslösung  durch  Her  mite 'sehe  Formeln  an,  während  Klein 
und  Kiepert  in  ihren  parallel  laufenden  Untersuchungen  die  bequemeren 
Weierstrass'sohen  Ausdrücke  beüutzen. 
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Tch  habe  diese  historischen  Notizen  eingeschaltet,  weil  für  unsere 
eigene  Darstellung  ein  Wendepunkt  eingetreten  ist.  Wir  massen  uns  ent- 
scheiden,  ob  wir  die  Auflösung  der  Gleichung  fünften  Grades,  welche  also 
auf  die  Bestimmung  der  l  hinauskommt,  durch  elliptische  Modulfnnctionen 
oder  durch  hypergeometrische  Reihen  bewerkstelligen  wollen.  Es  ist  das  Eine 
so  fundamental  wie  das  Andere,  aber  die  Einführung  von  Modulfunctiones 
wird  umständlich,  wenn  man  an  der  Forderung  einer  rein  analytischen 
Darstellung  festhält  Anders,  wenn  man  die  geometrische  Anschauung 
heranzieht,  dann  wird  das  Ikosaeder  ganz  von  selbst  eine  Quelle  für  jene 
doppeltperiodischen  Functionen. 

So  wollen  wir  also  den  anderen  Weg  gehen  und  zeigen »  dass  die  l^ 
und  Aj  particuläre  Integrale  der  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen 
Reihe  sind.  Eben  deswegen  haben  wir  auch  die  Jacob  i'schen  Gleichungen 
bei  Seite  gelassen. 


(Fortsetzung  folgt) 
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DL  Independente  Darstellimg  der  BernonUrsohen  und  Euler^sohen  Zahlen 

durch  DeterminanteiL 

Für  die  unabhängige  Darstellung  der  Bernoulli^scben  und  Euler- 
sehen  Zahlen  existiren  Formeln  der  mannigfachsten  Art.  Diese,  sowie  die 
Methoden,  durch  welche  sie  erbalten  worden  sind,  hat  Herr  Saalschütz 
in  dem  zweiten  Abschnitte  seiner  „Vorlesungen  über  die  Bernoulli'schen 
Zahlen"  (Berlin,  Springer,  1893)  in,  wie  es  mir  scheint,  vollständiger 
Weise  zusammengestellt.  In  einer  kürzlich  veröffentlichten  Arbeit*  habe 
ich  gezeigt,  wie  sich  mit  Benutzung  von  2 g**^  Einheitswurzeln  (wo  q  eine 
beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet)  Becursionsformeln  für  die  Bern oulli- 
Echen  und  Eule  raschen  Zahlen  aufstellen  lassen,  in  welchen  beliebig  viele 
der,  der  gesuchten  Zahl  vorangehenden,  Zahlen  fehlen.  Alle  diese  beliebig 
stark  yerkürzten  Becarsionsformeln  lieferten  als  specielle  Fälle  neae  in- 
dependente Darstellungen  der   BernouUi'schen  und  Euler'schen   Zahlen. 

Jede  Bernoulli'sche  oder  Euler'sche  Zahl  lässt  sich  aber  auch  sehr 
leicht  und  in  übersichtlichster  Form  durch  eine  Determinante,  deren 
Elemente  einfachen  Gesetzen  folgen,  independent  darstellen.  Durch  fort- 
gesetzte Zerlegung  der  Determinante  in  Sabdeterminanten  von  immer 
niedrigerem  Orade  und  durch  wiederholte  Anwendung  der  für  die 
Bernoulli'schen  und  Euler'schen  Zahlen  gefundenen  independenten 
Formeln  gelangt  man  zu  der  Mehrzahl  nach  bekannten  Becursionsformeln 
dieser  Zahlen.  So  naheliegend  diese  Darstellungsart  auch  ist,  so  habe  ich 
sie  in  der  mir  hier  zugänglichen  Literatur  nicht  finden  können;  da  sie 
wohl  nicht  ohne  Interesse  ist  und  mir  die  einfachste  zu  sein  scheint,  so 
erlaube  ich  mir  dieselbe  hier  mitzutheilen. 

Die  erwähnten  independenten  Darstellungen  der  Bernoulli'schen  und 
Euler'schen  Zahlen  gewinnt  man  mit  Hilfe  des  Mac-Laurin'schen 
Lehrsatzes.  Das  Verfahren  ist  im  Principe  dasselbe,  wie  das  von  den 
Herren  Scherk  und  Schlömilch**  benutzte;    es  unterscheidet  sich  aber 

*  Haassner,  Zur  Theorie  der  Bernoulli*8ohen  und  Euler*schen  Zahlen. 
Nachrichten  v.  d.  K.  Gesellschaft  d.  Wies,  su  GOttingen,  Jahrgang  1898,  S.  777. 

**  Scherk,  Mathematiflche  Abhandlungen  (Berlin  1885).  Erste  Abhandlung. 
SchlOmilch,  Nene  Formeln  zur  independenten  Bestimmung  der  Secanten-  und 
Taagentencoefficienten.  Gnmert's  Archiv,  Bd.  16.  (1850)  S.  411.  Vergleiche 
auch  Saalschütz  a.  a.  0.  8.  66.  ^ r\r\n\o 
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von  diesem  durch  die  Art  der  Berechnung  der  höheren  Differentialqnotienten 
der  Functionen,  welche  den  Entwicklungen  zu  Grunde  gelegt  sind. 

Es  seien  fipc)^  ^{p^y  ^(^)  ^^^^  beliebig  oft  di£ferentiirbaxe  Functionen 
Yon  Xj  welche  durch  die  Oleichung: 

^^^      v{x) 
mit  einander  yerknüpft  sind.    Dann  l&sst  sich  bekanntlich  der  nach  x  ge- 
nommene v^  Differentialquotient  yon  f  {y  irgend  eine  positive  ganze  Zahl) 
als  Determinante  (v  +  1)**^  Grades  folgendermassen  schreiben: 

V  0  0  .      .       0         u 


^)  /^^^(-)-^ 


wo 


C)  ^«"^  ^' 


0 


(?)t^ 


0        t»' 
0         «" 


BinomialcoefGlcienten  von  A,  die  obere  Harke  an  /*,  i«,  r 

die  Ordnung  des  nach  x  genommenen  Differentialquotienten  der  betreffenden 
Function  bezeichnet  und  wo  bei  den  Elementen  der  Determinante  das 
Argument  x  fortgelassen  ist  Die  Gleichung  A)  liefert  nun  die  unab- 
hängige Darstellung  der  höheren  Differentialquotienten  von  f{x)^  wenn 
alle  Differentialquotienten  von  u{x)  und  v{x)  independent  angegeben 
werden  kOnnen.    Dies  ist  z.  B.  möglich,  wenn  für  f{x)  eine  der  Functionen 

tgx,  secx,  ^(|+  »)»  ^Xi'  e^'+\  gesetzt  wird. 

Bezeichnet  nun  ßm  den  n^^  Tangentencoefficienten,   welcher  mit  der 
m^^  Bernoulli'schen  Zahl  durch  die  Beziehung 

^"^  2m 

verbunden  ist^  am  die  m^  Euler' sehe  Zahl  ((Tq— 1)  und  ist  ^sm-i  ""/?■! 
yim'^  ^m^  so  gelten  fdr  die  oben  genannten  fllnf  Functionen  die  folgenden 
Entwicklungen: 


r'Sm 


'+1    Ä    *'  ■'"'(2'«)l' 

6)  <,(!+.) -2r.« 


m=:0 


9Hl 
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Entwickelt   man    andererseits   die   Functionen  1)   bis   4)  nach    dem 
Mac-Lanrin'sohen  Lehrsatze: 


iJro«' 


die  Function  5)  nach  dem  Taylor'scben  Satze: 


IXi) 


uid  vergleicht  man  dann  in  den  beiden  Beihenentwicklnngen,  welche 
man  so  für  jede  der  fünf  Functionen  erhalten  hat,  die  Coefficienten  gleich 
hoher  Potenzen  von  x  mit  einander,  so  erhält  man  die  B  er noul Haschen 
nnd  Enler'schen  Zahlen  durch  die  Differentialquotienten  dieser  Functionen, 
also  nach  dem  oben  Bemerkten  independent  durch  Determinanten  dar- 
gestellt. 

Nimmt  man  zun&chst  f(jxi)  '^tgx^  so  folgen  die  beiden  Gleichungen: 

^«-/(»"-»>(o),    0-/(«»')(o). 

Um  die  auf  den  rechten  Seiten  stehenden  Differentialquotienten  zu 
berechnen^  hat  man  in  der  Gleichung  A)  für  u^^^  und  t?^*')  die  folgenden 
Werthe  einzusetzen: 

u(«''-i)(o)-(-l)^-S    t*(»^)(o)-0, 
t;(2i'-i)(o)  -  0,  t;(«»')(o)  -  (~  l)^ 

Dadurch  erhSlt  man  ßm  independent  durch  eine  Determinante  2m  ^^ 
Grades  dargestellt,  welche  sich  aber  leicht  auf  eine  Determinante  m^^ 
Grades  reduciren  Ittsst.  Man  erhält  schliesslich  für  ß^  die  folgende  unab- 
hängige Darstellung: 

0       1 

0  1 
V«.             ^             .           .            0         1 

I)     Pm-(-l)— ^ 

«  •  •  •         • 

1  1 

V2m— 8/    ^ 

Man  zerlege  nun  diese  Determinante  nach  den  Elementen  der  vor- 
letzten Colonne  in  die  Summe  zweier  Subdeterminanten  {m  —  1)^^  Grades 
und  beachte,  dass  die  eine  dieser  Subdeterminanten,  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen, gleich  ßm^i  ist;  die  andere  Subdeterminante  zerlege  man  wieder 
nach  den  Elementen  der  vorletzten  Colonne  in  die  Summe  zweier  Sub- 
determinanten (m  —  2y^^  Grades,  deren  eine,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 
gleich  ßm^t  ist.     Die   andere  Determinante   zerlege   man   wieder   in   der 
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die  Werthe: 


angegebenea  Weise  und  setze  dieses  Verfahren  forfc,  bis  der  Grad  der 
Determinante  gleich  1  geworden  ist.  Dann  erhfilt  man  schliesslich  durch  diese 
wiederholte  Anwendung  der  independenten  Formel  1)  die  bekannte  Beoursions- 
formel:  g^^ 

la)  2(-l>(»n)i^^~l-0. 

Für  f(x)  —  secx  ergeben  sich  die  beiden  Gleichungen: 

0«P--1)(0),      CT«-/'(«-)(0). 

Hier  haben  die  Differentialquotienten  von  u(x)  und  v(x)  fUr  x  — 0 

t;(ai^-i)(0)  -  (-  l)v^      i;(»^)(o)  -  0. 

Die  Cm  independent    darstellende   Determinante  2fH*^   Grades    ISast 
sich  wieder  auf  eine  solche  m*^  Grades  reduciren,  und  mau  erhält: 


II) 


Indem  man  das  früher  ftlr  die  Determinante,  welche  ßm  darstellte, 
geschilderte  ZerlegnngsTerfahren  anf  die  bier  auftretende  Determinante 
mit  der  Modification  anwendet^  dass  jede  Determinante  nach  den  Elementen 
der  letzten  Colonne  zerlegt  wird,  erhält  man  die  bekannte  Recursionsformel: 


1 
1 
1 

1           0 

it)     1    . 
(1)     a)    • 

0          0 
0          0 
0           0 

1 
1 

CV)  (•  V)  .  • 

(V)   c:)  ■ 

Ha) 


g=0 


(-i)'»(in<'?-o. 


^—1 

Wählt  man  weiter  f(x)  —  — -— >  so  folirt: 
•  ^  ■'      e*  +  1  " 

/Jm  -  (-  l)"-i2*'»-7(»"-i)(o),    0  -  /•(»"■)(o), 

und  da  u(o)  •-  0,   v(o)  •-  2  ist  and  sammtliohe  Differentialqaotienten  von 


«(«)  und  v(x)  für  a;  —  0  den  Werth  1  haben,  erg: 

2  0  0 


ni)  ß. 


^(-0'"-' 


(!) 

(?) 


2 
(I) 

/2m  — 2\ 


0 
2 


(«V*)  (*V*)  CV*) 


ev')  rr')  cv) 


ebt  sich  schliesslich: 


0 

1 

0 

1 

0 

1 
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unter  Berttcksichtigiing  der  Nnlldeterminante  /*('"*)  (o)  —  0  erhält  man 
durch  die  unter  I)  angegebene  Zerlegung  und  durch  Einführung  der 
Bernoul Haschen  Za^ilen  an  Stelle  der  Tangentencoefficienten  die  bekannte 
Recursionsformel : 

Qz=m — 1 

Illa)  .(- 1)"  2(2«"'  -1)B„  +2(-  1>  (2*«  -  1XI;)B^  +  m-0. 

«=»     2«« 
))arcli  Benutzang  von  f{x)  —  erhftlt  man: 

Nun  ist:        ^  "  /<*"-''(<>).     <»«  "  ("  l)V(»">(o). 
«(o)-ti'(o)-..-«(*)(o)-..-2 

t;(o)  -  2,  t/(o)  -  2,  i/'(o)  -  2«, . .,  »W(o)  -  2", . ., 
and  es  ergiebt  sich 

1  0  0 

2  1  0 

2'  (»)  1 

IV)ffm-(-l)- 


2»f-J  (2?- 1^2**-*  (*?-»)2*P-'  .      .       1         1 

Hieraus  folgt  unter  Beracksichtigung  der  Nnlldeterminante  /'(^'"''^^(o)— 0 
durch  Zerlegung  der  Determinante  nach  den  Elementen  der  vorletzten 
Colonne  die  ßeoursionsformel: 

IVa)  (-  ir  CT«  +2(-  1>(J")2«— «^-^  iJ,  -  1  -  0, 

welche  ich  in  der  mir  zugi&nglichen  Literatur  nicht  habe  auffinden  können. 

Schliesslich  ergeben  sich  für  flj  +  «  )  "•  '^  ( j  +  ^ )  unter  Benutzung 

der    Beihenentwicklung  5)    und    der    Entwicklung    von   /(j  +  ^)   nftch 
dem  Taylor'schen  Satze  die  Gleichungen: 

V)  ^„-2-«"'+V(»"-«(j),      «»m-2-»"'P'"(j). 

Beachtet  man,  dass 

u(«- i)(|)  -  (-  ly-^  i  V2 ,    u(«')  (J)-  (- 1)"  l  y2, 

«,(«.-!)(«)  -(-!)•  I  y2 ,  t;(«*)  @  -  (-  1)'  i  V2 

ist,  und  setzt  man  abkürzend: 

80  ist  hier  Z^*")  |  j j  definirt  durch  die  Determinante: 
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oKi)- 


1 

b' 

6" 


0 

1 

(J)6' 


0 
0 

1 


6(1'- 1)  ("7  »)&(»-»)  (»'-i)M»-« 
&(»•)      (j')&(«'-i)       Q&c-*) 


0 

1 

0 

a' 

0 

o" 

1 

• 

o(»-i) 

(. 

'-^)h' 

„(») 

Durch  Zerlegung  der Detenninante /'(•'^fjj  in  der  früher  geschilderten 

Weise  und  wiederholte  Anwendung  der  Formeln  Y)  gelangt  man,  je 
nachdem  man  von  der  zweiten  oder  der  ersten  der  Gleichungen  Y)  aus- 
geht, zu  den  hekannten  Becursionsformeln*: 


Va) 


e=i 


Die  independenten  Darstellungen  I)  und  11)  sind  die  einfachsten,  da 
hei  ihnen  die  Determinante  nur  vom  m^^  Orade  ist,  w&hrend  sie  hei  den 
anderen  nur  auf  eine  solche  des  (2w  —  1)****  resp.  {2fny^  Grades  redudrt 
werden  kann. 


Naumhurg  a.  S.,  im  M&rz  1894. 


Robert  Hausskbb. 
(Würzhurg.) 


X.  Veber  die  gleitende  und  rollende  Reibung 
bei  der  Fallmaschine. 

Ist  p  das  Gewicht  der  Hauptrolle  (62  Gramm)  mit  Einrechnung  der 
beiden  mittelst  der  gewichtlos  gedachten  Schnur  aufgelegten  je  50  Gramm 
betragenden  Gewichte,  also  bei  vorliegendem  Apparate: 

und  <p  der  Coefficient  der  Zapfenreibung ^  so  ist,  wenn  q  das  kleine  Üeber. 
gewicht  heisst,  welches  am  umfang  2ftR  der  Rolle  gerade  hinreicht,  diese 
Reibung  zu  überwinden ; 

q,R==  pq>,r,  (r  der  Zapfenradius.) 

*  Die  Recuraionsformeln  la),  IIa),  III  a)  und  Ya)  sind  identisch  mit  den 
Formeln  XIY,  XIII,  YI,  XlXa,  XlXb  der  „Yorlesungen  über  die  Bernonlli^schen 
Zahlen"  Ton  Saalschutz-  ^^  j 
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Liegt  aber  die  Hauptrolle,  das  ist  deren  Welle  vom  Umfange  2rn;, 
aof  vier  FrictionsroUen  vom  Umfange  2r|7e  nnd  Zapfenradien  r^,  so  ist 
das  entsprechende  Uebergewicht  q   aus  der  Qleichung  zu  entnehmen: 

[pv  +  iP  +  Plv^Ar^sB, 

worin   ip  der  Coefficient   der  rollenden  Reibung  ist  mit  Einrecbnung  des 

Divisors  sin^^    Der  Winkel   a  ist  von  den  beiden  Tangenten  an  den  Um- 

ftngen  2rin  gebildet,  wo  dieselben  von  2rn  berührt  werden;  diese  Achse 
vom  Umfange  2rit  iSuft  ja  in  der  Keilnut,  welche  yon  beiden  Frictions- 
rollenpaaren  gebildet  wird.  Das  Gewicht  dieser  beiden  Paare  beträgt  am 
TorUegenden  Apparate  ^,  ^  ^^  ^^^^^ 

Der  Leitfaden  von  Beetz-Henrioi  setzt  q>'  und  p  stillsohweigend 
gleich  Null.  Dass  diese  Annahme  hinsichtlich  p'  unzulässig ,  leuchtet  also 
sogleich  ein.  Es  ist  dieser  Fehler  noch  viel  bedeutender  als  derjenige,  dass 
man,  wie  auch  in  vielen  anderen  Büchern  geschieht ,  bei  der  Formel  für 
die  durch  ein  grösseres  Uebergewicht  (als  oben  q)  hervorgebrachte  Be- 
schleunigung das  Gewicht  der  Fadenrolle  als  Null  betrachtet. 

Ob  aber  der  Betrag  der  rollenden  Reibung,  in  der  dritten  Gleichung 
pq>\   gegen  denjenigen    der  Zapfenreibung    {p+p')g>'^  klein  genug  ist, 

dass  man  ersteren  vemachlSssigen  kann  gegen  den  letzteren ,   das  Ittsst  sich 
wegen    der  schwierigen   Bestimmung   der  beiden   Coefßcienten   <p'  und   <p 
schwer   entscheiden.     Von   vornherein   ist  es  zu   bezweifeln,   da  das  Ver- 
hSltniss  r,  :  r^  die  Zapfenreibung  sehr  herabdrttckt. 
Aus  den  Messungen  der  Durchmesser  ergiebt  sich: 

Ä  =  42,    r  =  l,6,    ri  =  45,    r^^^l  Millimeter. 

Wir  haben  also  die  Betrfige  der  Reibung: 

(rollend)     (gleitend) 

162. (p\       "ÄK'V  Gramme. 

Diese  Beträge  sind  gemäss  der  dritten  Gleichung  zu  vergleichen  mit: 

j(j.^  oder  2.8, 

da  0,1  Gramm,  auf  eines  der  50 Grammstücke  gelegt,  Bewegung  einzu- 
leiten schien  {q'=Ofy  Es  sind  nämlich  die  beiden  50  Grammstücke  selbst 
nicht  genau  gleich  schwer;  auf  das  eine  0,1  gelegt,  war  noch  Ruhe,  auf 
das  andere  aber  wirkte  0,1  bewegend  ein,  ^  . 
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282 

Setzt  man  nun  -Te-<p  oder  6,3  9=3  2,8  unter  der  erwfihnten  Voraus- 
setzung,   als   ob   die   rollende    Reibung    162  9'   gegen  6,3  g>  yersch windend 

28 
w&re,  so  ergiebt  sich  q>=  ^  =  0,45,  was  aagenscheinlich  viel  zu  hoch  ist 

b,3 

Macht  man  die  entgegengesetzte  Annahme ,  dass  die  gleitende  Reibung 

gegenüber    der     rollenden    verschwinde,     so    kommt    16290' es  2,8,    oder 

4jp's=  0,017^^,  was  viel  eher  mit  den  über  rollende  Reibung  bekannten 

Verhältnissen  stimmt. 

Also  ist  von  beiden  Annahmen  die  letztere  wohl  zutreffender  und 
somit  der  Ausspruch  gewiss  richtig: 

„Durch  die  Frictionsrolle  wird  die  Zapfenreibung 
der   Hauptrolle    in    rollende    verwandelt;    die    an    den 
Frictionsrollen  selbst  noch  vorhandene  Zapfenreibung 
ist  gegenüber  derjenigen   am  flauptrade,    wenn  dieses 
ohne  Frictionsrollen  sich  dreht,  bedeutend  herabgesetzt, 
nämlich  im  Verhältniss    der   beiden   Durchmesser  der 
Frictionsrollen." 
Mit  diesem  Ausspruche  denke  ich  nämlich  nicht  an  einen  der  voran- 
gegangenen extremen  Fälle,   obwohl  die  Auswahl  aus  beiden  auch   schon 
zur  Annahme,  dass  die  rollende  Reibung  nicht  vernachlässigt  werden  dürfe, 
führt,  sondern  ich  denke  an  die  mit  obigen  Ziffern  hier  wiederholte  Gleichung: 

162g>'+ 6,89  =  2,8, 

in  der  beide  Arten    von  Reibung  neben  einander  bestehen.     Für  g>  s=  0,1 

wird  daraus  beispielsweise  ^'  =  0,014  oder  =Tr,  was  nicht  viel  von  dem 
Resultate  des  vorletzten  Absatzes  differirt. 

Acht  Tage  später,  nachdem  der  Apparat  im  kalten  Zimmer  gestanden, 
musste  fast  0,2  statt  0,1  Gramm  aufgewendet  werden,  um  gleichförmige 
Bewegung  zu  erzielen.*^    Ich  will  nur  annehmen  0,16,  so  käme: 

1629)'  +  6,3y"=4,2, 

wenn  angenommen  werden  dürfte,  dass  inzwischen  nur  der  Zapfenreibungs- 
Coefficient  q>  sich  auf  den  Werth  fp"  erhöht  hätte.  Durch  Abziehung  der 
beiden  letzten  Gleichungen  von  einander  wird: 

woraus  g)"=  0,3 ,  wenn  qp  =  0,1.  Wenn  man  diese  Verdreifachung  der 
ZapfenreibuDg  bezweifelt,  so  muss  auch  eine  Steigerung  der  rollenden 
Reibung  (<p')  angenommen  werden ,  etwa  durch  Zwischenlagerung  von  Staub. 

*  Beim  früheren  Versuche  waren  die  Zapfen  der  Frictionsrollen  frisch  gedlt, 
überhaupt  der  ganze  Apparat  frisch  geputzt  worden;  beim  späteren  nicht. 
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leb  ziehe  den  Scblass  der  mitgetheilten  üntersncbnng : 

1.  loh  habe  noch  nirgends  von  einem  derartigen  messenden  Versuche, 
wenn  derselbe  auch  nur  za  einer  ungeßLbren  Abschätzung  der  beiderlei 
Beibungsarten  führt  oder  führen  kann^  gelesen.* 

2.  Ausser  dem  erwähnten  Buobe  wurde  ich  bei  Gelegenheit  dieser  Ver- 
öffentlichung auch  von  kollegialer  Seite  auswärts  auf  drei  andere  Bttcher  auf- 
merksam gemacht.  Erstens  auf  das  im  Erscheinen  begriffene  Lehrbuch 
Violles,  dessen  erster  Theil  des  ersten  Bandes  im  §  90  und  185  auf  obigen 
Gegenstand  zu  sprechen  kommt  und  die  rollende  Reibung  vernachlässigt. 
Ferner  setzt  ausdrücklich  auch  die  6.  wie  die  2.  Auflage  des  Lehrbuchs  der 
technischen  Mechanik  von  Bitter  als  Moment  der  Reibung,  wenn  ich  statt 
der  dortigen  die  hiesige  Bezeichnung  wähle: 

(P  +  pOr-?- 


««2 


«  r. 


Man  sieht  durch  Vergleichang  mit  obiger  dritter  Gleichung,  dass  es 


heissen  sollte: 


1»    --  +  (!'  +  ?>•? 
mg 


..^1. 


und    dass    also    dem    Verfasser   hierbei    eine    fatale    Verwechslung,    oder 

richtiger   gesagt,    Confundirung    der    beiderlei   Reibungsarten    passirt   ist 

Bei  dieser  Gelegenheit  hebe  ich  auch  die  Gleichung  322  auf  S.  333  (2.  Aufl.) 

noch  heraus   für  das  Moment  der  Reibung  eines  sich   in  fester  Keilnut 

drehenden  Kreises:  ^ 

^      B.r, 


««2 


wo  2>  der  Druck  ist.    Diese  Gleichung  gewinnt  man  sofort  durch  Zerlegung 

CK 

von  D  in  die  zwei  gleichen  Componenten  D  durch  «in^,    welche   auf  den 

beiden  Seiten  der  Keilnut  senkrecht  stehen ,  als  streng  richtige  Gleich- 
ung, während  Ritter  vorher  auf  einem  umständlicheren  und,  wie  der 
Erfolg  lehrt,  nicht  richtigem  Wege  eine  andere  Gleichung  ableitet,  aus 
welcher,  „wenn  der  Reibungswinkel  sehr  klein  ist,  für  praktische  Zwecke 
hinreichend  genau'  die  erwähnte  Gleichung  hervorgehen  sollte. 

Endlich  schweigt  Voigts  ^ Elementare  Mechanik*'  (1889),  welche  mir 
auch  genannt  worden  war,  auf  S.  195—197  gänzlich  von  der  rollenden 
Reibung,   indem  sie  nur  den   allgemeinen  Titel  „Achsenreibung'  aufführt 

*  fn  mehrfacher  Beziehung  interessant  ist  der  soeben  in  der  Zeitschr.  f.  phys. 
und  ehem.  Unt.  erschienene  Aitikel  von  Volkmann  über  die  Falbinne  S.  161 
bis  166 ,  in  welcher  auch  der  Coefficient  der  rollenden  Reibung  gemäss  messenden 
Venochen  zu  0,004  geschätzt  wird.  Hierbei  darf  ich  auch  wohl  meinen  Apparat 
vom  Rep.  d.  Phys.  1891  S.  845  in  Erinnerung  bringen.    (Anmerk.  bei  der  Korr.) 

Augsburg.  Prof.  Dr.  KüRzr^^^T^ 
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XL  Notiz  in  meinem  Anfsati  übör  die  thermiichen  Capaoitftten 
(S.  124  u.  f.)  nnd  über  KirchhofTs  Vorlegungen  „  Theorie  der  Wärme''. 
Die  von  Claus  ins  angegebenen  Werthe  für  c„  (S.  126)  sind  auch  in 
den  soeben  ersobienenen  Vorlesungen  Eircbhoff's  (vierier  und  leteter 
Band)  VII  §  2  wiedergegeben  worden.  Der  Herausgeber,  Professor  Planck, 
hat  auch  vor  wenigen  Jahren  im  Vereine  mit  Pulfrich  den  dritten  Band 
des  Werkes  von  Clausius  edirt. 

Gelegentlich  möchte  ich  mein  Interesse  an  der  Sache  noch  damit  be- 
kunden, dass  ich  einige  Abkürzungen  der  Rechnung  andeute:  In  VI  §10 
reicht  die  Gleichung  io^=y,pv  hin  zur  Berechnung  von  y]  die  Berechnong 
von  JB  ist  erst  im  §  11  erforderlich,  wo  es  sich  um  einen  dritten  Weg 
zur  Gewinnung  von  /  handelt.  Und  hierbei  kann  man  die  numerische 
Einbeziehung  des  Factors  ^  =  981  ganz  ersparen,  da 

^_    1033, 773  .p 
^^         273 
und  rßs=  42400^,  so  dass  in  der  Gleichung 

i?  =  ».c,.(l-l) 

das  g  fortfUlt     Letzteres  kann  auch  in  VII  §  1  (am  Schlüsse)  geschehen. 
In  VIII  ist  26  der  Durchmesser. 

Augsburg.  Prof.  Dr.  KtJBZ. 

zn.  Bemerkung  su  dem  Artikel  „Ein  gtereometriiohea  Analogen 

zum  Pythagoreisohen  Satz.^ 

(Band  88  Seite  883  und  Band  89  Seite  64.) 

Der  von  Herrn  Dr.  Beau  mitgetheilte   Satz  findet  sich  in  ^Camot, 
De  la  Corr^lation  des  figures  de  göomötrie"  (Paris  1801)  8.  l^'j 
Nr.  230  in  der  Fassung: 

„Dans  toute  pjittmide  triangulaire  dont  les  trois  1 
perpendiculaires   entre  elles,   le  quarrt  de  la  quatriöme 
6gale  k  la  somme  des  quarr6s  des  trois  premidres'i 
und  zwar  als  Beispiel  ftlr  die  Anwendung  des  allgemeinen  Satzes  über  P 
mit  den  Seitenflächen  a,  h,  c,... 

a«=fe«  +  c*+(?+ 2(Jbc.ca8h,  c  +  bd.eo8b,  d+  '* .) 

der  im  gleichen  Werke  (S.  169,  Nr.  227-229)   aufgeführt  ist 
sprechenden    Sätze    über    ebene    und    windschiefe    Polygone 
S.  151  Nr.  204. 

Dieselben  Entwicklungen  wurden  von  Carnot  in  seine  „G6om6trie  de 
Position''  (Paris  1803)  aufgenommen  (S.  309— 311). 

Tübingen.  K.  Fikk. 
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TJeber  die  Auflösung  der  Gleiohungen 
vom  fünften  Grade. 

Von 

Dr.  W.  Hbymann 

In  Gbemniti. 


Sohlusa  de«  ersten  erhelle«« 


12.  Die  Differentialresolvente  des  Ikosaeders. 
Es    seion   f  und   H  zwei   homogene   Fanctionen   der  Veränderlichen 
Zi  und  Zt'     Man  setze 

f  a)     f(z^,e;)'^C'^con8t. 

^^^  \  b)     H{B,,z,)^u 

und  frage    nach  jener   linearen   Differentialgleichung   (Differential- 
resolvente),  welcher 

73)  z^  C^Zi  +  CjXJg 

genügt^  unter  u  die  unabhängige  Veränderliche  verstanden.     Von  welcher 
Beschaffenheit  f  und  H  sein  müssen^  damit  die  Coefficienten  der  Differential- 
resolvente  rationale  Functionen  von  u  werden ,  ergiebt  sich  beiläufig. 
Ans  72)  folgt  zunächst: 


•) 


dzi  du      de^du"    ' 
du  dz^ 


IL 

dzi 
dJS 
dZi 


dHdz^     ^Sdz^^^ 
dz^  du      dz^  du        ' 


G 


du 

K 

dz^ 
dH 
dz^ 


dz^ 


nals    eine    gewisse    homogene   Function   der  z^y  z^  bedeutet, 
eine  zweite  Differentiation  nach  u  ergiebt  sich  aus  74): 


Durch 


76)         Ö«^J-Ö'|^-A, 


du* 


-<+^" 


wo  zur  Abkürzung: 

ZeiUchriflf.M*them*tiku.FfayBik.  89.  Jahrg.  1894.  i.Heft. 
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d'f 


-A, 


df 

dt. 

ÖV 

av 

dz* 

dB^de, 

-D„ 


dG 
du 


-  a' 


Beide, 

gesetzt  wurde.  Es  lusen  sich  aber  die  letzten  beiden  Determinanten  anf 
eine  einzige  rednciren.  Nimmt  man  nBmlich  an,  dass  f  eine  ganze  homogene 
Function  n**°  Grades  sei,  so  bestehen  nach  Euler  die  IdentitSten: 

aV  ,      ay      ,     ..df 


aV 


'deiße, 
S'f 


und  löst  man  diese  nach  «^  und  e,  auf,  so  folgt: 

fi»,-(f.-l)D„    Fj8,--(«-1)D„ 
unter  F  die  neue  Determinante: 

s*f     av 


77) 


a*/     av 


Terstanden.  ^  ^      ^ 

Sonach  eigiebt  sich  durch  Eintragung  von  D^  und  D,  in  Nr.  76)  and 
mit  Rttcksioht  auf  Nr.  74): 

du'  du 


«^^- 


G'ö 


di. 


n-1 
Fm, 


du      «-1 

welche  Gleichungen  in  der  gemeinsamen  Form: 

F 


m 


dw'  du      M  — •  1 


s-0 


entiudten   sind.     Aber   es  ist   noch   gefordert,   du«  JF*  und  G*  rationale 
Functionen  der  Yerinderiiohen  u  seien. 

Setien  wir  jetxt  f  speciell  als  erste  Ikosaed  erform  yoraos,  also  in 
obigt^r  Beieichnungs weise: 

und  bilden  die  unter  75)  aufgestellte  Determinante,  so  ergiebt  sich: 

$^n   r-  121 L-  v^^""'  +  ^""^  +  "S  v\vVi**-  «,*•)-  494£,»V'J- 
^a  Vergleich  mit   Kr.  oS"^  im  Ab$tlinitt  8  leigt,   dass   die  in  der 
Klammer   aui\;r>^tende  OrxSss«^  gt^uau  mit  der  Ikosaederfoim  H  nsammen- 
f»llt;  eis  ist  mithin: 


F^V21K 
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Nun  mOge  vorausgesetzt  werden^  dass  die  linke  Seite  der  Gleichnng  72b) 
eben  jene  Fanction  ^(^r^,  je;,)  sei;  durcb  die  Bezeicbnnng  ist  dies  übrigens 
alles  schon  von  vornherein  in  Einklang  gebracht. 

Für  die  Determinante  unter  Nr.  75)  ergiebt  sich  sodann: 

82)  G 2O[(i?i8^+^,~)+522i?i*V(^i'^-O-lOOO50ii%»«(^i^H;f,^«)], 

and  man  bemerkt,  dass  die  Elammergrösse  genau  mit  der  im  Abschnitt  IX 
unter  Nr.  65)  aufgestellten  Ikosaederform  T  coincidirt;  es  ist: 

83)  a 2OT5 

nur  wäre  zu  erwähnen,  dass  statt  der  Buchstaben  Aj^il,  hier  immer  fSi^»^ 
stehen.     Endlich  sei  daran  erinnert,    dass  zwischen  f^  H^  T  die  Identität 

41)  T>-1728/'»-fi» 

statt  hat.*  Der  mit  Invariantentheorie  vertraute  Leser  findet  in  obigen 
Zeilen  beiläufig,  dass  H  und  T  Co  Varianten  der  Form  f  sind;  H  ist  die 
Hesse'sche  und  Tdie  Functional-Determinante  von/*.  Jene Covarianten 
bilden  das  vollständige  Formensjstem  von  fy  alle  drei  Formen  sind  durch 
die  dreigliedrige  Belation  41)  mit  einander  verknüpft. 

Tragen  wir  nun  die  Werthe  für  F  und  Q  aus  81)  und  83)  in  die 
Differentialgleichung  78)  ein,  so  entsteht: 

oder  wegen  41)  und  weil  u  «=•  Hi 
85)  (i728/'»-H»)^,-|H^+aH*-0, 

«-1  11 


4(n-2)»      400 

Dieses  ist  die  DifferentialresolTente  des  Ikosaeders.  Sie  ist 
bereits  hypergeometriscber  Natur  und  geht  speciell  in  die  Oanss'sche 
Gleichung  ttber,  wenn  man  setzt: 

86)  1728/-»  ■'^' 

wo  J  die   neue  unabhängige  Veränderliche ,    der   sogenannte  Ikosaeder- 
parameter  ist.    Die  transformirte  Oleichung  lautet: 

87)  7(1  _  j)^  +  [y  _ («  +  ^  +  l)/]|i  _«/};,- 0, 

und  die  Elemente  er,  ^,  y  haben  die  Werthe: 

o^.  n-1         11      .  -1  1  2      .         ,^. 

*  Zufolge  dieser  Beiiehung  ist  T\  d.  h.  (r',  eine  rationale  Function  von  u^H, 
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Hiermit  haben  wir  unser  Ziel  erreicht;  die  le^,  iB^,  d.  h.  die  il^,  I2 
erscheinen  als  particxüSre  Integrale  der  Oleichnng  87) ,  mithin  als  wohl- 
bekannte hjpergeometrische  Beihen  zweiter  Ordnung.  Herr  Klein*  hat 
alle  diese  Beihen ,  wie  sie  für  verschiedene  Werthe  des  Parameters  J 
erforderlich  werden,  angegeben  und  auch  die  zugehörigen  Integrations- 
Constanten  bestimmt. 

üebrigens  sei  bemerkt,   dass   man  bei  der  Beihenaufstellung  betreffs 
der  Transformationstheorie  von  Gleichung  87)  gax  keine  Voraussetzungen 
zu  machen  braucht,    es  genügt  die  Eenntniss  einer  einten  Integralform, 
also  etwa  die  der  gewöhnlichen  Gauss'schen  Reihe: 
89)  ;J-F(a,  j3,  y,/). 

Die  übrigen  wesentlichen  Integrale  kann  man  durch  Transformation 
des  algebraischen  Gleichungssystems: 

mittelst  der  einfachen  Substitutionen: 

erhalten,  wo  1;  derartig  bestimmt  werden  muss,  dass  die  rechten  Seiten 
der  vorigen  Gleichungen  ihre  Bedeutung  wechseln,  also  f  veränderlich 
imd  H  oder  T  constant  gedacht  wird  u.  s.  f.  In  jedem  einzelnen  Falle 
existirt  dann  ein  Ansatz,  ähnlich  dem  wie  im  gegenwärtigen  Abschnitt, 
und  es  stellen  sich  Formen  (höhere  üeberschiebungen)  ein^  die  unmittelbar 
durch  die  ursprünglichen  Formen  /*,  jET,  7  ausgedrückt  werden  können. 
Auf  solche  Weise  kommt  man  zu  den  bekannten  sechs  Fällen,  in  denen 
das  vierte  Element  der  Beihe  die  Gestalt 

\    j-\      1        j 

'  '   ^'   ~^'   5^^'   T^ 

besitzt 

13.  Zusammenatellung  der  Besultate. 
Die  Ergebnisse    der    früheren  Abschnitte ,    soweit   sie    sich   auf   eine 
Hauptgleichung  beziehen,  lassen  sich  zusammenfEissen  wie  folgt: 
Einer  Hauptgleichung  fünften  Grades: 
16)  /+5ay»+5^y  +  y-0 

wird  durch  den  Ausdruck: 

64)  y^^MR+iny^^^ 

ü 

genügt,  wo  /,  und  IP,  nachstehende  fünfwerthige  Ausdrücke  sind: 

*  Math.  Annalen.  XII.  Bd.  8.  514  u.  515.  ~  Erwähnt  sei,  dass  Herr  Klein 
in  seinen  in  den  Math.  Annalen  erschienenen  Arbeiten  immer  12^ H  statt  H  und 
12  T  statt  T  schreibt   Unsere  Beseichnong  entspricht  der  neueren  im  „  Ikosaeder ". 
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59) 


"a  » 


eos-^  +  isin-^;    v  — 0,1,2,  3,  4, 


wahrend  f  das  Ikosaeder: 

57)  f-Aii.CV+llix'^V-V") 
und  J?  die  zageh5rige  Form: 

58)  ff  -  -  (X,^  +  1,«^)  +  228 Ai%5  (i^i«  -  1,1«)  -  494 A,i%i« 
repräsentirt. 

Die  Veränderlichen  X^  und  X^  sind  die  particulSren  Integrale  der 
Differenüalgleicliung 

also  zwei  hjpergeometrische  Beihen,  deren  Quotient  in  das  unter  Nr.  64) 
angegebene  y  eingeht.  Das  vierte  Element  der  Eeihen,  d.  h.  der  Ikosaeder- 
parameter: 

86)  /  -  IT»  :  1128  f^ »^Ä, :  1728 

ist  bestimmt  durch  .^  ^.3 

^^^  1728[(i3^-«y)r  +  /j' 

und  die  Grössen  r  und  5  werden  auf  Grand  folgender  Formeln  gewonnen: 

2«»y  +  ll«')3»+^/-^V 
''^''  2(««+«^y-^») 

26)  7«  -  108«»y  -  135«*|5«  +  90«Vy*  -  320«/S»y  +  256/S6  +  y*, 

27)  .-^. 

Wir  bemerken  weiter,  dass  statt  des  Ausdrucks  64)  auch  der  im 
Abschnitt  7  aufgestellte: 

50)  y,  -  «*'ij^i  -  5»'^,^  +  *"A,^  +  e'A,ft, 

die  vorgelegte  Hauptgleichung  16)  befriedigt.  Das  Yerhftltniss  der  iL  folgt 
genau  wie  vorhin  aus  Nr.  29);  derselbe  Ausdruck  ergiebt  aber  auch  das 
Verhältniss  der  [i  und  zwar  dann,  wenn  das  Vorzeichen  von  y  in  dem 
Werthe  f ür  r  in  das  entgegengesetzte  umgewandelt  wird.  Man  überzeugt 
sich  hiervon,  wenn  man  za  einem  bekannten  Specialfall ,  z.  B«  zur  Besolvente 
der  W,  zurückkehrt. 

Es  ist  sehr  interessant,  den  inneren  Zusammenhang  zwischen  den 
erwähnten  AuflOsungsmethoden  zu  studiren.  Gordan*  geht  in  seiner 
Arbeit  von  der  doppeltbinären  Grundform: 

•  Math.  Annalen  XÜL  Bd.  ^.^.,^^^  by  GoOglc 
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51  a)  l,»th'l*,  +  ^%ft»  +  KKW  -  Vft  («.'--  « 

aus,  wendet  auf  dieselbe  die  Processe  der  Invariantentheorie  an  und  gelangt 
80  zu  36  verschiedenen  Formen,  unter  denen  dann  gewisse  Eelationen 
stattfinden.  Auf  solche  Weise  kommt  Gordan  zun&chst  zu  den  einftichsten 
Besolventen  für  t^  W  und  (tW),  endlich  zur  Hauptgleichimg  selbst. 

Klein*  schl&gt  einen  umgekehrten  Weg  ein.  Er  vergleicht  die 
unter  Nr.  64)  und  50)  aufgestellten  Lösungen  und  berechnet  die  von  uns 
mit  r  und  8  bezeichneten  Grössen  rückw&rts^  d.  h.^  er  drückt  sie  in  den 
Xf  II  aus.  Hierbei  ergiebt  sich,  dass  r  und  s  proportional  gewissen  doppeltr 
binären  Formen  werden,  eben  jenen  Formen,  die  Gordan  direct  aufstellt 

Endlich  sei  an  dieser  Stelle  einer  Untersuchung  gedacht,  die  als 
speciell  und  aufh&ltlich  in  vorliegender  Arbeit  nicht  aufgenommen  werden 
konnte,  die  aber  nicht  interesselos  ist.  Wir  meinen  die  Behandlung  der 
Besolventen  der  17,  W  und  (tW)^  ingleichen  der  trinomischen  Formen: 

y*+5/Jy  +  y-0,    y*+5ay«+y-0, 
als  besondere  FSlle  der  Hauptgleichung: 

16)  y*+5«y^+5^y  +  y-0, 

in  welcher  dementsprechend  also 

68)  3ay^4/3«-0, 

36)  ay-8/S*-.0, 

43)  64«V*  -  27  «V  -  /Jy*  -  0 

oder  «  «.  0, 

resp.  ^  —  0  ist 

Bestimmt  man  für  die  ersten  drei  Besolventen  die  li^  l^^  so  kommt 
man  natürlich  auf  die  früher  mitgetheilten  Besultate  zurück.  Bevorzugen 
wir  dagegen  die  fi^  d.  h.  benutzen  wir  in  der  Bechnung  ein  y  mit  ent- 
gegengesetztem Zeichen  (+  y  statt  —  v)«  ^o  stellen  ach  für  den  Ikosaeder- 
pai*ameter  J  auf  Grund  von  Nr.  29)  ziemlich  complicirte  Ausdrücke  ein. 
Es  sind  dies  im  Wesentlichen  jene  Verbindungen,  welche  Elein'^  unter 
ganz  anderen  Gesichtspunkten  in  einer  Arbeit  ,,Ueber  lineare  Differential* 
gleichungen^  gefunden  hat,  und  deren  Existenz  schon  durch  die  Unter- 
suchungen von  Schwarz*^  festgestellt  war,  es  erscheinen  eben  die  mit 
XII,  XIV  und  XV  bezeichneten  Fftlle  der  Schwarz'schen  Tabelle. 

Was  die  anderen  beiden  SonderfWe  der  Hauptgleichung  anlangt, 
a  -"  0  und  /}  —  0,  so  bekommt  man  für  J  Ausdrücke  dritten  und  vierten 
Grades,  die  sich  ebenfEills  der  Schwarz'schen  und  Briosohi'schen  Tabellef 

*  Ikoaaeder  II,  3.  §  6  bis  9. 
«»  Math.  Annalen  XU.  Bd.  S.  167. 

***  Schwan,  Gesammelte  mathem.  Abhandlungen  2.  Bd.  S.  246. 
t  Briosohi,  Math.  Annalen  XI.  Bd.  S.  401.  r^^^^T^ 
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einordnen  und  eine  Transformation  zweiter  respective  dritter  Ordnung  Yor- 
stellen«  Zugleich  treten  uns  in  diesen  Ausdrücken  jene  Oleichungen 
dritten  und  vierten  Grades  entgegen,  deren  die  Tschirnhaus-Bring'sche 
Transformation  bedarf,  wenn  die  Hauptgleichung  auf  eine  trinomische 
Fonn  zorückgeftlhrt  werden  soll.  (Vergl.  auch  Klein,  Math.  Annalen 
XII.  Bd.  8.  553  und  XIV.  Bd.  S.  166.) 

So  kann  man  also  mit  Hilfe  rein  algebraischer  Betrachtungen  an  der 
Oleichnng  fünften  Grades  Vorgänge  studiren  und  Resultate  reproduciren, 
die  ursprünglich  der  Transformationstheorie  der  hypergeometrischen  Func- 
tionen beziehentlich  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  angehören. 

14.  Sie  allgemeinen  Oleichungen  fünften  Grades. 
Die  allgemeine  Gleichung 

90)  cfi+  a«*+  bx^+  (?««+  d«  +  e  -  0 
kami  mittelst  der  Tschirnhaas -Transformation: 

91)  x^  +  mx  +  w  =  y 
auf  eine  Hauptgleichung: 

16)  y^+bay^+5ßy  +  y^0 

gebracht  werden  und  hierbei  bestimmen  sich  m  und  n  durch*: 
92)  (2a«-56)m«-(4a»-13a6+15c)w+(2a*-8a«&+10ac+36«-10(l)=0, 

93)  5fi  -  am -a*+ 26. 

Man  denke  sich  die  Substitution  91)  auf  bekannte  Weise  umgesetzt  in 

94)  x^a't/'+Vy^+(^y^+dfy  +  (f 
und  führe  hier  an  Stelle  von  y  die  Ghrösse  i  ein. 

Es  war  nach  Abschnitt  5  »^  ,     r 

wobei  p'  und  g'  nur  gegebene  Grössen  enthalten  ^  folglich  wird 

U 

wobei  U  eine  gewisse  ganze  Function  achten  Grades  in  i  vorstellt,  deren 
Coeffieienten  sich  von  selbst  ergeben.     Spaltet  man  obiges  x  wie  folgt: 

U  1 

"^  "■(<«- 3/)« '(i»- 3/^)«' 
so  kann  man  den  ersten  Factor  auf  die  Form: 

gebracht  denken  und  dann  nachstehende  Partialbruchzerlegung  vornehmen: 


*  Vergl.  Kiepert  a.  a.  0.  S.  181. 
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A  S  J)  V 

d.  h.  aber  in  den  i/i,  17,  ansgedrClckt: 

96)  X'^Äri.^+Bfi^^+Dfi^+Efi^+F. 

Zu  eben  diesem  Besnltat  gelangt  man  auch,  wenn  man 

in  Nr.  94)  einführt  nnd  beachtet,  dass  die  Glieder  1}/,  Vi^Vn  -  •  •  Vi 
^i'f  •  •  •  ^9'  einzeln  sich  durch  einen  Ausdruck  zweiten  Grades  der  rn  dar- 
stellen lassen,  in  welchem  das  Glied  17,  i^,  fehlt     (Yergl.  Abschnitt  3.) 

so  verschwindet  in  96)  auch  F^  falls  die  reducirte  Gleichung: 

97)  ic*+  hx^+  ex^+  dx  +  e^O 
vorgelegt  wird. 

Aus  dieser  Darstellung,  die  nur  schematisch  zu  veratehen  ist,  geht 
hervor,  dass  der  reducirten  Gleichung  97)  ein  Ausdruck: 

98)  X  -  Äfi,*  +  Bti^^  +  Bm  +  Efi^ 

genügt,  in  welcher  die  Grössen  Äf.,.E  sich  in  bekannter  Weise  rational  und 
irrational  durch  die  Coeificienten  der  gegebenen  Gleichung  ausdrücken  lassen. 
Aber  es  ist  wichtig  zu  bemerken,  dass  hierbei  nur  zwei  Irrationalit&ten 
in  Frage  kommen:  erstens  die  Quadratwurzel  aus  der  Discriminante  und 
zweitens  jene  Quadratwurzel,  welche  durch  Auflösung  der  quadratischen  Gleich- 
ung für  w,  d.  L      5  j^2  4. 15^^  -  (86«  -  lOd)  -  0 

in  die  Rechnung  gezogen  wird.    (Vergl.  Nr.  92.) 

Während  nun  die  erste  Quadratwurzel  immer  eine  rationale  Function 
der  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung,  nSmlich  das  Differenzenprodnct 
der  Wurzeln  vorstellt,  ist  die  zweite  Quadratwurzel: 


99)  ß)-|/ 


126» -406(1  + 45  c» 


206« 

nicht  durch  jene  Wurzeln  rational  darstellbar,  also  nach  Kronecker  eine 
„accessorische  Irrationalität'',  die  inkeinerWeise  vermieden  werden  kann. 
Die  fii  und  tj^  sind  die  Wurzeln  zweier  Resolventen,  welche  die  gemdn- 
same  Form: 

5)  h'q^+20fi^+6kfi  +  i^0 
haben,  wobei 

6)  Ä  -  24*  -  -5=, 

T  und  /  bekannte  Grössen  und  wo,  dem  i/^  und  i/^  entsprechend, 
gesetzt  werden  musa.    '^-+^  ^^  ^  "  "  ^'^ 
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15.  Andere  SarBtelliing  der  ScUnsBlösnng.        \24^>  ^> 

Symmetrischer  wird   die  Darstellung   des  vorigen  Abschnitfcs^^lM^nvn  |v 
man   nicht   eine,    sondern    beide  Wurzeln   m  nnd   m'   der   qnadratischeS^  " 

Gleichnng  92)  bei  der  Bechnnng  benutzt. 

Die  Tschirnhaus-Transformation  91)  repr&sentirt  sich  jetzt  in  der 
zweifachen  Gestalt: 

91)  ic'+w»+n— yl 

91'j  x'+m'x+n'-^i/y 

unter  y  und  ^  die  Lösungen  der  Hauptgleichung  yerstanden,  falls  in 
deren  Coefficienten  einmal  das  m,  dann  das  m'  eingegangen  ist.  Die 
Lösung  der  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  ergiebt  sich  nun  mit 
Bücksicht  auf  91)  und  91')  aus: 

100)  (m  -  mO »  +  (w  -  w')  -  y  -  j/. 

Ist   die   aUgemeine  Gleichung   eine   reducirte  wie  unter  Nr.  97),  so 

hängen  n  und  n'  von  m  überhaupt  nicht  ab,  denn  es  wird  wegen  a  =  0, 

vergL  Nr.  93):  2 

n^n''^  =-5,  d.  h.  w  —  »'  —  0; 
o 


9n  —  m'  —  2 


09 


ausserdem  ist 

und  sonach 

101)  2(ox  -^y-t/. 

Erinnern  wir  uns  der  Form  der  Wurzeln  einer  Hauptgleichung,    so 
können  wir  folgendes  Resultat  aussprechen:  Die  Wurzeln  von 

97)  x^+}>7?+c9?+dx  +  e^0 

sind  dargestellt  durch: 

102)  x^pni+  Q%  +  P'Vi  +  H%, 

wobei  die  j>, . . .  ^  von  derselben  Beschaffenheit  sind,  wie  die  A,  • . .  jE7  in 
Nr.  98),  und  die  vier  17  die  Lösungen  yon  yier  Eesolventen  bedeuten,  die 
allesammt  dieselbe  Grundform: 

5)  Äiy^+  2012'+  5*iy  +  1-0 

besitzen.     Hier  ist  h  respective  Ji  eine   bekannte  Grösse  und  &  —  ±  |/3. 

Löst  man  die  Hanptgleichung  dagegen  mittelst  des  Ansatzes 

60)  y,-  6*'A,^,  -  6«"^^*!+  a«U,^+  6";,^*, 

auf,  so  ergiebt  sich  für  die  allgemeinere  Gleichung  fünften  Grades  unter 
Nr.  97)  nachstehende  Lösnng: 


f 

.£*'- 

f 

.£»'  + 

.*"+ 

f 

H  H 

-HH 

-f»i>j 

H  H 

103)200;,- 

wobei  die  (Ajjil,),  (f*i»f*«)»  (^j'>  V)i  Wif*«')  anf  (Jrond  von  vier  Ikosaeder- 
gleichungen   zu  bestimmen   sind^    deren  Parameter   aus   den  Coe£Gicienten.QTp 
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der  vorgelegten  Gleichung  fCLnften  Grades  gebildet  werden  können,  und 
zwar  dermassen  durch  elementare  Processe,  dass  ausser  rationalen  Ver- 
bindungen nur  die  beiden  vorhin  erwähnten  Quadratwurzeln,  also  insbesondere 
auch  die  accessoriscbe  Irrationalität  oo  in  die  Bechnong  verwebt  werden. 
Man  -bemerke,  dass  die  Lösungen  y  und  ^  der  beiden  Haopt- 
gleichungen  stets  conjugirt  zu  verbinden  sind,  also  in  der  einen  y-"0; 
1,  2,  3,  4,  in  der  anderen  gleichzeitig  v  —  0;  4,  3,  2,  1  zu  setzen  is^ 
und  dass  zwischen  y  und  ^  die  Beziehung 

(y-  s/)*+  2(D(m'y-  mi/)  +  4tt(ö«-  0 
statt  hat 

Obgleich  nun  hiermit  schematisch  Alles,  was  sich  auf  die  Auflösung 

einer  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  bezieht,  erledigt  ist,  und  alle 

Elemente,   welche  die  Lösung  zusammensetzen,    einzeln  bekannt  sind,  so 

fehlt  es   dennoch  zur  Zeit  an  einem  Algorithmus,    welcher  eine  wirldieh 

hinschreibbare    und    übersichtliche    Auflösung     des     allgemeinen    Falles 

ermöglicht.     Es  ist  zweifellos,  dass  bei  allen  bis  jetzt  bekannten  Hethodea 

der  algebraische  Theil  in  zu  viele  einzelne  Schnitte  zerlegt  ist,   und  dass 

das  oft  umworbene  Problem  der  Gleichungen  fünften  Grades  in  mehr  als 

einer  Hinsicht  noch  nicht  als  abgeschlossen  bezeichnet  werden  kann. 


(Der  zweite  Theil  dieser  Arbeit  erscheint  in  den  nächsten  Heften 
dieses  Jahrgangs). 
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X. 
Ueber  relative  Primzahlen. 

Von 

Dr.  L.  Goldschmidt 

in  aothft. 


Im  70.  Bande  des  Crelle'schen  Joarnals  ist  von  Herrn  Victor 
Schemmel  eine  Verallgemeiner ang  der  SStze  über  relative  Primzahlen 
gegeben  worden,  mit  deren  Beweis  wir  uns  in  den  nachstehenden  Ans- 
ffthrongen  beschäftigen  werden,  indem  wir  damit  einem  gütigen  Hinweis 
des  Herrn  Professor  Stern  Folge  leisten. 

Es  lassen  sich  aus  den  relativen  Primzahlen  einer  ungeraden  Zahl  m, 
welche  kleiner  als  diese  sind,  eine  bestimmte  Anzahl  Gruppen  von  n  auf- 
einanderfolgenden Zahlen  zusammenstellen. 

Bevor  gezeigt  werden  soll,  dass  für  diese  Gruppen  Khnliohe  Gesetze 
wie  die  bekannten  für  relative  Primzahlen  bestehen,  wollen  wir  erst  den  Satz: 

g>{m)  =  a«-Hö-  1)W^-"K^-  l)c^"Kc- 1)... 
in  ein  wenig  anderer  Weise  ableiten,  als  das  in  den  Lehrbüchern  zu  geschehen 
pflegt 

Wie  üblich,  bedeutet  q>{fn)  die  Anzahl  der  kleineren,  zu  m  =  a'b/'c!)^.. . 
relativen  Primzahlen,  w&hrend  a,  b,  e...  beliebige  Primzahlen,  or,  ß,  /... 
beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Die  zu  a  relativ  primen  ersten  a  —  1  Zahlen  der  natürlichen  Reihe 
kehren  als  Beste  moda  in  den  b  Intervallen: 

von  0  bis  a 
»  ö  »  2a 
»2a    ,3a 


von(6  — l)a  bis  ha 

hmnl  wieder^  während  gleichzeitig  alle  Beste  Tp  in  den  je  h  Zahlen: 

A)  ry,   fy  +  a,   r^,  +  2a,...r„  +  (6— l)a 

vollständige  Restsysteme  modh  durchlaufen.     Während  also  bis  zu  a^  im 

Ganzen  (a— 1)5  relative  Primzahlen  zu  a  auftreten,  finden   sich  in  den 

a— 1  Restsjstemen  A)  ebenso  viele ,   das  heisst  a  — 1  Vielfache  von  h  vor, 

80  dass  nach  deren  Ausscheidung: 

y(at)  =  (a-l)5-(a-l)  =  (a-l)(ft-l) 
Wird.  ^  T 
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Diese  (a  — 1)(&—  1)  zn  a&  relativen  Primzablen  finden  sich  als  Beste 

wodah  in  den  c  Gruppen: 

von    0  bis   ah 

n    ah    „  2ah 

^2ah    „3a& 


von  (c—  l)ah  bis  cah 
cmül  vor,  während  gleichzeitig  alle  diese  Beste  r^  in  den  je  c  Zahlen: 

B)  rß^Tß  +  ah^   r^  +  2a6,  ...r^  +  (c  — l)a6 

wiedemm  vollständige  Bestsysteme  nach  dem  Modal  c  erschöpfen,  so  dass 
in  jeder  Beihe  B)  auch  einmal  ein  Vielfaches  von  e  enthalten  ist.  Indem 
wir  also  diese  (a  — - 1)(&  ^  1)  dnrch  c  theilbaren  Zahlen  aus  den  vorhandenen 

(a-l)(6-l)c 

zn  ab  relativen  Primzahlen  ausmerzen,  erhalten  wir  alle  kleineren,  mit 
ahc  theiler fremden  Zahlen  durch  die  Belation: 

<p(a6c)  =  (a-l)(6-l)c-(a-l)(6-l)  =  (a-l)(6-l)(c-l). 
So  kann  man  weiter  schliessen,  um  zu  zeigen,  dass  fUr  eine  beliebige 
Zahl  von  Primfactoren  sich  die  Grösse  g>  analog  zusammensetzt,   während 
für  eine  Zahl  «♦««•»»C^... 

aus  dem  Anblick  der  Intervalle: 

von  0  bis  ahc, 
„  ahc  0  2ahe.,. 
n2ahc   „  3ahg... 

von  (a«-*6^->cy-* l)ahc  bis  a'^hPd^... 

die  bekannte  Gleichung: 

g,(m)  =  a«-Hö-l)^'"U^  -  l)cy'"Hc- 1)... 
folgt 

Wir  werden  nunmehr  mit  q>u{in)  die  Zahl  der  Gruppen  bezeichnen, 
welche  sich  aus  je  n  aufeinanderfolgenden ,  zu  m  theilerfremden  Zahlen  aus 
allen  den  Zahlen  bilden  lassen,  welche  kleiner  als  m  sind. 

Für  eine  Primzahl  a  giebt  es  a  -  n  solcher  Gruppen ,  deren  erste  mit 
1  beginnt  und  mit  n  schliessti   deren  letzte  dagegen  aus  den  Elementen: 

a  — t»,  a  — n  +  l,...a  — 1 
besteht.    Offenbar  wiederholen   sich   diese  Gruppen   in  nach  dem  Modul  a 
congruenten  Zahlen  zwischen  je  zwei  aufeinander  folgenden  Vielfachen  von  a. 
Gehen  wir  bis  a&,  so  sind  von  den 

{a-n)h 
Gruppen  diejenigen    auszuschliessen  ^   welche  h  oder  ein  Vielfaches  von  h 
enthalten. 
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Alle  diese  Gruppen  entsprechen  den  folgenden  Formen: 

1  +  7«a,        2+ ha,  3  +  Aa, n  +  h.a 

2  +  ha,       S  +  ha,  4  +  Äa, n  +  l  +  ha 

a—n  +  ha^  a  — w+l+Äa,  a— n+2+Äa,  ...a— 1+Äa, 
in  welchen   h  die  Zahlen   von  0  bis  &  — 1   dnrchlSnft,    so  dass  in  jeder 
dieser  Formen  einmal  ein  Vielfaches  von  h  an  erster,  einmal  an  zweiter  etc. 
Stelle  stehen  wird  nnd  somit: 

a  — n  Gruppen,  deren  erste  Zahl  =  0  modb^ 

a-n        „  „     zweite    „     =0     „    6, 

a  — n  Gruppen,  deren  n*®  Zahl  =0  «nod  ft, 
im  Ganzen  n(a'^n)  auszuschliessen  sein  werden. 

Damit  keine  der  Gruppen  zugleich  an  verschiedenen  Stellen  ein  Viel- 
faches Ton  h  enthalten  könne,  ist  es  nur  erforderlich,  a  als  die  kleinste 
von  den  in  Frage  kommenden  Primzahlen  anzusehen,  was  die  Allgemein- 
heit der  Untersuchung  nicht  stOrt,  während  einleuchtend  ist,  dass  in  n 
aufeinander  folgenden  Zahlen  nicht  mehr  als  höchstens  einmal  ein  Vielfaches 
einer  grossen  Zahl  erscheinen  kann. 

Wir  können  nach  dem  Vorhergehenden  die  Gleichung: 

aufstellen. 

Diese (a  —  n)(&  —  n) Gruppen  finden  sich  in  Zahlen,  welche  beziehungs- 
weise nach  dem  Modul  ah  congruent  sind,  immer  zwischen  zwei  aufeinander 
folgenden  Vielfachen  von  ah  vor,  wenn  wir  zu  dem  Product  ahc  über- 
gehen, also:  (a-n)(6-n)cmal 

vor  und   um  <pn(ahc)  zu  finden,  muss  ich  yon  diesen  diejenigen  Gruppen 
abziehen,  in  welchen  durch  die  Primzahl  c  theilbare  Elemente  auftreten. 

Wiederum  werden  an  jeder  einzelnen  Stelle  dieser  Gruppen  yollstSndige 
Bestsjsteme  mode  erschöpft,  so  dass  die  den  vorigen  analogen  Schlüsse  zu 

g>n{ahe)  =  (a—  n)(6  — w)c— »(a  — w)(6  — n)  e=  (a  — n)(5  — w)(c  — ») 
führen« 

Indem  wir  so  fortfahren  und  in  Bezug  auf  die  Zahl  m^  a^h^d^.,, 
bedenken,  dass  immer  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Vielfachen  von 
ahe...  sich  die  den  (a  —  n)(&  — n)(o  — n)...  Gruppen  entsprechenden  in 
relativen  Primzahlen  znahc.  vorfinden  müssen ,  dass  femer a'^^^hP^^cy'K.» 
solcher  Intervalle  bis  m  vorkommen,  erhält  man  den  von  Herrn  Sehemmel 
aufgestellten  Satz: 

welcher  für  11  =  1  in  den  zunächst  für  9>(m)  abgeleiteten  übergeht     Wie 

aus  diesem  für  zwei  theilerfremde  Zahlen  m  und  m:  (^  ] 
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so  folgt  aas  dem  allgemeineren  unmittelbar: 

q>n  (♦•»«•')  =  fpn  (♦»)  (pn  (♦*')- 

Ein  einfaches  Beispiel  soll  hier  eingefügt  werden.  Ist  a5  =  5.7  und 
nehmen  wir  n  =  3,  so  giebt  es  2.4  s=  8  Gruppen  der  gekennzeichneten 
Art,  nftmlich:  modb  modl 

1    2    3  12    3  12    3 

234  234  234 

11  12  13  12    3  4    5    6 

16  17  18  12    3  2    3    4 

17  18  19  2    3    4  3    4    5 
22  23  24  2    3    4  12    3 

31  32  33        12    3        3    4    5 

32  33  34        2    3    4        4    5    6. 

Wie  man  sieht ,  geben  die  Zahlen,  nach  dem  Modul  5  betrachtet, 
7  — 3  =  4mal  die  der  Zahl  ftlnf  eigenen  Gruppen: 

1  2    3 

2  3    4 

nach   dem  Modul  7  betrachtet  5  — 3  «=2  mal  die  der  Zahl  sieben  eigeneo 
Gruppen:  12    3 

2  3    4 

3  4    5 

4  5    6 

wenn   auch   in   anderer  Ordnung«     So   ist  es   allgemein.     Bis    lur    Zahl 
m  =  a^2^e)^...  lassen  sich: 

die  zur  Zahl  a^  gehörigen   a^^^^a-^  Gruppen   der  Zahl  a  nachweisen^ 
wenn  man  alle  Zahlen  mod  a  betrachtet,  femer: 

a«-n«-w)c^"'(c -«)... mal 
die  zur  Zahl  b^  gehörigen  bfi-^^Q^^n)  Gruppen  der  Zahl  5,   wenn  man 
alle  Elemente  mod  h  betrachtet  u.  s*  f. 

FOr  den  besonderen,  zunftchst  behandelten  Fall  lässt  sich  die  Formel: 

g>(ifi)«il«-»(a-l)W»-Hft-l)<^~Hc-l)... 
dahin  interpretiren ,  dass  alle  kleineren,  mit  m  theilerfremden  Zahlen  ebenso 
vielmal  alle  Beste  von  1  bis  a— 1  moda  erschöpfen,  als  alle  Factoren  Ton  ^(») 
ausser  {a  —  1)  dies  angeben  und  entsprechend  ist  es  ftlr  die  übrigen  Prim« 
ÜMtoren  von  m. 

Dass  hierauf  der  Beweis  der  Formel  in  den  Disquisitiones  arithmetioaB 
beruht,  welcher  combinatorisch  vorgeht,  bedarf  kaum  der  Erwähnung. 
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Ist  Ä;  eine  beliebige  relative  Primzahl  zn  m,  so  stimmen^  wie  bekannt, 
dieProdocte:  ^^    2ä,    3*,    4»,...(m-l)» 

in  Bexng  anf  den  Modnl  m  mit  den  ersten  m  —  1  Zahlen  bis  auf  die  andere 
Reihenfolge  vOHig  flberein.  Daraus  ergiebt  sieh ,  dass  jenen  (pn  (m)  Gruppen 
immer  ebenso  viele  andere  entsprechen,  deren  Glieder  sich  nicht  um  eine 
Einheit,  sondern  um  k  Einheiten  unterscheiden. 

So  entsprechen  f&r  unser  Beispiel  den  8  Gruppen  die  folgenden,  deren 
Elemente  um  die  Zahl  11  verschieden  sind: 


1 

12 

23 

2 

13 

24 

11 

22 

33 

12 

23 

34 

16 

27 

3 

22 

33 

9 

26 

2 

13 

32 

8 

19 

Es  heisse  irgend  ein  Divisor  von  m  d,  so  ist  derselbe  in  der  Form 
a'l/i/,..  enthalten,  während  die  Exponenten: 

a<  a, 

etc. 
sein  mflssen.    Dem  für  diese  Divisoren  bekannten  Satze: 

£g>{i) «  m 
entspricht  im  vorliegenden  allgemeineren  Falle  die  Beziehung: 
^     <Pn(S)       _        m 

welche  unter  Vermeidung  des  Bruches  rechter  Hand  auch 

geschrieben  werden  kann. 

Bildet  man  nftmlich,   analog  wie  bei  dem  Beweise  für  den  speciellen 
Fall,  die  Summen: 

n«9>«(l)  +  n«-*ir„(a)  +  n«- V«  W+  •  •  •  +  ^n(a«), 

80  entspricht  das  Product  aller  der  linken  Seite  der  zuletzt  geschriebenen 
Oleichung,  während  für  die  erste  Summe  aus: 

oder  aus:  ^  j 
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nach  leichter  Bechnnng  a^  ebenso,  wie  filr  die  folgenden  beziehungsweise 
&^,  &  etc.  nnd  also  für  das  Product  aller  der  Werth  m  folgt 

Es  bleibt  hierzn  nnr  zu  bemerken,  dass  man  entweder  ^niX)  ein-  ftr 
allemal  es  1  zn  setzen  hat,  oder  dass  man  die  Definition  der  Grösse  tpj^ 
dahin  abändert,  dass  sie  die  Zahl  derjenigen  nicht  grösseren  nnd  za  m 
relativen  Primzahlen  angiebt,  welche  Gruppen  von  je  n  aufeinander 
folgenden,  mit  m  theilerfremden  Zahlen  eröffnen  können. 

Die  Verallgemeinerung  der  Sätze  Ober  relative  Primzahlen,  mit  welcher 
wir  uns  beschäftigt  haben,  erhält  ein  besonderes  Interesse  durch  folgenden 
eleganten  Satz,  welchen  Herr  Schemmel  aufstellt: 

I, Wählt  man  aus  jeder  der  9>fi(m)  Gruppen  das  il^  Glied  und  bildet 
aus  diesen  Gliedern  das  Product,  welches  ich  mit 

bezeichnen  will ,  wo  ä;  die  Differenz  je  zweier  aufeinander  folgenden  Glieder 
in  einer  Gruppe  bedeutet  ^  so  erhält  man  für  dieses  Product  im  Falle 
n«=l  den  Wilson 'sehen,  wenn  dagegen  n>  1,  folgenden  Satz: 

wo  die  Facttltäten  (A  —  1) !  und  (n  —  iL) ! ,  wenn  A  s=  1  oder  iL  =  n  wird ,  durch 
die  Einheit  zu  ersetzen  sind.*' 

Betrachtet  man  zunächst  die  Gruppen: 

1  2  3  ...X n 

2  3  4  A  +  1  ...»  +  1 


o— n,  a— n+1,  a— w  +  2...a— n  +  X  — l.^.a— 1 
und  bezeichnet  man  das  Product: 

X.X  +  l...a  —  n  +  X  —  1  mit I  I jrx , 

a 

80  ist  nach  dem  Wilson 'sehen  Satze: 

oder,  wenn  ich  für  den  auf  I  I  jr^  folgenden  Theil  des  Ausdrucks  linker  Hand 

« 
die  kleinsten  Beste  nehme,  nachdem  der  Factor  (—  1)*~X  herausgezogen  ist^ 

80  folgt:  (_i),-i(i_i)i  („_i)![J_ra-- !•«««« 

a 

und  nach  Multiplication  mit  —  1 : 

(-1)— U-i)(i«l)l  (n-i)!  J][  n-lmoda. 
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Durch  Erheben  zur  (a  —  n)**"  Potenz  ergiebt  sich  weiter: 
{(_l)-a-.)(A_l)!  (n-X)\\'-'r]J^rq-=l  moda, 

wofttr  man  auch  schreiben  darf: 

|(_l)l-i(A_l)l  („_i)i}a-»rjj^^j"-=l  ,noda, 

wie  eine  leichte  üeberlegang  zeigt.  ^Das  Vorzeichen  linker  Hand  hängt  von 
demProducte:  [„_(A_i)](«  _„) 

ab,  welches  in  seinem  Verhalten  als  gerade  oder  ungerade  Zahl  mit 

und  ebenso  mit  ,,        ..  ^ 

(i_l)(a-w) 

übereinstimmt.  Ist  nämlich  n  eine  gerade  Zahl,  so  kann  ich  es  ohne 
Weiteres  unterdrücken,  ist  n  dagegen  ungerade,  so  ist  der  zweite  Factor 
a  —  n  und  somit  auch  das  Product  immer  gerade,  gleichyiel,  ob  n  im  ersten 
Factor  steht  oder  nicht. 

Dass  für  (A— 1)!  die  Einheit  zu  setzen  ist,  wenn  man  die  erste 
Colonne  der  Beste  zu  Factoren  des  Products  11  nimmt,  ist  ebenso  ein- 
leuchtend, als  es  fttr  (w  —  A)!  erforderlich  ist,  wenn  1  s=  w  gewählt  wird. 

Nach  dem  Fermat'schen  Lehrsatze  gilt  die  Congruenz: 

Setzt  man  also  auf  der  rechten  Seite  der  zuletzt  aufgestellten  Beziehung 
für  die  Einheit   l  j  f  ^jil''^  und    dividirt  man  auf  beiden   Seiten,   was 

zolfissig  ist,  mit  [  I  /„^il""**,  ßo  ergiebt  sich: 

C)  {(-iy*HA-l)!  (w-A)!l--»  =  rjy^r;i>-«»kMia. 

Die  analoge  Congruenz  gilt  natürlich  für  jeden  Primzahlmodul  und 
ich  gelange  so  zu: 

■l(-l)l->(i-l)!(«-i)I}(«-")(»-»)(«-")-=[J7,riy"-'''*-"'''-»'--«odo. 


welche  Beziehungen  durch  entsprechende  Potenzirung  von  C)  und  der  nach 
den  Moduln  5,  e  analogen  Congruenzen  entstanden  sind. 
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Nach  unseren  früheren  Bemerkungen  sagt  aber  der  Ausdruck: 

dass  die  an  l^^  Stelle  stehenden  Elemente  der  zu  a  gehörenden  a-^n  Gruppen 
zum  Product  vereinigt  (&  — n)Cc  — n)...  mal,  das  heisst  so  oft  als  Factor 
gesetzt  sind,  als  sie  überhaupt  unter  den  ipn(ahc.,.)  nach  dem  Modul  a 
betrachteten  Gruppen  sich  vorfinden.    Bezeichnen  wir  also  mit 

das  Product  aller  in  allen  Gruppen  in  X^  Stelle  überhaupt  auftretenden 
Zahlen,  so  erhalten  wir  die  Congrnenz: 

und  analog:  " 

\f±Jx\  *"**""  •'=  HnAi  mode, 

Substituiren    wir    den  Ausdruck   rechts  in  den  Congruenzen  D),   so 
ergiebt  sich  sowohl  nach  dem  Modul  a,  als  nach  b,  c  etc.: 

woraus  diese  Congruenz  auch     ^,    . 

folgen  muss. 

Aus  der  Gleichung: 

a 

welche  einer  früher  abgeleiteten  Congruenz  entspricht,  ergiebt  sich  durch 
Erheben  zur  a" "■**•**  Potenz: 

{(-i)^-Hi-i)i(«-A)!l''"'[I7/i]''"'-i«'od«- 

und  also  auch: 

{(_iy-.(A_l)!(„-i)}-— <— )|^JJ,r,J"— <— '^l««,da- 

während  analoge  Congruenzen  auch  für  jede  andere  Primzahlpotenz  als 
Modul  gelten. 

Nach  dem  allgemeinen  Format 'sehen  Satze  ist  aber: 

SO  dass  ich  die  zuletzt  aufgestellte  Congruenz  auch  schreiben  kann: 
aus  welcher  wiederum: 
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folgt.  L    ,         J 

Durch  entsprechende  Potenzirang  erhalte  ich  somit  das  folgende  System 
Ton  Congruenzen: 

während   sich  wieder  wie    in  dem  besonderen   Falle  der  Zahl  alc...  anf 
Grand  der  früher  angestellten  Betrachtungen: 

ergiebt,   wobei  IlnAx   das  Product  aller  in   allen   Gruppen  an  l*^  Stelle 
befindliehen  Zahlen  bedeutet. 

Ersetze   ich   in   den  Congruenzen  E)  die  rechts  befindlichen  Ausdrücke 
durch  dies  Product  und  verbinde  ich  sie  alle  mit  einander,  so  ergiebt  sich : 

{(-  1)*"^ (A  -  1) !  (fi  -  l)\\Vni'n)=  [n^AiY-^  ^(^^ 
als  Resultat. 

Für  den  Fall,    dass  die  einzelnen  Glieder  einer  jeden  Gruppe  um  den 
Werth  h  differiren,  folgt  aus: 

{(-iy-i(A-l)I  (n-X)l}JJ^nlc-^^ltnoda, 
wegen:  " 

a  a 

und   wenn    ich   die  übrigbleibende    Potenz   ä""*''^*""J=ä;"~*  mit   in   die 
Klammer  aufnehme: 

a 

während  im  weiteren  Gang  des  geführten  Beweises  alle  Schlüsse  dieselben 
bleiben  würden. 

Damit  ist  also  der  von  Herrn  Schemmel  aufgestellt«  Satz: 

ab  richtig  erwiesen. 
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Derselbe  würde  natttrlich  mannigfache  Specialisirangen  zulassen.  Für 
As=l,  1=1,  n  =  2  ergiebt  sich,  dass  das  Product  derjenigen  relatifea 
Primzahlen,  welche  nm  1  vergrössert  wiederum  zn  m  relativ  prim  sind, 
=  1  ist  ntodm. 

Wir  wollen  schliesslich  noch  kurz  bemerken^  dass  sich  eine  noch  all- 
gemeinere als   die    behandelte  Function    aufstellen    Ifisst,    welche  ebenfalls 
der  <)[^- Function  ähnliche  Eigenschaften  zeigt. 
Greift  man  aus  der  Reihe  der  Zahlen: 

1  2  3...a-], 
1  2  3. ..6-1, 
1    2    3...C-1 


beziehungsweise  a  —  v«  ?    6  —  n ,    c  —  v«  •  •  •    beliebige  Zahlen   heraus,  so 
sagt  die  Gleichung: 

g?^(in)  =  a«-*(a-Va)»^-*(2>-n)cy-'(c-Vc)..., 
wieviel  es  bis  zu  m  Zahlen  giebt ,  welche  zugleich  einer  der 
a  —  Va  Individuen  moäa^ 


congruent  sind. 


Erklärung. 
Ich  habe  im  zweiten  Hefte  des  38.  Jahrganges  dieser  Zeitschrift  einen 
einfachen  Beweis  des  Eni  er 'sehen  Satzes  über  die  Pentagonalzahlen  ver- 
öffentlicht, den  ich  fQr  neu  gehalten  habe.  Wie  ich  aus  der  jüngst  er- 
schienenen Abhandlung:  ;, Beiträge  zu  einer  additiven  Zahlentheorie^  von 
Dr.  E.  Th.  Vahlen  ersehe,  ist  derselbe  Beweis  bereits  im  92.  Bande  der 
Comptes  rendns  von  Herrn  J.  Franklin  gegeben  worden. 
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Einige  metrische  Eigenschaften  der  cubischen 
räumlichen  Hyperbel. 

Von 

Dr.  Ernst  Heinrichs 

in  KOln. 


Hierzu  Tafel  IV,  Fig.  1—7. 


Im  Folgenden  ist  der  Versuch  gemacht  worden^  ausgehend  yon  einer 
bestimmten,  an  der  cubischen  räumlichen  Hyperbel  auftretenden  Ebenen- 
configuration  zu  metrischen  Eigenschaften  dieser  Curve  zu  gelangen.  Die 
zur  rascheren  Begründung  einzelner  Resultate  stellenweise  mitbenutzten 
analytischen  Hilfsmittel  führten  zu  einer  parametrischen  Darstellung  der 
Curve,  welche  wegen  ihrer  Beziehung  auf  orthogonale  Coordinaten  yiel- 
leicht  geeignet  ist,  differentialgeometrischen  Untersuchungen  zum  Ausgangs- 
punkte za  dienen. 

1.  Die  Baumcurve  dritter  Ordnung  hat  mit  der  unendlich  fernen 
Ebene  drei  Punkte  gemein.  Die  Schmiegungsebenen  a^f  er,,  a^  der  Curye 
in  diesen  drei  Punkten ,  oder  die  Asjmptotenebenen  der  Baumcurve  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene;  sie  umschliessen 
daher  einen  dreiseitig  -  prismatischen  Baum  A. 

Alle  Go^  Baumcurven  dritter  Ordnung  (A^),  welche  drei  in 
prismatischer  Stellung  gegebene  Ebenen  (a,)  zu  Asymptoten- 
ebenen haben,  liegen  auf  demjenigen  Cylinder  dritter  Ord- 
nung, 7^,  der  die  drei  Ebenen  zu  Wendeasymptotenebenen  hat 
und  eine  Doppelerzeugende,  s^  besitzt. 

Es  ist  n&mlich  eine  zweifache  Bedingung  für  jede  Raumcurye,  eine 
bestimmte  Ebene  zur  Schmiegungsebene  zu  haben.  Also  ist  es  eine  sechs- 
fache Bedingung  für  die  Curyen  h^^  die  drei  Ebenen  a,  iii  irgend  welchen 
Punkten  zu  osculiren.  Die  Ebene  der  drei  Osculationspunkte  [h\  oj]  geht 
nun  aber  durch  den  unendlich  fernen  Schnittpunkt  A»  der  Ebenen  Uf  und  kann 
daher  oo'  verschiedene  Lagen  annehmen.  Soll  sie,  wie  in  unserem  Falle, 
die  unendlich  ferne  Ebene  selbst  sein,  so  erhöht  die  Zahl  der  Bedingungen 
fllr   die  Raumcurye    sich   somit    um    zwei.    Also    giebt  es   «>^iz^fl^  \?9^0qIc 
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cubischen  Baumcurven  des  Banznes  oo^,  welche  die  drei  Ebenen  ai  za 
Asymptotenebenen  haben.  Eine  beliebige  nnter  den  Gurren  A' wird 
aus  dem  Punkte  ^oo  durch  einen  Cylinder  dritter  Ordnung,  y\  projicirt, 
der  die  Ebenen  at  zu  Wendeasymptotenebenen  hat  und  ausserdem  eine 
Doppelerzeugende  besitzt.  Derselbe  ist  durch  die  hierin  liegende  neanfiiche 
Gesammibedingung  (bei  festliegendem  Scheitelpunkte  ^oo)  eindeutig  bestimmi 
Also  liegen  auf  ihm  alle  oo*  Curven  (Ä^). 

2.  Die  Doppelerzeugende  8  des  Cylinders  y\  oder  die  ge- 
meinsame Bisekante  aller  Curven  des  Systemes  {h^)  ist  die 
Schwerpunktsachse  des  prismatischen  Baumes  A. 

Beweis.  Eine  beliebige  Ebene  e  schneidet  den  Cylinder  y^  in  einer 
ebenen  Curve  dritter  Ordnung ,  e',  seine  Doppelerzeugende  s  in  dem  Doppel- 
punkte 0  und  seine  Wendeasymptotenebenen  0|  in  den  drei  Wende- 
asymptoten Wi  dieser  Curve.  In  einem  (hier  und  für  die  Folge  immer 
rechtwinkeligen)  Coordinatensysteme  der  Ebene  s,  dessen  Anfangspunkt  der 
Doppelpunkt  0  sein  möge,   sollen   die  Geraden  tot  durch  die  Gleichungen: 

(pi^UiX  +  Viff--  1=0 

dargestellt  sein.    Dann  hat  die  Curve  cP  die  Gleichung: 

Weil  der  Anfangspunkt  ein  Doppelpunkt  der  Curve  ist,  so  haben  die 
Coefficienten  der  Glieder  nullter  und  erster  Dimension  in  der  Gleichung 
den  Werth  Null.     Demnach  ist: 

1)  -l  +  f»  =  0, 
al8o:  ^^1. 

2)  »,  +  »,+■'«8  =  0 
'^^  t>,  +  r,  +  t>,  =  0. 

Aus  der  Gleichung  1)  folgt  als  Form  der  Curvengleichung: 

I)         (WiÄ  +  v,y-l)(t*aa;  +  f;,y-l)(u8rc  +  t^sy-l)+l  =  0; 

aus  den  Gleichungen  2)  ergiebt  sich,  dass  die  Coordinaten  des  zum 
Dreieck  der  drei  Geraden  wt  gehörigen  Schwerpunktes,  nSmlicfa: 


3  1  Wj  Vg  —  Uji;,       w,  i;,  —  u^v^       u^Vj^  —  ^i^z) 


den  Werth  Null  haben.     Denn  die  hier  vorkommenden  Nenner  haben  den 
gleichen  Werth  d,  den  wir  spSter  noch  verwenden  werden: 
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Also  ist  der  Coordinatenanfangspnnkt,  das  heisst  der  Doppelpunkt  der 
Curve  <r^,  zugleich  der  Schwerpunkt  des  Wendeasymptotendreiecks  dieser 
Curve,  und  somit  ist  ferner,  da  s  eine  beliebige  Ebene  war,  die  Doppel- 
erzeugende 8  des  Cjlinders  y^  die  Schwerpunktsachse  des  Wende- 
asjmptotenprismas  A  dieses  Cylinders. 

Wir  nehmen  für  die  Folge  an,  dass  die  drei  Ebenen  at  sämmtlich 
reell  sind.  Dann  sind  alle  Curven  des  Systems  {h^)  cabische  räumliche 
Hyperbeln.  —  Die  Schnittcurven  c*  der  oo*  Ebenen  des  Raumes  mit  dem 
Cylinder  y^  sind  offenbar  ausgeartete  Curven  des  Systems  (h^). 

3.  Eine  cubische  räumliche  Hyperbel  des  Systems  {h^) 
wird  eindeutig  bestimmt  durch  ihre  in  zweien  der  drei 
Asymptotenebenen  beliebig  gegebenen  Asymptoten  (Fig.  1). 

Die  Geraden  ct^a^,  ^s^iy  ^1«%  mögen  bezw.  mit  p^,  p^^  p^  bezeichnet 
werden.  Bestimmt  man  in  den  Ebenen  a^  and  a^  die  Geraden  a^  bezw.  a^, 
welche  den  Strahl  p^  in  den  Punkten  A^^  und  ilgs  schneiden  mögen,  zn 
Asymptoten  einer  Curve  (h^)  und  zieht  durch  den  Punkt  Ä^^  die  Gerade 
l>i\\ai  und  durch  A^q  die  Gerade  &2ll^>  ^^  bildet  die  Gesammtheit  der- 
jenigen cubischen  Raumcurven,  welche  die  Ebenen  a^  und  a^  zu  Asymp- 
iotenebenen,  die  Geraden  a|  und  a,  zu  Asymptoten  haben,  einen  Bündel, 
ftlr  dessen  Curven  (h^)  das  durch  die  Ebenen  Z^ia^,  Z^^^n  ^n  ^s  gebildete 
Tetraeder  in  bestimmter  Zuordnung  ein  gemeinsames  Schmiegungsteiraeder 
ist  Ich  habe  nun  an  anderer  Stelle  bewiesen*,  dass  eine  beliebige  Ebene 
des  Raumes  von  nur  einer  Curve  dieses  Bündels  osculirt  wird;  und  zwar 
liegt  der  Osculationspunkt  auf  dem  in  der  betreffenden  Ebene  enthaltenen 
Treffstrahle  der  Kante  p^  und  der  dieser  gegenüber  liegenden ,  hier  unend- 
lich fernen  Kante  des  Tetraeders.  Demgemäss  osculirt  die  Ebene  a^  eine 
einzige  Curve  b^  und  zwar  in  einem  Punkte  ihrer  unendlich  fernen  Geraden; 
das  heisst  die  Ebene  a^  ist  Asymptotenebene  für  nur  eine  der  Curven, 
welphe  die  Asymptotenebenen  a^  und  er, ,  die  Asymptoten  a^  und  a^  haben. 

4«  Die  drei  Strecken,  welche  auf  den  Kanten  pi  des  pris- 
matischen Raumes  A  von  den  Asymptoten  einer  Curve  h^  ab- 
gegrenzt werden,  sind  gleich  und  liegen  bezw.  in  jeder  der 
drei  Asymptotenebenen  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  in 
derselben  enthaltenen  Asymptote  (Fig.  1). 

Das  ergiebt  sich  aus  der  Construction  der  in  der  Ebene  a^  enthaltenen 
Asymptote  a^  der  durch  ihre  Asymptoten  a^  und  a^  bestimmten  Curve  %'• 
Man  erhSlt  nämlich  als  Schnittpunkt  ^^32  (bezw.  A^^)  der  Asymptote  a,  mit 
der  Ebene  otj  (bezw.  a^  den  durch  den  Schnittpunkt  der  Strahlen  p^  und 
Pi  (bezw.i?4)  und  den  Punkt  A^^  vom  Punkte  jBj2=|)2&i(bezw.  B^^—p^h^) 


*  In  meiner  Dissertation:  üeber  den  Bündel  derjenigen  cubischen  Raum- 
curven, welche  ein  gegebenes  Tetraeder  in  derselben  Art  znm  gemeinsamen 
Sdmiiegnngstetraeder  haben  (Münster  1887)  S.  11  und  17. 
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harmonisch  getrennten  Punkt.*  Da  der  Punkt  p^  p^  (bezw.  p^Pi)  nnendlich 
fern  liegt,  so  sind  die  Strecken  Äg^^u  und  Ä^^B^^  bezw.  A^A^^  und  A^B^ 
gleich.  Wegen  des  Parallelismus  der  Geraden  a^  und  &j  bezw.  o,  und  hf 
sind  aber  die  Strecken  Ä^^B^^  und  ^^21 -^21  g^^^c^  ^^t^  Strecke  A^A^^'^ 
also  folgt:  A    A    —  A    A    --A    A 

-^82  -^12  ~"  -^18 -^23  ""  -^1  -^Sl* 

Die  im  Satze  angegebene  Lage  der  drei  Strecken  zu  den  Asymptoten 
zeigt  sich  bei  der  Construction  sofort.  Wenn  also  drei  in  den  Ebenen 
cii  liegende  Geraden  a,-  eine  solche  Lage  zu  einander  haben, 
dass  sie  auf  den  Kanten  des  Prismas  A  gleiche  Strecken  ab- 
schneiden, welche  in  jeder  der  drei  Asymptotenebenen  auf 
entgegengesetzten  Seiten  der  in  dieser  enthaltenen  Geraden 
äi  liegen,  so  sind  dieselben  die  Asymptoten  einer  Curve  des 
Systems  (Ä'). 

Wir  wollen  die  Länge  der  drei  auf  den  Kanten  abgegrenzten  Strecken  Atk  Ait 
die  Asymptotenweite  a  (oder  Asymptotendistanz,  Asymptoten- 
abs t  a  n  d)  der  betreffenden  Curve  Ä^  nennen.  Die  ebenen  Curven  <?  des  Cylinders 
y'  sind  solche  Curven  des  Systems  (Ä*),  deren  Asymptotenweite  gleich  Null  isi 

6.  Die  durch  die  Mitten  itf^,  M^^  M^  der  Strecken  il^i-^si»  '^ss>-^]2v 
•^18-^28  g^^^g^^  Ebene  ^  halbirt  offenbar  auch  die  auf  den  Asymptoten  ai 
durch  die  Geraden  pi  abgegrenzten  Strecken,  Die  Halbirungspunkte  seien 
JV^  auf -4i2-4i3,  N^  auf  A^^A^^^  N^  9i,Vii  A^^A^^  Der  Punkt  üf,  in  welchem 
die  Schwerpunktsachse  p  des  Prismas  A  die  Ebene  fi  durchbohrt,  ist  der 
Schwerpunkt  des  Dreiecks  S  =  M^M^M^.  In  ihm  schneiden  sich  also  die 
drei  Geraden  MiNt  (Fig.  2  und  3). 

Auf  jeder  der  drei  Mittellinien  MiNi  des  Dreiecks  J  liegt 
ein  Punkt  der  Curve  h^^  nämlich  bezw.  S^y  S^,  8^^  in  derjenigen 
Entfernung  S^^JIf  vom  Schwerpunkte  2f,  welche  der  Länge  und 
dem  Bichtungssinne  nach  gleich  MiNi  ist. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  legen  wir  durch  die  Geraden  &|  und  h^  (vdrgl. 
Fig.  1)  die  zur  Asymptote  a^  parallelen  Ebenen^  welche  bezw.  den  Strahl  p^ 
in^j,  den  Strahl  j?^  in-^s  schneiden  mögen.  S^i  sei  der  Schnittpunkt  der  ersteren 
Ebene  mit  der  Geraden  &2>  ^^^  ^12  ^^^  Schnitt  der  anderen  Ebene  mit  &|. 
Der  Strahl  S^^S^t  ist  sodann  der  Asymptote  a^  parallel,  enthält  also  den 
auf  letzterer  befindlichen  unendlich  fernen  Punkt  der  Curve  h^.  Nun  be- 
findet  sich  aber,  nach  einem  Cremona'schen  Satze  über  das  Schmiegungs- 
tetraeder,  den  wir  auf  das  oben  beschriebene  Schmiegungstetraeder  der 
Curve  Ä®  anwenden  wollen,  auf  jedem  der  Curve  Ä'  in  einem  Punkte  be- 
gegnenden Treffstrahle  der  Tetraederkanten  &|  und  h^  noch  ein  zweiter 
Punkt  derselben  Curve,  harmonisch  getrennt  vom  ersten  durch  die  beiden 
Treffpunkte    des  Strahles    mit  h^   und   h^.**    Der   erste   Begegnungspunkt 

»  A.  a.  0.  S.  17  ^§  11,  3). 
**  Cremona,  Journal  für  Mathematik  Bd.  58  S.  138.  ^  j 
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('%8^2i>  ^')  ^^^E^  unendlich  fern  auf  Si^S^it  der  zweite  daher  in  der  Mitte 
8^  der  Strecke  £^12^21-  ^^^®  einfache  Betrachtung  der  Ebene  S^^S^i^^  iSest 
leicht  erkennen,  dass  der  Punkt  8^  auf  der  Yerl&ngerung  der  Mittellinie 
M^N^  des  Dreiecks  ö  liegt.  Durch  analoge,  die  Asymptoten  a^  bezw.  Og 
bcTorzugende  Betrachtungen  erhSlt  man  den  Nachweis,  dass  auch  auf  den 
beiden  anderen  Mittellinien  üfi^i  und  ^2-^2  J®  ®^^  Punkt  der  Curve,  8^ 
bezw.  82 ,  sich  befindet    Es  ist  ferner  an  der  Figur  ersichtlich : 

Äi,-4|8 : 5,2^8  =  Si^A^  :  Äjg  B12  =  -^13^23  •  ^2  ^it=  ^  •  *> 

^1  As  •  Ä?i-ß«i=  ^21 -As  •  ^«1  -^1  =  As  As '  -^si-^i  =1:4. 

Nun  ist  aber  auch 

A  Sjj  S21  -4i3  rvj  J?j  Sgj  ^^3 , 
und 

AS^.gSji^ss'^-ßis-ßi  As- 

Unter  Benutzung  der  hieraus  sich  ergebenden  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 

erhält  man  leicht: 

8j^Mq:Sj^N^=^  1  :4. 
Folglich  ist: 
,    ^  8,M=M,N,, 

und  ebenso: 

6«  Die  in  den  Punkten  8i  an  die  Curve  ^^  gelegten  Tangenten 
Si  sind  parallel  den  gegenüber  liegenden  Asjmptotenebenen 
der  Curve.  Die  Schmiegungsebenen  0^,  0^9  H  derselben  in 
jenen  Punkten  schneiden  sich  im  Schwerpunkte  M  des 
Dreiecks  d,  welcher  somit  in  dem  durch  die  Curve  erzeugten 
linearen  Nullsysteme  der  Nullpunkt  der  Ebene  fi  ist. 

Nach  einem  Satze  über  das  Schmiegungstetraeder*,  den  wir  wieder 
auf  das  mehrfach  benutzte  Schmiegungstetraeder  der  vorliegenden  Curve  h^ 
anwenden  wollen ;  liegt  die  Tangente  eines  Curvenpnnktes  in  der  Ebene 
der  vom  Curvenpunkte  nach  den  Eantenpaaren  a^,  a^  und  &|,  h^  gezogenen 
Treffstrahlen.  Wenn  nun  B^^  und  B^  die  Schnittpunkte  der  durch  den 
Strahl  5^2^81  P^^lel  zur  Ebene  ^3  gelegten  Ebene  mit  den  Tetraeder- 
kanten a^  und  a^  sind,  so  erweisen  sich  leicht  die  Diagonalen  des  Parallelo- 
gramms 12|iS|2^^2i  ^^^  ^^^  ^^"^  Punkte  S^  der  Curve  h^  ausgehenden  Treff- 
strahlen der  genannten  Kantenpaare.  Die  in  £^3  an  die  Curve  li?  gezogene 
Tangente  s^  ist  also  parallel  zur  Asymptotenebene  «3,  weil  sie  gemäss  dem 
angeführten  Satze  in  der  zu  a^  parallelen  Ebene  B^S^^^^ii  l^^g^* 

Nach  einem  weiteren  Satze  über  das  Schmiegungstetraeder**  gehen 
die  Schmiegungsebenen  der  beiden  Punkte  der  Curve  ^^  welche  auf  einem 
Treffstrahle  der  Kanten  h^  und  h^  liegen ,  durch  einen  diesem  zugeordneten 


*  Bewiesen  in  meiner  Dissertation  §  tl,  5. 
••A.a.O.  §  23.  ^   ^    ^^ 
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Treffstrabi  derselben  Tetraederkanten.  Die  Gerade  S^is^si  hat  mit  der 
Curve  h^  den  Punkt  S^  und,  weil  sie  zur  Geraden  O3  parallel  ist,  ihren 
unendlich  fernen  Punkt  gemein.  Da  nun  die  Scbmiegungsebene  or,  des 
letzteren  Curvenpunktes  die  Geraden  h^  und  \  in  B^^  bezw.  J&^i  schneidet, 
so  ist  S^B^^B^x  die  Scbmiegungsebene  ^3  der  Curve  'h?  im  Punkte  S^* 
Die  Gerade  B^^B^i  enthält  ersichtlich  den  Punkt  Jf,;  daher  geht  die  Ebene 
(fg  durch  die  Mittellinie  M^N^  des  Dreiecks  d,  also  auch  durch  dessen 
Schwerpunkt  M,  Die  analogen  Betrachtungen  lehren ,  dass  die  Schmiegungs- 
ebenen  der  Curve  in  den  Punkten  S^  und  S^  die  beiden  anderen  Mittel- 
linien des  Dreiecks  d  enthalten.     Nebenbei  zeigt  sich  an  der  Figur: 

Die  von  der  Scbmiegungsebene  (F,-  und  der  Asymptote  ai 
auf  den  in  der  Asymptotenebene  ai  enthaltenen  Kanten  des 
Prismas  A  abgeschnittenen  Strecken  werden  durch  die  beiden 
anderen  Asymptoten  der  Curven  h^  halbirt  und  sind  daher 
gleich  dem  doppelten  Asymptotenabstande  a  der  Curve. 

Für  die  Folge  wollen  wir  die  Punkte  St  die  Scheitel,  die  Ebene  fi 
die  Median-  oder  Centralebene,  die  Geraden  Jf^^i  die  Medianen, 
den  Paukt  M  den  Mittel-  oder  Schwerpunkt  der  Curve  ^^  nennen. 

Die  vierfache  Mannigfaltigkeit  der  Curven  des  Systems  "h?  zeigt  sich 
hier  nochmals,  indem  man  jeden  Punkt  der  Schwerpunktsachse  p  des  Pris- 
mas A  zum  Mittelpunkte  (oc^) ,  jede  durch  ihn  gelegte  Ebene  zur  Median- 
ebene einer  Systemcurve  annehmen  (00^)  und  dann  noch  die  Länge  der 
Asymptotendistanz  beliebig  (oo^)  festsetzen  kann.  Dann  ist  die  Curve 
bestimmt,  aber  zweideutig,  weil  die  Enden  der  Asymptotendistanzstrecken 
in  zweifacher  Weise  durch  die  Asymptoten  verbunden  gedacht  werden 
können.  Setzt  man  nur  die  Stellung  der  Centratebenä  und  die  Länge 
des  Asymptotenabstandes  fest,  so  erhält  man  zwei  einfach  unendliche  Systeme 
unter  einander  congruenter  Curven  }i?. 

7.  Die  Centralebene  (i  der  cubischen  Systemcurve  h^  ent- 
hält die  Mittelpunkte  aller  (or^)  Flächen  zweiter  Classe, 
welche  dem  Schmiegungsebenentorsus  der  Curven  h^  ein- 
beschrieben werden  können.  Die  Mittelpunkte  der  von  der 
Tangentendeveloppablen  von  h^  in  die  Schmiegungsebenen 
dieser  Curven  eingeschnittenen  Hyperbeln  (Ä*)  liegen  in  der 
Centralebene  (i  auf  derjenigen  Ellipse  e^,  welche  den  Mittel- 
punkt M  von  h^  zum  Mittelpunkte  hat  und  die  Asymptoten- 
ebenen Oi  der  Curve  in  den  Mitten  Nt  der  Seiten  des  Dreiecks 
ö  berührt. 

Herr  Beye  erwähnt  in  einer  vor  einiger  Zeit  erschienenen  Abhandlung* 
eine  „Centralebene  6*^  der  cubischen  Baumcurve,  welche  dadurch  charakterisirt 

*  „Der  gegenwärtige  Stand  unserer  Eenntniss  der  cabischen  Raumcarren, 
übersichtlich  dargestellt,*'  in  der  Festschrin;  der  mathematischen  GeseUachaft  in 

Hamburg  1890  S.  54. 
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ist,  dass  in  ihr  die  Mittelpunkte  der  dem  Schmiegangsebenentorsas  der 
Carre  einbescbriebenen  Flächen  zweiter  Classe  liegen  —  und  zwar  die 
Mittelpunkte  der  zu  Kegelschnitten  ausgearteten  in  einem  Kegelschnitte^ 
der  PXr  die  cubische  Hyperbel  eine  Ellipse  ist.  Wir  haben  daher  nur  noch 
za  beweisen,  dass  unsere  „Mediauebene  f*^  mit  der  Beje'schen  „ Central- 
ebene  6^  identisch  ist^  und  dass  die  in  ihr  enthaltene  Mittelpunktsellipse  e' 
die  in  obigem  Satze  angegebene  Lage  hai 

Die  in  der  Asymptotenebene  a^  enthaltene  Hyperbel  K^  hat  die 
A^- Asymptote  a^  ebenfalls  zu  einer  Asymptote,  und  die  Prismenkanten 
j?,  und  P3  sind  parallele  Tangenten  derselben.  Daher  liegt  der  Mittelpunkt 
dieser  Hyperbel  h^  in  der  Mitte  der  Strecke  A^^Ä^^y  also  im  Punkte  N^ 
auf  der  Medianebene  fi.  Ebenso  liegen  die  Mittelpunkte  der  in  den 
Asymptotenebenen  or,  und  a^  enthaltenen  Hyperbeln  h^  in  den  Punkten 
^2  bezw.  ^3.  Folglich  ist  (i  die  von  Herrn  Beye  als  „Centralebene  d" 
ebarakterisirte  Ebene. 

Die  Oeraden  8^  und  B^^B^^  sind  parallele  Tangenten  der  in  der 
Schmiegungsebene  a^  enthaltenen  Hyperbel  %',  und  zwar  berührt  letztere 
dieselben  in  den  Punkten  A3  bezw.  JV3—  in  JVj,  weil  durch  diesen  Punkt 
die  Asymptote  a^  der  Ebene  «3  geht«  Somit  liegt  der  Mittelpunkt  der  in 
(Tg  enthaltenen  Hyperbel  {h^)  in  der  Mitte  L^  der  Strecke  S^Nq.  Da  aber, 
wie  früher  bewiesen,  SqN^s=4MNq  ist»  so  ist  LqM=^MN^.  Aehnliches 
iSsst  sich  bezüglich  der  Mittelpunkte  der  in  den  Ebenen  hTi  und  0^  ®°^ 
haltenen  Hyperbeln  {h^  zeigen.  Diese  Mittelpunkte  mögen  L^  und  L^  heissen. 
Somit  enthält  die  Mittelpunktsellipse  e'  die  sechs  Punkte  Li  und  JVi,  und 
der  Punkt  M  ist  ihr  Mittelpunkt. 

Die  parallelen  Sehnen  NiN^  ^^^  ^i*^s  ^^^  Ellipse  e'  werden,  wie 
ans  der  Configuration  ersichtlich,  von  dem  Durchmesser  L^N^  derselben 
halbirt.  Daher  berührt  die  Ellipse  im  Punkte  ^3  die  zu  diesen  Sehnen 
parallele  Seite  MiM^  des  Dreieckes  d.  Analog  lässt  sich  zeigen,  dass  sie 
in  den  Punkten  N^  und  N^  die  beiden  anderen  Seiten  des  Dreiecks  ö 
berührt. 

Aus  den  a.  a.  0.  von  Herrn  Beye  angeführten  Eigenschaften  der 
Centralebene  (i  ergiebt  sich  für  unsere  Systemcurven  noch  Folgendes: 

Der  Mittelpunkt  M  der  Curve  h^  ist  die  reelle  Mitte 
der  beiden  conjugirt  imaginären  Punkte,  in  welchen  die 
Scbwerpunktsachse  p  des  Prismas  A  der  Curve  h^  begeg- 
net Die  beiden  imaginären  Schmiegungsebenen  der  Curve 
in  jenen  Punkten  gehen  durch  die  unendlich  ferne  Gerade 
der  Ebene  fi. 

Die  Bisecantej?  der  Curve  A' ist  also  der  unendlich  fernen 
Schnittlinie  zweier  Schmiegungsebenen  in  dem  der  Curve  zu- 
gehörigen linearen  Nullsysteme  zugeordnet,  und  die  Median-      ^ 
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ebene    fi    ist    der    unendlich    fernen    Ebene    in   Bezug  auf  die 
Curve  "h?  conjugirt.* 

8.  Die  Tangente  Si  der  Cnrve  li?  im  Scheitelpnnkte  St  ist  zugleich 
Tangente  des  Cjlinders  y^  in  demselben  Punkte.  Nach  den  Sfttzen  des 
§  6  ist  daher  die  Tangentialebene  dieses  Cylinders  längs  derjenigen  seiner 
Erzeugenden,  welche  den  Punkt  8i  enthftlt,  parallel  zur  gegenüber  liegenden 
Ebene  des  Prismas  A.  Die  drei  so  bevorzugten  Erzeugenden  des  Cylinders, 
welche  in  den  die  Kanten  pi  des  Prismas  mit  dessen  ßchwerpunktsachse  p 
verbindenden  Ebenen  enthalten  sind,  wollen  wir  die  Scheitelerzeagenden 
desselben  nennen.  Auf  ihnen  liegen  die  Scheitelpunkte  aller  Cnrven  des 
Systems  {h?).  Schneiden  wir  das  Prisma  A  und  den  Cylinder  y^  durch 
eine  beliebige  Ebene;  so  ergiebt  sich  für  die  Schnittcurve  c*,  die  wir  schon 
oben  als  ausgeartete  Curve  {t?)  bezeichnet  haben,  Folgendes: 

Auf  jeder  der  drei  Mittellinien  des  Asymptotendreiecks  i 
einer  Curve  c^  (allgemein  gesprochen:  einer  ebenen  unicarsalen 
Curve  dritter  Ordnung  mit  drei  reellen  Wendeasymptoten) 
liegt  ausser  dem  im  Schwerpunkte  Jf  dieses  Dreiecks  befind- 
lichen Doppelpunkte  der  Curve  noch  ein  weiterer  Punkt 
(Scheitelpunkt)  8i  derselben  so,  dass  der  Abstand  StM  nach 
Länge  und  Richtung  gleich  der  betreffenden  Mittellinie,  ge- 
messen vom  Dreieckspunkte  nach  der  gegenüber  liegenden  Seite 
hin,  ist.  Di^  Tangente  Si  der  Curve  i?  im  Punkte  Si  ist  parallel 
der  gegenüber   liegenden  Wendeasymptote  derselben  (Fig.  4). 

Die  Cnrve  c^  besteht  als  Doppelpunktscurve  dritter  Ordnung  aus  einem 
einzigen  Zuge.  Da  derselbe  keine  der  drei  Wendeasymptoten  im  end- 
lichen Gebiete  der  Ebene  durchschneiden  kann,  die  Punkte  8i  aber  inner- 
halb der  Scheitelwinkel  des  Dreiecks  d  liegen,  so  folgt,  dass  die  gesammte 
Curve  <?  —  abgesehen  von  ihrem  isolirten  Doppelpunkte  M  —  in  drei 
Zweigen  innerhalb  dieser  Scheitelwinkel  liegt.     Daraus  ergiebt  sich: 

Der  Cylinder  y',  also  auch  jede  Curve  des  Systems  {h?)  liegt 
innerhalb  der  drei  zum  Prisma  A  gehörigen  Scheitelwinkel- 
räume. 

9.  Zu  jeder  cubischen  Eaumcurve  erhält  man  bekanntlich  ein  lineares 
Nullsystem,  wenn  man  jeder  Ebene  denjenigen  ihrer  Punkte  zuordnet,  in 
welchem  sich  die  drei  von  der  Raumcurve  innerhalb  der  Ebene  osculirten 
Ebenen  schneiden.  Das  Nullsystem  erzeugt  durch  die  in  ihm  sich  selbst 
zugeordneten  Strahlen ,  zu  welchen  u.  A.  die  Tangenten  und  Schmiegungs- 
strahlen  der  Raumcurve  gehören ,  einen  linearen  Complex.  Die  Haupt- 
achse dieses  Complexes  geht  durch  den  Nullpunkt  der  unendlich  feroen 
Ebene ,  also  durch  den  unendlich  fernen  Schnittpunkt  der  drei  Asymptoten- 
ebenen    ai   einer  Curve  h^,     Sie    ist   daher    den   Schnittstrahlen  pi  dieser 

♦  Reye  a.  a.  0.  S.  54.  ^  . 
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Ebenen  parallel.  Während  somit  die  Richtung  der  Hauptachse  fQr  alle 
Cnrven  unseres  Systems  {h^)  dieselbe  ist,  ändert  sich  ihr  Ort  je  nach  der 
Bicbiong  der  Asymptoten  Oi  der  Curven  (Jfi),  Denn  bekanntlich  ist  die 
senkrechte  Entfernung  q  der  Hauptachse  von  einem  der  Leitstrahlen  des 
NoUsystems,  also  speciell  yon  den  Asymptoten  der  Gurye  {h^)  durch  die 
Gleichung: 
IH)  q  tang  tp  =  c* 

mit  der  Tangente  desjenigen  Winkels  q)  verbunden,  den  der  betreffende 
Leitstrahl  mit  der  Bichtung  der  Hauptachse  bildet,  c  ist  eine  für  das 
Nullsystem  und  den  Complex  charakteristische  Constante,  mit  der  wir  uns 
noch  wiederholt  beschäftigen  werden.  Wir  wollen  die  Hauptachse  des 
mit  der  vorliegenden  Curve  des  Systems  (Ä^)  verbundenen  Complexes 
als  Hauptnullachse  h  dieser  Curve  bezeichnen.  Es  ist  also  zunächst 
festgestellt: 

Die  Hauptnullachse  h  der  Curve  h^  ist  parallel  zu  den 
Kanten  und  der  Schwerpunktsachse  des  Prismas  A. 

Nimmt  man  den  Ort  der  Hauptachse  und  die  Constante  c  als  gegeben 
an,  so  kann  man  eine  zugehörige  Curve  des  Systems  h^  successive  ent- 
stehen lassen,  sobald  man  einen  ihrer  Punkte  kennt.  Man  legt  in  letzterem, 
auf  dem  Cylinder  y^  gegebenen  Punkte  P,  die  Tangentialebene  t  an  den 
Cylinder,  bestimmt  deren  Abstand  q  von  der  Hauptachse  h  und  sodann 
nach  der  obigen  Formel  die  Bichtung  der  in  t  enthaltenen  Tangente  t  der 
Curve  h^.  Die  Tangente  liefert  den  nächstfolgenden  Punkt,  P\  der  Curve. 
Von  diesem  gehen  wir  nun  in  derselben  Weise  zum  zweitfolgenden  Punkte 
über  u.  8.  f. 

Die  sämmtlichen  in  der  Tangentialebene  r  des  Cylinders  y^  enthaltenen 
Parallelen  zur  Tangente  t  sind  Leitstrahlen  des  Nullsystems.  Denn  da  die 
Ebene  r  zur  Hauptnnllachse  h  parallel  ist,  so  liegt  ihr  Nullpunkt  unendlich 
fem.  Denkt  man  sich  nun  in  der  angegebeneu  Weise  die  sämmtlichen 
Leitstrahlen,  welche  in  allen  Tangentialebenen  des  Cylinders  y^  enthalten 
sind,  construirt,  und  reiht  man  dann  die  Schnitte  je  zweier  in  benach- 
barten Tangentialebenen  liegender  Leitstrahlen  fortschreitend  an  einander, 
80  erhält  man  ausser  der  ersten  Curve  h^  noch  unendlich  viele  weitere, 
welche  alle  der  ersten  congruent  sind  (man  kann  sich  dieselben  auch  durch 
Verschiebung  der  ersten  Curve  auf  dem  Cylinder  in  der  Bichtung  seiner 
Erzeugenden  entstanden  denken).  Da  nun  die  Verbindungsebene  zweier 
aufeinander  folgenden  Tangenten  einer  Baumourve  die  letztere  im  Schnitt- 
punkte der  beiden  Tangenten  osculirt,  und  da  andererseits  die  Tangenten 
hier  Leitstrahlen  des  Nullsystems  sind,  ihr  Schnittpunkt  somit  der  Null- 
punkt ihrer  Verbindungsebene  ist,  so  folgt: 

♦  Beye,  Geometrie  der  Lage  II.  Theil  10.  Vortrag. 
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Durch  das  Nallsystem  einer  Curve  des  Systems  h^  werden 
auch  die  einfach  anendlich  vielen  ihr  congraenten  Carven  des 
Systems  in  sich  selbst  transformirt,  undmankann,  nmdasNull- 
system  der  ersteren  Cnrve  zu  erhalten,  von  einer  beliebigen  der 
letzteren  ausgehen. 

Die  HauptnuUachse  kann,  da  ihre  Richtung  beim  Systeme  {li?)  be- 
stimmt ist,  noch  zweifach  unendlich  viele  Lagen,  die  Constante  c  einfach 
unendlich  viele  Werthe  annehmen,  und  zu  jedem  bestimmten  unter  den 
hiernach  in  dreifach  unendlicher  Mannigfaltigkeit  auftretenden  Nullsyetemen 
gehören  einfach  unendlich  viele  congruente  Cnrven  h^.  Damit  ist  nochmals 
erwiesen,  dass  es  oo^  Curven  h^  auf  dem  Cylinder  y^  giebt. 

10«  Zwischen  der  Lttnge  a  der  Asymptotenweite  einer 
Curve  (h^)  und  der  Constante  c  des  zur  Curve  gehörigen  Null- 
Systems  findet  die  einfache  Beziehung  statt: 

IV)  3a.c  =  2j; 

wo  J  den  FlScheninhalt  desjenigen  Dreiecks  bedeutet,  in 
welchem  das  Prisma  A  von  einer  beliebigen,  zu  seiner  Kant^n- 
richtung  senkrecliten  Ebene  durchschnitten  wird. 

Q  sei  ein  beliebiger  Punkt  der  Hauptnullachse  h  einer  Curve  {h^y 
und  ^1,  ^2)  ^d  83^®^  ^^0  senkrechten  Abstände  dieses  Punktes  von  den 
Seitenflächen  des  Prismas  A,  den  Asymptotenebenen  «i.  Das  Dreieck  r, 
in  welchem  die  Ebene  der  drei  Lothe  das  Prisma  schneidet,  habe  die 
Seitenlangen  ^,  ^,  2^.  Die  drei  Asymptoten  -  Distanzstrecken  (§  4)  bilden 
mit  den  von  ihnen  auf  den  Asymptoten  at  selbst  abgegrenzten  Strecken, 
deren  Längen  wir  vorübergehend  mit  Oi  bezeichnen  wollen,  einen  ge- 
schlossenen Streckenzug.  Als  positiven  Bichtungssiun  setzen  wir  ftlr  die 
Strecken  li  und  at  denjenigen  fest,  welcher  sich  bei  der  ümlaufung  des 
Dreiecks  bezw.  Streckenzuges  nach  der  Folge  des  Indices  ergiebt;  dagegen 
mögen  die  Asymptotenweiten,  deren  absolute  Länge  mit  a  bezeichnet 
werden  soll,  bei  solcher  Umlaufung  negativ  werden.  Daraus  folgt  dann 
sofort,  dass  die  Summe  der  Projectionen  der  drei  Strecken  a<  auf  eine 
der  Kanten  des  Prismas  auch  dem  Vorzeichen  nach  gleich  3a  ist: 

aiCosq>i  +  a^co$q>^  +  a^cosg>^  =  3a. 

q>i  sei  der  Winkel,  welchen  die  Strecke  Oi  mit  den  ihr  anliegenden 
Asymptoten -Distanzstrecken  bildet. 

Die  Strecke  q^  ist  gleich  dem  Abstände  der  Asymptote  Oi  von  der 
HauptnuUachse.     Daher  besteht  die  Formel  (§  10): 

qi.tang(pi=^Cf 
und  wir  können  somit  die  obige  Gleichung  in  folgende  umwandeln: 

aus  welcher  sich  ergiebt: 
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gi «i sin<pi  +  q^a^sintp^  +  q^ a^sin  93  =  3ac, 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  stellt  den  doppelten  Inhalt  J  des 
Dreiecks  b  dar.     Demnach  haben  wir: 

2J=3ac, 

aas  welcher  Formel  sich  ergiebt,  dass  die  Asjmptotenweite  einer 
Cnrve  des  Systems  (A^)  nur  von  der  Constante  des  dieser  Curve 
sngehörigen  Nnllsystems  abhängig  ist. 

Denn  der  Inhalt  des  Dreiecks  £  ist  eine  für  das  ganze  vorliegende 
System  (A')  constante  Grösse.  Bei  der  Verwendung  der  gewonnenen  Gleichung 
werden  die  über  die  Vorzeichen  oben  gemachten  Bemerkungen  zu  berück- 
sichtigen sein. 

!!•  Die  Cunre  h^  wird  aus  ihren  unendlich  fernen  Punkten  durch  drei 
hyperbolische  Cylinder  zweiter  Ordnung  projicirt«  Die  Achsen  dieser  drei 
Cylinder  sollen  die  Centralen  a'i  der  Curve  ^'  genannt  werden,  weil  die 
drei  Schnittpunkte  der  Curve  mit  einer  beliebigen  durch  eine  solche  Achse 
gelegten  Ebene  gleichen  Abstand  von  der  Achse  haben. 

Jede  der  drei  Centralen  a't  der  Curve  h^  begegnet  zweien 
von  den  drei  Asymptoten  a<  der  Curve.  Die  Treffpunkte  der 
Centralen  mit  den  Asymptoten  theilen  die  von  den  Kanten  pi 
des  Prismas  A  auf  letzteren  abgegrenzten  Strecken  in  drei 
gleiche  Theile.    Die  Centrale  a'i  ist  der  Asymptote  at  parallel 

Bevreis.  Die  Centrale  a\  ist  der  Schnitt  der  beiden  Asymptotenebenen 
desjenigen  Cylinders,  der  die  Curve  h^  aus  dem  unendlich  fernen  Punkte 
der  Asymptote  a^  projicirt.  Damit  ist  der  letzte  Theil  des  Satzes  bewiesen. 
Jene  Asymptotenebenen  sind  nun  die  durch  die  Asymptoten  o^  und  a, 
parallel  zu  a^  gelegten  Ebenen.  Die  erstere  derselben  schneide  03  in  C^i, 
p^  ia  D^y  die  letztere  o,  ^^  ^21;  Pt  ^^  ^s*  Dann  ist  C^iC^i  die  Schnitt- 
linie der  beiden  Ebenen,  also  die  Centrale  a\.  Betrachten  wir  an  der 
Figur  die  Dreiecke  A^^D^C^i  und  ^i^jC^j,  so  finden  wir  leicht,  dass 

also: 

and  bei  Betrachtung  der  Dreiecke  J^D^C^^  und  Ä^iA^iC^^  dass 

-^3-^3  ~  2^3<4i3  =  2^31^21, 
also: 

-^28  ^*l  ~  2  ^81  -^21 

ist.  Ebenso  ergeben  sich  als  die  beiden  anderen  Centralen  der  Curve  Ifi 
die  Geraden  o\~C^^Ci^  und  a\=iC^^C^y  wo  unter  CJ,,,  Cj^,  0,3,  C^ 
diejenigen  auf  den  Asymptoten  Oi  gelegenen  Punkte  zu  verstehen  sind, 
welche  den  Bedingungen  genügen: 
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12.  Wenn  ein  ebenes  Feld  a  in  seiner  Ebene  durch  eine  Drehung  von 
180^  am  einen  beliebigen  seiner  Pnnkte  in  die  neue  Lage  a  gebracht 
wird,  so  sind  die  Felder  a  und  0'  congruent  und  perspectivisch.  Ihre 
CoUineationsachse  liegt  unendlich  fern  und  ihr  Collineationscentrum ,  näm- 
lich der  Drehpunkt,  ist  die  Mitte  zwischen  je  zwei  entsprechenden  Punkten. 
Construirt  man  nun  zu  einem  dem  Felde  a  angehörenden  Dreiecke  d,  dessen 
Schwerpunkt  M  im  Collineationscentrum  liegt,  das  entsprechende  Dreieck  6' 
im  anderen  Felde,  so  zeigt  sich,  dass  die  entsprechenden  Seiten  der  beiden 
Dreiecke  parallel  sind,  und  dass  jede  Seite  des  einen  Dreiecks  von  den 
beiden  sie  durchschneidenden  Seiten  des  anderen  in  drei  gleiche  Strecken 
zerlegt  wird.  Den  Schwerpunkt  und  die  Schwerpunkttransversalen  haben 
die  beiden  Dreiecke  gemeinsam.  Wir  wollen  zwei  in  solcher  gegenseitiger  Ijage 
befindliche  Dreiecke  6  und  d',  homocentrale  Dreiecke  nennen.  Die 
ebenen,  unicursalen  Curven  dritter  Ordnung  c^  und  c^  deren  Wende- 
asymptotendreieck d  bezw.  y  und  deren  Doppelpunkt  M  ist,  sollen  con- 
jugirte  Curven  heissen.  Sie  sind  als  entsprechende  Curven  der  beiden 
Felder  congruent,  und  auf  jedem  durch  ihren  gemeinsamen  Doppelpunkt  M 
gelegten  Strahle  liegt  der  Doppelpunkt  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden 
weiteren  Schnittpunkten  des  Strahles  mit  den  Curven  (Fig.  4). 

Durch  Projeotion  der  Gesammtfigur  aus  einem  unendlich  fernen  Punkte 
des  Baumes  erhalten  wir  zwei  homocentrale  Prismen,  A  und  A',  und 
die  dazu  gehörenden,  zu  einander  conjugirten  cubischen  Cylinder 
y^  und  /^.  Offenbar  ist  der  Punkt,  in  welchem  die  gemeinsame  Schwer* 
punktsacbse  p  der  beiden  Prismen  von  irgend  einer  Geraden  getroffen 
wird ,  die  Mitte  zwischen  den  beiden  weiteren  Schnittpunkten  dieser  Geraden 
mit  den  Cylindem  y^  und  /^.  Die  homocentralen  Prismen  und  die  zu- 
gehörigen conjugirten  Cylinder  werden  von  jeder  Ebene  in  zwei  homocentralen 
Dreiecken  und  den  diesen  zugehörigen  conjugirten  Curven  geschnitten.  — 
Legt  man  durch  die  Centralen  a'i  (§11)  der  Curve  h^  die  zu  den  gegen- 
überliegenden Asymptotenebenen  ori  dieser  Curve  parallelen  Ebenen,  a't,  so 
erhält  man,  wie  aus  dem  in  §  11  Gesagten  leicht  folgt,  das  zum  Wende- 
asymptotenebenen-Prisma A  der  Curve  h^  homocentrale  Prisma  A^  Auf 
dem  zu  diesem  gehörigen ,  dem  Cylinder  y^  conjugirten  Cylinder  /^  befindet 
sich  das  vierfach  unendliche  System  {h'^)  derjenigen  cubischen  rSumlichen 
Hyperbeln,  welche  die  Ebenen  des  Prismas  A'  zu  Asymptotenebenen  haben. 

Jeder  cubischen  Hyperbel  des  einen  dieser  beiden  Systeme 
ist  eine  cubische  Hyperbel  des  anderen  in  der  Art  zugeordnet, 
dass  die  Centralen  der  ersteren  Curve  die  Asymptoten  der 
letzteren  sind,  und  umgekehrt.  Zwei  in  solcher  wechselseitiger 
Beziehung  stehende  cubische  Baum-Hyperbeln,  welche  wir 
als  conjugirte  bezeichnen  wollen,  haben  dieselben  unendlich 
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fernen  Punkte  und  gleiche  Asymptotenweite  a.  Die  Schwer- 
panktsachse  p  der  homocentralen  Prismen  ist  offenbar  für 
beide  eine  ideelle  Bisekante. 

um  den  Satz  zu  beweisen,  haben  wir  nur  die  asymptotische  Lage 
der  Geraden  a'i  auf  dem  Prisma  A'  nachzuweisen. 

Die  Ebene  a^a\  ist,  weil  a\  \\a^  und  asHa,,  parallel  zur  Ebene  a\a^. 
Die  beiden  Ebenen  schneiden  auf  dem  Strahle  p^  die  von  den  Asymptoten 
aji  und  Oy  eingeschlossene  Asymptotenweite  der  Curve  A^,  auf  dem  Schnitt- 
strahle  p\  der  Ebenen  a\  und  a\  des  Prismas  A'  aber  die  von  den  Geraden 
a\  und  a\  begrenzte  Strecke  ab.  Wegen  des  Parallelismus  der  Geraden 
p^  und  p\  sind  diese  beiden  Strecken  gleich.  Ebenso  sind  die  von  den 
Geradenpaaren  a'g,  a\  und  a\y  a\  auf  den  Kanten  j^'^  und  p'^  abgegrenzten 
Strecken  gleich  den  von  den  Asymptotenpaaren  a^,  a^  bezw.  Og,  a^  auf 
den  Kanten  p^  und  p^  eingeschlossenen  Asymptoten- Distanzstrecken  der 
Curve  hK  Da  nun  die  drei  Asymptotendistanzen  der  letzteren  Curve  gleiche 
L&nge  a  haben,  so  sind  die  auf  den  Kanten  des  Prismas  A'  durch  die 
Sirahlen  at  abgegrenzten  Strecken  untereinander  und  mit  der  Asymptoten- 
weite a  gleich.  Man  ersieht  femer  leicht  an  der  Figur,  dass  jene  Strecken 
in  jeder  der  drei  Ebenen  a'i  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  in  denselben 
enthaltenen  Centralen  a\  liegen.  Demnach  haben  letztere  auf  dem  Prisma 
A'  asymptotische  Lage;  das  heisst,  es  giebt  auf  dem  Cylinder  /'  eine 
cabische  Baum  «Hyperbel  h'^^  deren  Asymptoten  sie  sind.  Die  Asymptoten 
der  beiden  Curven  h^  und  li^  sind  paarweise  parallel;  also  haben  die  ge- 
nannten Curven  ihre  unendlich  fernen  Punkte  gemein.  Da  alle  hier  auf- 
tretenden Beziehungen  zwischen  den  Curven  h^  und  V  ersichtlich  wechsel- 
seitig umkehrbare  sind,  so  sind  die  Asymptoten  a<  der  Curve  h^  zugleich 
die  Centralen  fflr  die  Curve  h'^. 

13.  Zwei  oonjugirte  cubische  Baum-Hyperbeln  h^  und  K^ 
haben  die  Centralebene  fi,  den  Mittelpunkt  ilf  und  die  von  den 
Mittelpunkten  der  in  ihren  Schmiegungsebenen  enthaltenen 
Kegelschnitte  erzeugte  Ellipse  e*  gemeinsam.  Ihre  sechs 
Scheitelpunkte  liegen  auf  einem  in  der  Ebene  fi  befindlichen, 
die  Cylinder  y^  und  /^  auf  deren  Scheitelerzeugenden  be- 
rührenden Kegelschnitte  f*y  der  den  Punkt  M  zum  Mittel- 
punkte hat,  sich  paarweise  diametral  gegenüber. 

Es  iSsst  sich  an  der  im  §  11  benutzten  Figur  5  leicht  nachweisen,  dass 
die  Centralebene  fi  der  Curve  h^  durch  die  Mittelpunkte  der  Strecken 
^18^23»  ^ss^is»  ^81^31  S^^^'  ^^  ^^^  homocentralen  Lage  der  Prismen  A 
und  A'  folgt  aber,  dass  diese  Punkte  zugleich  die  Mittelpunkte  der  auf 
den  Geraden  a'i  von  den  Strahlen  p'{  abgeschnittenen  Strecken  sind.  Nach 
dem  zu  Anfang  des  §  5  Gesagten  ist  daher  die  Ebene  (i  auch  die  Central- 
ebene fttr  die  Curve  V^,  und  der  Spurpunkt  M  der  gemeinsamen  Schwer- 
punkisachse  der  beiden  Prismen  in  der  Ebene  (i  ist  der  gemeinsame  Mittel- 
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pnnkt  der  beiden  conjngirten  Banm- Hyperbeln.  Die  drei  somit  ebenfailk 
in  der  Ebene  f*  liegenden  Scheitel  der  Curve  K^  mögen  mit  &V  beseichnet 
werden.     Aas  der  homocentralen  Lage  der  boidgg  Zh'eiecke: 

a  =  Jtf^JMjJtf,    und    ^-M'^M'^M"^, 

in  welchen  die  Ebene  ft  von  den  Prismen  A  and  A'  geschnitten  wird, 
ergiebt  sich  sodann  unter  Berücksichtigung  des  im  §  5  über  die  Scheitel- 
punkte Gesagten  leicht,  dass  die  sechs  Scheitel  8i  and  8'{  paarweise  den 
Punkt  M  in  die  Mitte  nehmen.  Legen  wir  daher  durch  die  drei  Punkte 
8i  den  Kegelschnitt  f\  der  den  Punkt  M  zum  Centmm  hat,  so  nimmt 
derselbe  auch  die  Punkte  S^i  auf.  Die  Tangente  des  Kegelschnittes  f^  in 
einem  der  ersteren  Scheitelpunkte »  etwa  in  S*, ,  ist  nun  bekanntlich  pandkl 
den  Sehnen  von  /^,  welche  auf  dem  Durchmesser  8^8\  des  Kegelachniites 
ihren  Mittelpunkt  haben.  Zu  diesen  Sehnen  gehOren  ersichtlich  die  za  den 
Ebenen  a^  und  a\  parallelen  Geraden  8^8^  und  8\8\,  Demnach  sind 
die  Tangenten  des  Kegelschnittes  p  in  den  Punkten  8^  und  ff^  parallel 
zu  den  gegenüber  liegenden  Asymptotenebenen  der  Baumcurven;  sie  liegen 
in  den  Scheitelberührungsebenen  der  beiden  Cylinder  y'  und  y^  —  folg^licli 
berührt  auch  der  Kegelschnitt  selbst  die  Cylinder  in  den  Scheiielponkten 
8i  and  8\y  und  ebenso  in  den  vier  anderen  Scheitelpunkten  von  A^ 
and  KK 

14«  Die  Osculationsebenen  Oi  und  a'i  gegenüber  liegender 
Scheitel  der  beiden  conjngirten  cnbischen  Hyperbeln  V  und 
h'^  fallen  zusammen  und  die  Tangenten  der  CarTen  in  diesen 
Punkten  sind  parallel.  Daher  werden  die  beiden  Curven  ans 
ihrem  gemeinsamen  Mittelpunkte  Jf  durch  ein  und  denselben 
Kegel  dritter  Ordnung,  Ifi^  der  die  gemeinsame  Schwerpunkts- 
achse  i>  der  Prismen  A  und  A'  zur  isolirten  Doppelgeraden 
hat,  projicirt. 

Die  Schmiegungsebene  der  Curre  tfi  im  Scheitelpunkt  8^  ist  nach  §  5 
diejenige  die  Mittellinie  MiN^  des  Dreiecks  6  enthaltende  Ebene,  welche 
mit  der  Asymptote  (i^  auf  den  von  letzterer  getroffenen  Kanten  p^  und  p^ 
des  Prismas  A  Strecken  von  der  doppelten  Länge  des  Asymptotenabstandes 
abschneidet.  Die  so  bestimmte  Ebene  a^  geht,  weil  sie  die  Linie  Jf^Jf, 
enthält,  welche  unter  der  Bezeichnung  M\N\  zugleich  Mittellinie  des 
Dreiecks  d'  der  Ebene  fi  ist ,  durch  den  Mittelpunkt  der  auf  der  Asymptote 
a\  von  den  Kanten  p\  und  p\  des  Prismas  A'  abgeschnittenen  Strecke. 
Da  nun  die  Asymptote  a\  parallel  der  Asymptote  a^  ist,  und  da  die  auf 
den  Kanten  p\  und  p^  (oder  auf  p\  und  p^)  gelegenen  Asymptoten -Distanz- 
strecken gleiche  Länge  und,  von  den  Asymptoten  o^  und  a\  aus  gerechnet 
gleiche  Bichtung  haben,  so  schneidet  die  Ebene  c^  auch  auf  den  Kanten 
p\  und  p\  mit  der  Asymptote  a\  Strecken  von  der  doppelten  Länge  der 
Asymptotenweite  ab.    Sie  ist  daher  auch  die  Schmiegungsebene  c\  des  aaf 
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der  Mittellinie  M\N\  gelegenen  Scheitelpunktes  S^^  der  Cnrve  h'^.  Ana- 
loges gilt  von  den  beiden  anderen  Scheiteloscnlationsebenen  der  Carye  h\  — 
Die  secbs,  zu  je  zweien  zusammenfallenden  Scbmiegungsebenen  Ot  und  a'i 
schneiden  sich  alle  im  gemeinsamen  Mittelpunkte  M  der  beiden  conjngirten 
Hyperbeln.  Nun  wird  aber  der  Kegel  dritter  Ordnung,  welcher  eine  der 
beiden  Curven  aus  dem  Mittelpunkte  M  projicirt,  durch  die  Bedingungen, 
die  drei  Ebenen  d,-  ee  Ci  längs  der  Mittellinien  des  Dreiecks  ö  zu  Wende- 
berühmngsebenen  zu  haben ,  und  einen  Doppelstrahl  zu  besitzen ,  eindeutig 
bestimmt.  Daher  ist  er  der  Projectionskegel  für  die  Curven  h^  und  V* 
zugleich. 

Auf  jeder  Er  zeugenden  des  gemein  schaftlichen  Pro  jections - 
kegeis  der  beiden  conjugirten  cubischen  Raum-Hyperbeln  liegt 
der  Mittelpunkt  M  in  der  Mitte  zwischen  den  von  der  Erzeugen- 
den getroffenen  Curvenpunkten. 

Die  Tangenten  Si  und  8\  der  Carven  hr^  und  h'^  in  den  gegenttber 
liegenden  Scheitelpunkten  derselben  sind  die  Schnitte  der  Ebene  (f|  =  a'i 
mit  den  parallelen  Berühungsebenen  der  Cylinder  y^  und  /^  längs  g^enüber 
liegender  Scheitelerzeugender  der  letzteren.    Daher  sind  sie  selbst  parallel 
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Eine  neue  Ableitung  des  Satzes  von  Cayley-Brill 
über  Punktsysteme  auf  einer  algebraischen  Curve. 

Von 

Benedict  Spobeb 

in  Stattgart. 


In  folgender  Arbeit  geben  vm:  auf  Grund  einfocher  geometrischer 
Betrachtungen  eine  neue  Ableitung  des  oben  genannten  Satzes  über  Ponkt- 
sjsteme  auf  algebraischen  Curven*.  Wir  gehen  dabei  wesentlioh  davon 
aus ,  dass  wir  irgend  eine  Gurre  als  einem  Bttschel  angehörig  ansehen  und 
die  Untersuchung  auf  Punktsysteme  auf  den  Gurven  eines  Bflschels  ausdehnen. 
Wir  erhalten  dadurch  geometrische  Oerter,  deren  Schnitte  mit  einer  einzelnen 
der  Gurren  uns  dann  auf  die  gewünschten  Resultate  führen. 

L 

Die  Punkte  einer  Ebene  seien  so  aufeinander  bezogen,  dass  Jedem 
Punkt  X  derselben  die  Punkte  einer  Gurre  vom  Grade  r,  7^  entsprechen, 
und  dass  umgekehrt  jedem  Punkte  Y  wieder  die  Punkte  X  einer  Corre 
vom  Grade  5,  X'  zugeordnet  sind. 

Lassen  wir  den  Punkt  X  eine  Gurre  vom  Grade  n  und  dem  Geschlecht  jp, 
C^p,  durchlaufen,  so  werden  die  Punkte  dieser  Gurve  einander  so  zugeord- 
net sein,  dass  jedem  Punkte  X  der  Gurve  r.n^y  Punkte  T  und  jedem 
Punkte  T  wieder  s.n^y  Punkte  X  entsprechen,  wobei  y  angiebt,  "wie 
viele  Punkte  die  zu  den  Punkten  X  und  T  gehörigen  Gurven  Y^  und  Z" 
in  den  Punkten  X  und  T  selbst  mit  der  Gurve  C^p  gemein  haben.  Weiter 
mögen  unter  den  obigen  r,n^y  und  n$  —  y  Punkten  noch  a  und  h  feste 
Punkte  der  Gurve  0"p  sein,  durch  die  alle  Gurven  T^  resp.  X*  für  Pole 
auf  (7"p  hindurchgehen.     Sind  also: 

r.n^y  --  a  =  a,    «.«  — y  — 6  =  /5, 
so   entsprechen  jedem'  Punkte  X  auf  (7"pa  veränderliche  Punkte  T  und 
ebenso  jedem   Punkte  T  wieder  ß  veränderliche  Punkte  X,   oder  auf  der 


*  Den  Satz  fand  Gayley  durch  Induction  (Comptes  rendns  Bd.  62  8. 6S8). 
Herr  Brill  bewies  ihn  zuerst  (Mathem.  Annalen  Bd.  6  S.  38;  Bd.  7  S.  607  und 
Bd.  31  S.  374).  Betreffs  der  weiteren  Literatur  verweisen  wir  auf  Herrn  Zenthen's 
Abhandlang  über  diesen  Satz  in  Mathem.  Annalen  Bd.  40  S.  99.  Zu  dieser  Arbeit 
selbst  wurden  wir ,  was  wir  nicht  unerwähnt  lassen  wollen,  von  Herrn  Brill  angeregt. 
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Carre  selbst  ist,  wie  wir  uns  Iran  ausdrücken  wollen,  eine  Correspondenz 
{a,  ß)  Yon  Punkten  X  und  T  bestimmt. 

Ausserdem  können  wir  annehmen,  dass  die  Caryen  T^  und  X*  alle- 
mal die  zugehörigen  Punkte  X  und  T  zu  ^fachen  Punkten  haben.  Wäre 
dem  nicht  so,  so  könnten  wir  n&mlich  z.  B.  jede  Cunre  f  durch  eine 
solche  Tom  Qrade  r  +  f"!»  7^*^%  mit  X  als  ^^fachem  Punkte,  ersetzen,  die 
jetzt  auf  der  Curve  C^p  dieselben  veränderlichen  und  festen  Punkte  bestimmen 
würde 9  wie  F**,  aber  ausserdem  noch  durch  n.fi  weitere  feste  Punkte  der- 
selben ginge,  die  zudem  noch  auf  einer  festen  Curve  vom  Grade  Tj,  iP^ 
gelegen  wären*,  und  zwar  ist;  dies  immer  möglich,  indem  wir  nur  r^ 
hinreichend  gross  zu  wählen  haben. 

Weiter  wollen  wir  festsetzen,  dass  sich  dies  Entsprechen  nicht  auf  die 
Punkte  einer  einzelnen  Gurre  allein  beziehe ,  sondern  dass  diese  Zuordnung 
auf  die  sämmtlichen  Curven  eines  Büschels  ausgedehnt  sei,  und  dass  also 
jedem  Punkte  X  der  Ebene  durch  eine  ihm  zugehörige  Curve  Y^  o  Punkte, 
T  der  durch  X  gehenden  Curve  C*  des  Büschels  und  umgekehrt  ebenso 
jedem  Punkte  Y  wieder  ß  Punkte  X  entsprechen. 

II. 

Ein  Punkt  X  bewege  sich  auf  einer  Geraden  0,  dann  bestimmt  alle- 
mal die  zu  jedem  Punkt  X  gehörige  Curve  7'*  auf  einer  zweiten  Geraden  H 
r  Punkte  Yq  und  durch  jeden  Punkt  X  sind  also  auch  r  Geraden  XYq 
bestimmt,  die  im  Allgemeinen  von  Q-  verschieden  sind.  Die  Gerade  XYq 
kann  aber  auch  auf  die  Gerade  Q-  selbst  zu  liegen  kommen  und  zwar  ge- 
schieht dies  für  jeden  Punkt  Zq,  der  dem  Schnittpunkte  Ä  von  G  und  H 
als  Punkt  Y  entspricht.  Da  es  $^y  solche  Punkte  giebt,  so  fällt  also 
X Yq  auch  {$  —  y) mal  auf  O  selbst.  Ebenso  kommt  X Yq  auch  r—  y mal 
auf  H  zu  liegen  und  zwar  ebenfalls  für  den  Punkt  Ä,  aber  diesen  Punkt 
als  Punkt  X  angesehen.  Durch  jeden  Punkt  2  auf  G  gehen  also  immer 
(r  +  tf  —  y)  Geraden  XYq^  von  denen  aber  nur  r  von  G  selbst  verschieden 
sind,  während  die  übrigen  auf  G  zu  liegen  kommen. 

Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Der  Ort  der  Geraden  XYq  ist  eine  Curve  von  der  Classe 
{r+8  —  f)  mit  den  Geraden  G  und  H  als  («  — y)-  und  (r  — y)fachen 
Tangenten. 

Drehen  wir  jetzt  die  Gerade  H  um  den  Schnittpunkt  A  mit  G^  so 
wird  sich  zwar  der  Ort  der  Geraden  XYq  verändern,  aber  die  Classe  der- 
selben wird  unverändert  bleiben.  Dies  wird  auch  dann  noch  so  sein, 
wenn  der  Winkel  beider  Geraden  sehr  klein  wird,  oder  aber,  wenn  er 
ganz  verschwindet  Nun  treten  aber  zwei  Fälle  auf,  je  nachdem  y  &=  0, 
y  >  0  ist. 


•  Vergl.  auch  Zeuthen,  Mathem.  Annalen  Bd.  40  S.  106.  GoQCjIp 
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L  Fall:  y  «=>  0.  Die  Curve  zerfUlt  in  lauter  Curven  der  ersten  Classe 
oder  in  r  +  ^  Punkte  ^  die  alle  auf  G  liegen.  FQr  jeden  solchen  Punkt 
geht  aber  die  Curve  7%  die  ihm  als  Funkt  X  zugehört ,  durch  ihren  Pol 
X  selbst,  oder  wir  finden  für  diesen  Fall: 

Ist  y  =3  0,  so  liegen  auf  jeder  Geraden  Q  r  +  8  Punkte  X,  fftr  die 
die  Curve  T''  durch  ihren  Pol  X  selbst  geht,  oder  der  Ort  der  Punkte  X 
(oder  r),  filr  welche  die  Curven  7"  (oder  X')  durch  den  Punkt  X(od«r 
7)  selbst  gehen 9  ist  eine  Curve  vom  Grade  r  +  s,  jR''+'. 

IL  Fall:  y  >  0,  Die  durch  jeden  Punkt  X  auf  &  gehenden  Geraden 
XTq  werden  theils  zu  Tangenten  an  die  /  durch  den  Punkt  X  gehende 
Zweige  der  Curve  7**  und  zwar  ist  die  Anzahl  derselben  gleich  y,  thetls 
aber  fallen  sie  mit  G  selbst  zusammen.  Durch  jeden  Punkt  X  auf  G 
gehen  also  nur  noch  y  von  G  verschiedene  Geraden  XYq^  während  die 
Übrigen  r  +  8-^2Y  auf  &  selbst  zu  liegen  kommen;  und  wir  erhalten  also 
den  Satz: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  X  auf  einer  Geraden  G  und  ziehen 
wir  an  jeden  der  y  durch  ihn  gehenden  Zweige  derihm  zu- 
geordneten Curve  7**  die  Tangenten,  so  ist  der  Ort  dieser 
Tangente  eine  Curve  von  der  Classe  r  +  s  —  y,  i2''  +  '"y,  mit  Grals 
(r  +  s  — 2y)facher  Tangente. 

m. 

Ziehen  wir  in  den  n  Schnitten  einer  Curve  C",  welche  einem  Bascbel 
von  Curven  durch  n'  Grundpunkte  angehört,  mit  einer  Geraden  G  an  die 
Curve  C"  die  Tangenten,  so  ist  der  Ort  dieser  Tangenten  allemal  eine 
Curve  der  (2»-l)*«"  Classe  ff'»-  \  mit  G  als  (2»-2)facher  Tangente*. 
Diese  Curve  hat  mit  der  oben  genannten  Curve  2?'*+' '3^  ausser  der  Geraden  G 
selbst  noch 

(2»-l)(r+5-y)-(2n-2)(r  +  5-2y)  =  r  +  5  +  y(2«-3) 

Tangenten  gemein.  Einer  jeden  solchen  Tangente  entspricht  aber  eine 
Curve  7'',  die  von  der  durch  den  Pol  X  gehenden  Curve  C"  des  Büschels 
längs  eines  der  y  Zweige  von  7''  berührt  wird.  Auf  jeder  Geraden  liegen 
also  auch  r  +  s^y{2n^S)  solche  Punkte,  oder  wir  erhalten: 

Soll  die  Curve  7**  in  dem  zugehörigen  Punkte  X  die  durch 
diesen  Punkt  gehende  Curve  des  Büschels  mit  einem  Zweige 
berühren,  so  ist  der  Ort  dieses  Berührungspunktes  eine  Curve 
vom  Grade  r  +  5  +  y(2fi-3),  jR^-H-'  +  rC^—s), 

Wählen  wir  den  Punkt  X  so,  dass  er  in  einen  der  Grundpunkte  dea 
Büschels  zu  liegen  kommt,  so  wird  jeder  der  y  Zweige  der  Curve  7%  die 
zu  diesem  Punkte  X  gehört,  im  Grnndpunkte  von  einer  Curve  des  Bttsohels 
berührt,  oder: 


•  VergL  diese  Zeitschrift  Bd.  37  S.  69. 
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Jeder  Ornndpankt  des  Büschels  ist  ^'facher  Punkt  des 
Ortes  22'-+'+y<*»-'> . 

Fällt  aaf  die  Gerade  Q  ein  Doppelpunkt  einer  einzelnen  Curve  des 
BOschelSi  so  zerflUlt  fdr  diese  Gerade  die  obige  Curve  G*^"^  in  diesen 
Doppelpunkt  und  eine  Curve  von  der  Classe  2n  — 2,  0^"~^.  In  dem 
Doppelpunkt  wird  nämlich  jede  durch  ihn  gehende  Gerade  zur  Tangente 
an  die  Curve  (7**,  welche  diesen  Doppelpunkt  enthält,  und  zwar  zählt 
dieser  Punkt  als  Curve  erster  Classe  nur  einfach,  was  schon  ein  bestimmtes 
Beispiel,  etwa  »  =  2,  zeigt.  Die  so  erhaltene  Cürve  ff2ii-2  Jj^Ij  m^i;  ^g^ 
obigen  Curve  JS''+'^r  ausser  der  Geraden  G  selbst  noch 

(r  +  5-y)(2n-2)-(r  +  5-2y)(2w-3)  =  r  +  5  +  y(2w-4) 

Tangenten  gemein.    Durch  den  Doppelpunkt  sind  also  y  solcher  Tangenten 
absorbirt  worden,  oder  wir  finden: 

Die  Ortscurve  B'-+«+r(2«-3)  hat  die  3(n-iy  Doppelpunkte 
einzelner  Curven  des  Büschels  zu  ^'fachen  Punkten. 

Da  weiter  jeder  mehrfache  Punkt  als  Grenzfall  einer  bestimmten  An- 
zahl von  Doppelpunkten  aufgefasst  werden  kann,  so  folgt  auch  noch,  dass 
in  ihm  die  zugehörige  Curve  C7"  mit  der  Ortscurve  auch  2ymal  soviel 
Punkte  gemein  hat,  als  er  Doppelpunkte  vertritt.  Ist  ebenso  ein  Punkt 
der  Geraden  Q  ein  Bückkehrpunkt  einer  einzelnen  Curve  C"  des  Büschels, 
so  ist  ausserdem  jede  der  y  durch  ihn  gehenden  Tangenten  an  die  y  Zweige 
eine  der  Curve  F'',  die  dem  Bückkehrpunkt  als  Punkt  X  zugehört ,  einmal  als 
eigentliche  Tangente  einer  C  mitzuzählen,  wenn  das  unten  gegebene 
Theorem  allgemein  giltig  sein  soll,  da  jetzt  die  Ortscurve  die  Bückkehr- 
tangente mit  /  Zweigen  berührt. 

Hierbei  haben  wir  bis  jetzt  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  y'>0 
ist,  indem  wir  für  y  =  0  das  hierher  gehörige  Besultat  bereits  in  11.  aus- 
gesprochen haben. 

IV. 

Der  Satz  von  Cayley-BrilK 

Durch  die  Curven  Y*"  und  X'  ist  auf  einer  Curve  C\  vom 
Grade  n  und  vom  Geschlecht  p  eine  Correspondenz  («,  ß)  von 
Punkten  X  und  T  bestimmt  und  es  kommt  dann  allemal 

a  +  ß  +  2yp  mal 

vor,  dass  ein  Punkt  X  mit  einem  seiner  oonjugirten  Punkte  T 
zasammenfällt. 

Beweis.  I.  Fall  ^  =  0.  Wir  sahen  in  IL,  dass  für  diesen  Fall 
der  Ort  der  Punkte  X,  für  die  die  zugehörige  Curve  Y"  durch  den  Punkt 
X  selbst  geht,  eine  Curve  vom  Grade  r  +  s^  22''+'  ist*  Diese  Curve  hat 
mit  irgend  einer  Curve  C%  des  Büschels  n{r  +  s)  Punkte  gemein,  und 
jedem  solchen  Punkt  X  entspricht  ein  Punkt  7*,  der  mit  X  zasammen{&llt«^T^ 
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Geht  die  Gorve  T'^  durch  einen  festen  Punkt  der  GurTe  C^p,  so  geht  fftr 
diesen  Punkt  als  Punkt  X  auch  die  zu  ihm  gehörige  Gurve  P"  durch  den- 
selben oder  dieser  Punkt  gehört  ebenfalls  der  Ortscurve  12''+'  an,  und  zwar 
ist  dieser  Punkt  als  uneigentliche  Lösung  von  den  n{r  +  s)  Punkten  ab- 
zuziehen. Da  es  a  solche  Punkte  auf  der  Gurve  giebt,  und  ebenso  auch 
h  Punkte,  durch  welche  alle  Gurven  X*  für  Punkte  T  auf  C"p  gehen,  so 
ist  die  Anzahl  der  obigen  Punkte  nur  noch: 

nr  +  ns  —  a  —  h  =^  a  +  ß. 

IL  Fall:  y  >  0.  Die  oben  gefundene  Gurve  JR^'^'-^rl^^-^)  hat  mit 
jeder  einzelnen  Gurve  C^p  des  Büschels  von  Gurven  C"  durch  n*  Grund- 
punkte ausser  den  Grundpunkten  und  den  ö  Doppelpunkten  noch 

w(r  +  5)  +  ny(2w-3)-yn«-2yÄ  =  (nr-y)  +  (ns-y) 

+  y  ( n«  -  3  n  +  2  -  2  d)  =  «  + /5  +  2  y  i> 

Punkte  gemein,  wobei  wir  nr—y^a^  n$  —  y=^ß  gesetzt  haben.  Geht 
auch  hier  die  Gurve  Y^  durch  einen  festen  Punkt  der  Gurve  C^^,  so  haben  wir 
nur  den  Punkt  X  sich  dem  festen  Punkte  nShern  zu  lassen,  bis  er  mit 
ihm  zuletzt  zusammenßLllt ;  wodurch  ohne  Weiteres  folgt,  dass  in  diesem 
Punkt  die  Gurven  !P  und  O'p  (y  +  1)  Punkte  gemein  haben;  oder  aber, 
dass  dieser  Punkt  ebenfalls  auf  der  Ortscurve  gelegen  und  dass  Air  ihn 
die  obige  Anzahl  a  +  J?  +  2yj9  um  eins  zu  verkleinem  ist  und  zwar 
ist  es  gleichgiltig,  ob  der  Punkt  von  Anfang  an  ein  fester  Punkt  der 
Gurven  Y^  war,  oder  ob  er  es  erst  durch  die  in  L  erwähnten  Aenderangen 
geworden  ist  Gleiches  gilt  fdr  feste  Punkte  der  Gurve  (7% ,  durch  welche 
die  Gurven  JS?  gehen  müssen,  das  heisst,  die  obige  Formel  hat  auch 
ihre  Giltigkeit,  wenn  die  Anzahlen  der  veränderlichen  Punkte  X  und  F, 
die  sich  gegenseitig  entsprechen, 

OS3  nr  —  y-^a,    /3  =  »5  —  y— & 
sind. 

V. 

Wir  erhielten  die  Anzahl  a  +  i^  +  2y|>  zusammenfallender  Punkte 
X  und  Y  als  Schnitte  der  Gurve  C^p  mit  einer  Ortscurve  vom  Grade 
r  +  ^  +  y(2n—  3),  welche  die  Grundpunkte  des  Büschels  zu  y fachen 
Punkten  hatte  und  auch  durch  die  Doppelpunkte  einer  einzelnen  Cure 
O^p  ging.  Die  Grundpunkte  der  Gurven  C*  können  wir  aber  als  anf  7 
anderen  Gurven  des  Büschels  gelegen  ansehen,  das  heisst,  wir  finden,  dass 
die  f?y  gemeinsamen  Punkte  der  Ortscurve  mit  der  Gurve  C^p  in  den 
ff  Grundpunkten  als  auf  einer  Gurve  vom  Grade  n.y  gelegen  angesehen 
werden  können.  Daraus  folgt  jedoch,  dass  die  übrigen  fir  +  »»  +  wy(**'^) 
gemeinsamen  Punkte  der  Gurve  C^p  mit  der  Ortscurve  allemal  auf  einer 
Gurve  vom  Grade  r  +  5  +  y(»-3)  gelegen  sind:  oder: 
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Die  erhaltenen  «4-/3  + 2jp/ Punkte  X,  die  mit  einem  Punkte 
r  znsammenfallen,  liegen  mit  den  a  und  b  festen  Punkten  auf 
der  Curye  C^p  und  deren  Doppelpunkte  allemal  auf  Curven 
vom  Grade  r  +  5  +  y(»-3)*. 

VI. 

Die  Punkte  X  und  Y  einer  Ebene  seien  einander  in  der  oben  fest- 
gesetzten Art  durch  Curven  7^  und  X^  mit  den  zugehörigen  Punkten  X 
und  T  eAa  y  fachen  Punkten  zugeordnet.  Ebenso  seien  die  Punkte  X  und 
Z  derselben  Ebene  einander  durch  Curven  Z''<  und  X*>  mit  den  Punkten 
X  und  Z  als  }r,£Etchen  Punkten  conjugirt.  Irgend  einem  Punkte  X  ent- 
sprechen alsdann  zwei  Curven  7^  und  Z^^  mit  dem  Punkte  X  als  y-  und 
als  y^fachem  Punkte.  Ausser  dem  Punkte  X  selbst  haben  beide  Curven 
noch  weiter  ^'^i^^y^yi  Punkte  gemein.  Nehmen  wir  wieder  zwei  Gerade 
G  und  H  an  und  lassen  den  Punkt  X  sich  auf  der  Geraden  0-  bewegen, 
80  bestimmt  die  zu  ihm  gehörige  Curve  T^  auf  der  Geraden  H  allemal 
f  Punkte  Tf^j  und  der  Ort  der  Geraden  XT^  ist  jetzt  eine  Curve  von  der 
Classe  (r  +  $'-'Y)i  B''+'""y,  mit  ö  und  H  als  (s  —  y)  -  und  als  (r  —  y)  fachen 
Tangenten.  Ebenso  bestimmen  die  zum  Punkte  X  auf  G  gehörigen  Curven 
Z^i  auf  H  Punkt  Z^,  so  dass  der  Ort  der  Geraden  XZq  eine  Curve  von 
der  Classe  f, +«i  — y,,  2J'"»+*i-y»  ist  mit  0-  und  H  als  («i  — yi)-  nnd 
(fi  —  yj)  fachen  Tangenten.  Beide  Curven  haben  ausser  der  Geraden  Q 
und  H  selbst  noch 

('■  +  «-y)(ri  +  «i-yi)-(r-y)(ri-yi)-(«-y)(Ä-yi)='r5i  +  ri5-yyi 

Tangenten  gemein.  Auf  jeder  Geraden  H  liegen  also  auch  ''^i +  ^i^-*yyi 
Punkte,  welche  zugleich  auf  je  einer  Curve  T^  und  einer  Curve  Z*"*  liegen, 
die  einem  und  demselben  Punkte  X  auf  G  conjugirt  sind,  oder  wir  finden: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  X  auf  einer  Geraden  G,  so  ist  der 
Ort  der  ttbrigen  {rri-^-yy^)  Schnittpunkte  (ausser  X  selbst) 
der  beiden  ihm  conjugirten  Curyen  f  und  Z**^  eine  Curve  vom 
Grade  rs^  +  r^s-yy^,  22''-*+'-*'-yy'. 

Halten  wir  umgekehrt  die  Gerade  H  fest  und  lassen  die  Lage  der 
Gerade  G  sich  yerfindern,  so  folgt  in  ganz  gleicher  Weise: 

Bestimmen  wir  zu  jedem  Punkte  der  Geraden  H  die  zu 
ihm  gehörigen  Curven  X*  und  X's  so  ist  der  Ort  der  übrigen 
(s«i  •— yyi)  Schnitte  beider  Curven  eine  Curye  yom  Grade 
'^*i  +  ''i*'"yyi>  !?■•»+ ''«•"•yy*,  indem  auf  irgend  einer  beliebigen 
Geraden  G  so  viele  gemeinsame  Punkte  solcher  Curven  X'  und 
X^  far  dieselben  Pole  auf  H  gelegen  sind. 

Die  so  erhaltene  Curve  hat  mit  irgend  einer  Curye  des  n^^  Grades 
f^{r8^  +  ri3  —  yyi)  Punkte  gemein,  oder,  lassen  wir  den  Punkt  X  auf  einer 
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Curre  des  n^^  Grades  C*  sich  bewegen,  so  liegen  auf  irgend  einer 
Geraden  H  auch  n{r8^  +  r^8--yYi)  Punkte,  die  zugleich  als  Punkte  T 
und   Z  denselben  Punkten  auf  C^  entsprechen;  das  heisst  wir  finden: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  X  auf  einer  Curve  des  w*®"  Grades  C", 
so  haben  die  zu  ihm  gehörigen  Curven  Y*"  und  Z''^  ausser  dem 
Punkt  Z  noch  allemal  (rr^  —  YYi)  Paukte  gemein  und  der  Ort 
dieser    Punkte    ist    eine    Curve    vom    Grade    nirSi  +  r^s  —  y/i), 

VII. 
Wie  wir  oben  sahen  ist  der  Ort  der  Tangenten  an  die  y  Zweige  der 
zu  einem  Punkte  X  gehörigen  Curve  Y^  für  Punkte  X  auf  einer  Gi^radea 
ff  eine  Curve  von  der  Classe  (r  +  s  — y),  BT+'-Y,  mit  ff  als  (r  +  5  — 2y)- 
focher  Tangente.  Ganz  ebenso  gehört  zu  dem  System  von  Curven  Z''*  fBr 
Punkte  X  auf  derselben  Geraden  eine  Curve  der  Classe  {r^+s^  — y^), 
2J»"i  +  »i— yt,  mit  ff  als  (r^  +  s^  —  2yi)facher  Tangente.  Diese  beiden  Carven 
haben  jedoch  ausser  der  Geraden  ff  allemal  noch 

Tangenten  gemein.  Jeder  solchen  gemeinsamen  Tangente  entspricht  aber 
ein  solcher  Punkt  X  auf  ff,  in  dem  die  zu  ihm  gehörigen  Carven  T''  und 
Z^^  sich  mit  je  einem  Zweige  berQhren,  oder  in  dem  sie  y/i  +  1  Punkte  mit 
einander  gemein  haben,  oder  wir  finden: 

Soll  in  einem  Punkte  X  die  zu  ihm  gehörige  Curve  IT''  die 
zu  demselben  Punkte  gehörige  Curve  Z'''  mit  einem  Zweige  be- 
rühren, so  ist  der  Ort  des  Punktes  X  eine  Curve  vom  Qrade 
yi(»"  +  0  +  y(»"i+«i)-3yy4,  Byi('-  +  *)  +  y('-i+0-3yy,,« 

vni. 

Setzen  wir  femer  zunächst  wieder  voraus  die  Curven  T^,  X%  J?^>  und 
Z'*  gehen  für  Punkte  X,  T  und  Z  auf  einer  Curve*  des  n**"  Grades  C7% 
durch  keine  festen  Punkte  auf  dieser  Curve  und  diese  selbst  habe  keine 
mehrfachen  Punkte,  dann  ist  allemal: 

a^nr-y,      ß^'ns  —  yj 
und 

Die  in  Vf.  gefundene  Ortscurve  J2"(*'*t+''»»-yyt)  schneidet  nun  die 
Curve  0%  in  «,        .  x 

Punkten;   die  sich  aus  folgenden  Punktgruppen  zusammensetzen ,   n&mlich: 


*  Eb  ist  dies  eine  der  Curven,  welche  in  CiebBCh-Lindemann:  „Vor- 
lesungen über  Geometrie"  mit  X^  bezeichnet  werden  (Bd.  1  S.  733),  w&hiend  die 
in  VI.  gefundene  Curve  JJn(r»i+ri*-yy»)  doit  M,  heisst  r^r^^r^T 
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Pankten  Z^,  in  denen  je  die  zugehörige  Curve  T^  die  Cnrve  Z''» 
mit  je  «inem  ihrer  Zweige  berührt,  und  zwar  sind  dies  die  Schnitt- 
punkte der  Curve  Er Ci +«»)+/» («'+•)-»//.  mit  C*p.    (VIL) 

2.  (nr-y)(n5i-.y,)  +  (tiri-yi)(w5-.y)-2yyi(fi«-3n  +  2) 

^aß,  +  a,ß^2yY,p 

weiteren  Punkten^    womit  die  Anzahl  gemeinsamer  Paukte  beider 
Curyen  gerade  erschöpft  ist.    Dies  giebt  uns  folgenden  Satz: 
Liegen  auf  einer  algebraischen  Curve  C\  (zunächst  ohne 
Doppelpunkte)     zwei    Correspondenzen    (aß)    und    (("ißi)    von 
Pankten  X  und  Fresp.  X  und  Z,  so  kommt  es  allemal 

(a/5^  +  a^/5-2yyjjp)mal 

vor,  dass  ein  Punktepaar  (X,  T)  mit  einem  Punktepaar  {XZ) 
zusammenfällt.* 

Geht  die  Curve  y  durch  einen  festen  Paukt  auf  der  Grundcurve  C'*p, 
80  ftllt  (5^f>  — yi)mal  ein  Punkt  T  in  ihn,  der  mit  einem  Punkte  Z  ver- 
einigt ist,  und  die  beide  demselben  Punkte  X  auf  der  Basis  zagehören,  und 
zwar  ist  dies  der  Fall  für  die  Punkte  X,  welche  X'^  für  den  festen  Punkt 
als  Punkt  Z  auf  der  Curve  (7%  ausser  dem  festen  Punkt  selbst  noch  aus- 
schneidet. Für  jeden  festen  Punkt  auf  Cj,,  durch  den  die  Carven  y 
gehen  müssen,  verkleinert  sich  also  obige  Anzahl  um  (n$i  —  y)  Einheiten; 
das  heisst,  die  obige  Formel  ist  auch  noch  giltig,  wenn  wir  für  a  einen 
Werth  einsetzen ,  der  gleich  der  Anzahl  von  veränderlichen  Punkten  Y  ist, 
welche  X  entsprechen.  Analoges  gilt  auch  für  den  Fall,  dass  die  anderen 
Carven  Z',  Z*"',  Z'*  durch  feste  Punkte  auf  der  Curve  0"p  gehen. 

Hat  die  Curve  C^p  einen  mehrfachen  Punkt,  und  zwar  zunächst 
einen  Doppelpunkt,  so  wird  durch  diesen  kein  Einfluss  auf  obige  Formel 
aosgeübt  und  es  ist  also,  wenn  die  Bedeutung  von  p  aufrecht  erhalten 
werden  soll,  für  jeden  Doppelpunkt  2 yy^  abzuziehen,  oder  die  Formel  geht 
für  diesen  Fall  über  in 

In  einem  Doppelpunkte  der  Curve  C*p  ist  nämlich  im  Allgemeinen 
kein  Punkte  T  mit  einem  Paukt  Z,  die  denselben  Punkten  X  entsprechen, 
Tereinigt,  indem  wir  nicht  annehmen  können,  dass  demselben  als  Punkt 
T  resp.  als  Punkt  Z  zwei  Curven  X'  und  X'*^  entsprechen,  die  einen 
weiteren  Schnittpunkt  auf  C"p  haben.  Will  man  aber  doch  die  obige 
Formel : 


•  Brill  a.a.O. 
••  Clebsch-Lindemann,  „Vorlesungen  über  Geometrie"  Bd^^r^^^J|2  juJ^qq{^ 
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aufrecht  erhalten,  so  muss  man  in  jedem  Doppelpunkte  2yyi  Punktepaare 
XT  fallen  lassen,  die  in  ihm  mit  2yy^  Punktepaaren  XZ  vereinigt  sind, 
also  als  uneigentliche  Lösungen  ftlr  ihn  mitz&hlen.  Gleiches  gilt  fllr  melo' 
fache  Punkte  auf  (7%. 

Ist  y==0,   oder  yi^Oj   so  erleidet  die  Ableitung  des  zweiten  Satzes 
unwesentliche  Aenderungen« 


Hiermit  haben  wir  die  uns  gestellte  Aufgabe  erledigt;  eine  weitere 
daran  sich  anknüpfende  Kritik  der  einzelnen  möglichen  F&lle,  die  auftretea 
können,  anzuschliesen ,  unterlassen  wir,  da  dieselbe  doch  nur  auf  Wieder- 
holungen bereits  bekannter  Betrachtungen  führen  wttrde. 

Stuttgart,  im  Februar  1893. 
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üeber  die  Darstelliing  der  Fandainental-Invailaiiten 

eines  Systems  linearer  Differentialgleichungen  erster 

Ordnung  mit  eindeutigen  Co'efflcienten« 

Von 

Dr.  E.  Gkünfeld 

in  NikoUtmxg  (Mfttureii). 


Das  Problem,  die  sogenannten  „Fundamental -Invarianten^  der  linearen 
Differeniialgleichnng  n^"  Ordnnng: 

das  ist  die  Goefficienten  der  nach  Potenzen  von  od  geordneten,  zu  dieser 
DifTerentialgleichung  gehörigen  Fondamentalgleichong: 


2) 


«■1  «nl  .•.«««  —  » 


=  0 


als  Functionen  der  Coefficienten  |7j,...,^i,  darzustellen,  ist  für  den  Fall, 
dass  diese  letzteren  eindeutige  Functionen  der  unabhängig  Veränderlichen  x 
sind,  zuerst  tou  Herrn  Hamburger  (Journal  für  die  reine  und  angewandte 
Mathematik  Bd.  83  und  84)  und.  später  von  Herrn  Poincar6  (Acta 
mathematica  t.  4)  behandelt  worden.  In  neuerer  Zeit  hat  sich  Herr  Mittag- 
Leffler  mit  demselben  Gegenstände  beschäftigt  (Acta  mathematica  t.  15) 
und  für  die  erwähnte  Darstellung  der  Fundamental-  Invarianten  als  Functionen 
der  Differentialgleichung  1)  zwei  Methoden  angegeben,  welche  gewisse 
Beschränkungen,  unter  denen  die  Methode  der  Herren  Hamburger  und 
Poincar6  Giltigkeit  hatten,  beseitigen  und  als  allgemeine  Lösungen  des 
erwähnten  Problems  betrachtet  werden  können. 

Die  analoge  Aufgabe,  die  Fundamental -Invarianten  eines  Systems 
linearer  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  eindeutigen  Goeffi- 
cienten: 
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3)  a{x)-j^—aii  (a?)u,  +  a«(a?)fij  + h ö<»(ic)Ufi    t  =  1,  2, ..., n, 

welchem  bekanntlich  gleichfalls  eine  Fundamentalgleichung  yon  der  Art 
iac  Torstehenden  2)  zugehört,  als  Functionen  der  Goefficienten 

a{x)j  Oii («),..., fl,„(a?) 
darzustellen ,  ist  von  mir  im  XXXYI.  Bande  dieser  Zeitschrift  insoweit  be- 
handelt worden  t  als  ich  nach  der  erwähnten  Methode  des  Herrn  Harn  burger 
gezeigt  habe  9  wie  die  in  der  Fundamentalgleichung  2)  vorkommenden  Grössen 

als  Functionen  der  GoeJ&cienten  (iik{x)  ftlr  cKa  Punkte  eines  gewissen 
Bereiches  dargestellt  werden  können.  Die  Giltigkeit  dieser  Darstellung  war 
jedoch  an  gewisse  Bedingungen  geknüpft ,  denen  der  Badius  dieses  Bereiches 
genügen  musste.  Im  Folgenden  will  ich  nun  zeigen,  wie  man  sieb  von 
diesen  Beschränkungen  befreien  und  eine,  fQr  alle  Punkte  eines  Ereisringes 
giltige  Darstellung  sowohl  der  Grössen  a/A,  als  auch  der  yon  diesen  in 
ganzer  rationaler  Weise  abhängenden  Fundamental -Invarianten  erhalten 
kann,  wenn  man  ein  Verfahren  anwendet,  welches  der  zweiten  von  Herrn 
Mittag-Leffler  angegebenen  Methode  analog  ist. 

Die  Goefficienten  a{x)  und  Oikix)  von  3)  sind,  wie  erwähnt ,  ein- 
deutige Functionen  der  unabhängig  Veränderlichen:    . 

4)  a;s=^e*>     |«|  =  e 
und  insbesondere  sei: 

so  dass  a(a:)=:(«-a,)(»-fl,)...(«-a^), 

die  singulären  Punkte  des  Differentialgleiohungs- Systems  3)  vorstellen. 

Es  bezeichne  C  einen  Ereisring,  der  von  zwei  Kreisen  begrenzt  ist, 
die,  vom  Punkte  x=^0  aus  beschrieben,  durch  einen  oder  mehrere  der 
singulären  Punkte  5)  hindurch  gehen ,  ohne  dass  einer  dieser  Punkte  inner- 
halb G  selbst  liegt 

Es  sei  Xq  ein  beliebiger  Punkt  im  Innern  von  C.  Auf  der  Geraden, 
die  durch  diesen  Punkt  und  den  Punkt  x  =  0  geht,  nehme  man  innerhalb  C 
zwei  Punkte  d^i ,  a:,  an,  so  dass  | ^i  |  <  I  ^o  i '^  1  ^t  I*    ^^^  ^^^  ^^^^  setzen: 

6)  «i^aToC-*,    «j^^Äb.e*, 

also:  ,/ 

Xo^Vx^x^, 

wo  h  die  positive  Grösse  bezeichnet: 

7)  *  =  .j^?- 

iß  Xt 

Ks  beieiohne  femer  X  einen  Ereisring,  begrenzt  von  zwei  Kreisen, 
die  vom  Punkte  « =  0  aus  mit  beziehungsweise  den  Halbmessern  |  «|  |  und 
I  x^  I  besohrioben  werden ,  und  weleher  daher  ganz  innerhalb  C  liegt. 

DIgltized  by  Vjr^^l^V  iC 


Von  Dr.  B.  Grühfbld.  239 


Setzt  man: 

8)  «=a?o^ 

80  wird  der  EreisriDg  X  der  a;  Ebene  auf  einen  Streifen  S  in  der  ti;  Ebene 
abgebildet,  der  von  zwei  parallelen  Geraden  gebildet  wird,  die  in  den 
Abständen  h  und  —  ^  vom  Ursprünge  auf  der  reellen  tc;  Achse  senlirecbt 
stehen.  Jedem  Punkte  w  im  Innern  oder  auf  der  Grenze  von  8  entspricht 
ein  und  nur  ein  Werthepaar  p ,  g>f  durch  welches  ein  Punkt  x  im  Innern 
oder  auf  der  Grenze  von  X  bestimmt  wird ,  und  umgekehrt :  Jedem  Werthe- 
paare  ^,9,  welches  einen  Punkt  x  im  Innern  oder  auf  der  Grenze  von 
X  bestimmt,  entspricht  ein  einziger  Punkt  im  Innern  oder  auf  der  Grenze 
von  8.    Dem  Punkte: 

9)  X=:XQ  =  QQ&foi 

insbesondere  entspricht  der  Punkt  f<;  =  0  und  umgekehrt. 

Das  durch  die  Substitution  8)  in  to  transformirte  Dififerentialgleichungs- 
Sjstem  3)  besitzt  in  der  Umgebung  des  Punktes  k;  =  0  eine  Lösung  (siehe 
diese  Zeitschrift  Bd.  XXXVI  S.  22): 

80  dass 

11)  (Wi)a,=0=<ai...,      (w„)«,-o=C|,, 

wo  C|,...,an  beliebig  gegebene  Werthe  bezeichnen,  und  es  ist  ferner: 

12)  Uiiw,  XQ)=^CiUii{Wj  Xo)  +  C^Ui2{iü,   »o)  +  --.  +  Chtt/«(«?,  Xq) 

1=1,  2.. ..,n, 

">     -.(».^»^'rt'WilC:;;:;:;:) 

ein  System  von  »  linear  unabhängigen  Lösungen  desselben  Differential- 
gleichungs- Systems  vorstellt.  In  demselben  sind  die  f^ik{x^  Quotienten^ 
deren  Z&hler  additiv  und  multiplicativ  aus  den  Ausdrücken: 

zusammengesetzt  sind ,  und  deren  Nenner  eine  Potenz  von  a  {Xq)  ist ;  überdies  ist : 

14)  r«W=l    ^^    AaW  =  0,     wenn    i^h     Q^j""'^)- 

Da  innerhalb  des  Streifens  8  kein  singul&rer  Punkt  sich  befindet,  so 
ist  der  Badius  des  Convergenzkreises  der  Reihen  13)  die  Grösse  7): 

7-)  Ä  =  |Z^^ 

Torausgesetzt  jedoch,  dass  von  den  beiden  Punkten  a;^  und  x^  wenigstens 
der  eine  auf  der  Grenze  des  Ringes  C  liegt.    Dieser  Badius  ändert  sich 
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nicht,  wenn  XqC^*  statt  Xq  gesetzt  wird,  wo  u  eine  beliebige  reelle  GrSsae 
bezeichnet  Wird  aber  Xq^*  bh  Stelle  von  Xq  gesetzt;  so  yerwandelt  sich 
der  aas  8)  sich  ergebende  Werth  von 

^  X  ,  X 

w^s^log—   in    io=log iu  =  io^iu. 

woraus  hervorgeht,  dass  auch  die  Ausdrücke: 

15)  ««(«.-i«.V")    G  =  1.....J 

ein  System  linear  unabhängiger  Lösungen  des  in  to  transformirten  Gleichnngs- 
Systems  3)  bilden. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  sowohl  die' Ausdrücke: 

13')  ^k(logjy    fl?o)' 

wo  log—  =  l  für  o  =  9o  ^^^  V=9>o;  ^^  auch: 

ISO  **'*(^^^'  "'^^O' 

wo  log — -T-=  1  für  9  =  ^0  ^^^  9>  =  9>o  +  **  ^^*  J®  ®^^  System  linear  nnab- 

hSngiger  Lösungen  des  ursprünglichen  Oleichungssystems  3)  repr&sentiren. 
Es   bezeichne    nunmehr  g    eine  ganze   positive  Zahl;    die  hinlänglich 

gross  ist,  auf  dass 

2« 

16)  — <Ä 

sei,  wo  A  durch  Gleichung  7')  bestimmt  ist. 

27ti 

Alsdann  liegt  der  Punkt  w  = jedenfalls  noch  im  Gonveigenzgebiete 

der  Reihen  13)  und  es  ist  daher: 

17)  uiu[—^  X,)  ^2j'  -xT  VT)  =  ^••*  5 
ferner  ist  zufolge  der  Gleichungen  12): 

Wi(-y^»«o)=  <hßu  +  '"  +  Cnß\n 
U„l  >  Xq)  =  Ci/?„i4 he«ßnit. 

Bewegt  sich  daher  die  unabhängig  Veränderliche  vom  Punkte  «7  =  0 

2ni 

bis  w^= )    so  finden  die  den  Beziehungen  12)  analogen  statt: 

Digitized  by  VJ^^OQIC 


Von  Dr.  E.  Obümfbld. 


241 


oder: 


(  2ni  2^^\ 

UnyiV+  —  ^    X^e       ff    j  =  (c,ftj+-+Cn/3ln)t«„i+... 

+  {Cißnl  +  '"  +  Cnßnn)Unn 


18) 


/      2«t       ^lai\ 

Uiyw+  —  '  x^e     ff  j  =  (/5jiUa  +  -H-l5«iWj„)c, +... 

+  (ftnWfilH i'ßnnUin)Cn 


(         2ni  3tf<\ 

«*«(^«'  +  — »  «0«     i^  j  =  (AiW«i  +  --  +  /5„iu„„)Ci  +  ... 

Andererseits  folgt  aus  den  Oleichongen  12): 

+  CnUinyw+—i   XqC       ffj 


19) 


/         27ti        ^lJll\  f     ,  2«»         .?fL£\ 


daher  gelten  zufolge  18)  und  19)  die  Beziehungen: 
/         2ni        _?*i\ 

Uik\iO  +  —}  XqC       ff  J=ßikf*n{w,XQ)  +  '"  +  ßnkUin(w,XQ) 

(i  =  l,...,f>5  Ä^s  1,  «..i  fi). 

«!£•                                            2«» 
Setzt  man  a^oe    ff    anstatt  Xq  und  daher  w anstatt  w^  so  gehen 

diese  Beziehungen,   wenn  noch  statt  der  ßik  ihre  Werthe  aus  17)  gesetzt 
werden,  ttber  in: 


20) 


^        (27ti        \        (         2ni  ^^\_. 

+  ^k\  —  '  ^o)  ^nyw — — »  x^e  ff  J  +  - 

(2n%        \        (         2n%         H£!\ 

+  W„*^— >  X^^\Ain\W — »  X^e  ff  J 


9        V        \  g 

(»=l,...,n;  *=!,.. .,n) 

Zeitachiifi  f.  liAthemfttiku.  Physik.  89.  Jahrg.  18M.  4.  Heft. 
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21) 


Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  unmittelbar  die  folgenden: 

Uik\w —-»  XqC  9  j=^uiky—i  XqC  g  jun\W'-2 1  «qC   $  ]\- 

^       (271%        !£i\      /       „2^f       ,!f^\ 

/         JÜlti         2?^\            (2lt%          2i^"\       /       «2»i         3!*i\, 
Uik\w-^ •  x^e    9  j^Uiky >  x^e   g   Iw/i  (  «7-3 .  x^e  H+' 


Setzt  man: 


und   bemerkt,   dass    wegen  x^e^^^  =^  Xq^  f\k{xQe^^^)^f\k(xQ)^   also,  wie 
aus  13)  hervorgeht: 

so  ergiebt  sich  aus   den  Gleichungen  20)  und  21),    wenn   wieder  w  statt 
w'  geschrieben  wird,  die  Beziehung: 


22) 


+  a»*(-^»  «üjt*,„(«7,iro)       (i==l, ...;»;  Ä?=l, ...,«). 

/2wt        \ 

In  derselben  bedeuten  die  Grössen  Oiki 1  x^j  die  Coefficienten  der- 

y 

jenigen  Substitution,   welche   erbalten  wird,   wenn   man  nach  einander  die 
Substitutionen,  deren  Coefficienten: 

(2ni         \  (2ni         lEl\ 

Uiky — t  xqJ,  tt,*i — I  x^e  9  y 

W,*\^— -»     XqC     9   J,.,.,Uiky '   «0«  9   ) 

sind,  anwendet;  es  ist  also,  wenn  5«  die  Substitution: 

Ux^\—->X^e      9     U...,Uin\—-^  XqC     9    j 

/2ni         .!iL*\  /2k»         ,?^\ 

^     y  *  ^    ff  ' 

x  =  0,  1,...^-1 
und  Sm  die  Substitution:  r^^^^T^ 
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bezeichnet : 


/2«f       \  /2»t        \ 

(2ni       \  (2ni       \ 

89  =  8^81.  ,.Sf^u 


Da   aber,    wenn    die    Variable    w   vom    Punkte    11^  =  0   zum    Punkte 

2ni  „     ,.  2ni  ^  2ni 

w  = )    vom    Punkte    w  =  — —    nach    «;  =  2 


9 


9 


9 


von   da   nach 


fr  =  3 u«  8.  w.  und  schliesslich  zum  Punkte  w=g' =  2ni   sich 

9  9 

bewegt,  die  Variable  x  vom  Punkte  Xq  ausgehend  einen  geschlossenen  Um- 
kreis K  beschreibt,  der  vollständig  innerhalb  des  Kreisringes  C  liegt  und 
daher  dieselben  singnlSren  Punkte  wie  dieser  umfasst,  so  folgt,  dass  die 
Elemente  der  Lösungen  13'): 

Ui^{x)==un{log^^  a^oj»    ^i2{x)^Ui2\hg ~i  a?o)»    ••» 

Uin{x)  =  Uinilog  — »  Äo)» 

die  dem  Punkte  x  =  Xq  für  a?o  =  ^o^^"  entsprechen,  sich  bei  diesem  um- 
laufe von  X  in  andere  Elemente  mit  Hilfe  der  Substitution  Sa  verwandeln. 

{27ti       \ 
Die  Goefficienten   dieser  Substitution:   oity 1  Xq)  können,  da  wie  aus 

17)  sich  ergiebt: 

/2ni      ,«_^\    ^  fwy-r){27tiY 

u,-.(^— ,  x,e    ,  )^2j' j^j [—) 

(h  =  0,  1,...,^-!) 
ist,  in  der  Form  dargestellt  werden: 

23)        „,,(1^.  ^,)=^,^.,,(,,,)(My, 

wo  die  ip^ik{xQ)  in  unmittelbar  ersichtlicher  Weise  aus  den  f\k\XQe*~9~) 
hervorgehen. 

Diese    Grössen    aik   dienen   zum   Aufbau  der   dem   Umkreise   K  ent- 
sprechenden Fundamentalgleichung  (siehe  diese  Zeitschrift  Bd.  XXXVI  S.  25) : 


(2ni       \  (2ni        \ 

(27ti       \  (2%i        \ 


=  0. 
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Schreibt  man  letztere  in  der  Form: 

80  sind  die  Coefficienten: 

die  eingangs  erwShnten  „Invarianten'^,  und  diese  können,  wie 
ans  23)  hervorgeht,  in  der  Form  dargestellt  werden: 

24)  A,{^)  =2zF^M  W(^)'     (f«  =  1.  2,  ...,n), 

WO  die  F^gyi>{x^  unmittelbar  aus  den  9^<a(^o)  erhalten  werden. 

Für  ^=1  fallen  die  Ausdrücke  23)  für  die  Substitutions- 
Coefficienten  ora  mit  denjenigen  zusammen,  welche  ich  auf 
Seite  24  des  citirten  Aufsatzes  nach  der  Methode  des  Herrn 
Hamburger  entwickelt  habe.  Diese  letzteren  convergiren  aber 
nur  dann,  wenn  die  Grösse  h  in  7')  hinlttnglich  gross  ist,  anf 
dass  man  in  16)  ^»1  annehmen  kann,  und  das  ist  es,  wodurch 
die  Allgemeinheit  der  dortigen  Entwickelungen  der  a^  be- 
schrftakt  wird. 

/2«i\ 
Da  die  Aß\ j  von  Xq  unabhängig  sind,  so  hat  man  zur  Beredh- 

nung  der  F\f^{x^  von  den  Grössen  aiA •  »o/»   daher  auch  von  den 

(2£i\  ^9  / 

x^^  9  )  nur  die  von  Xq  freien  Glieder  beizubehalten, 
denn  hierdurch  fallen  alle  mit  Xq  multiplicirten  Glieder  in  den  F^gf^i^^ 
weg  und  es  reduciren  sich  diese  letzteren  Grössen  auf  die  von  x^  freien 
Glieder  derselben.     Werden  diese  mit  F\kiß)  bezeichnet,  so  ist  also: 

^{^)=^'^M^l  (.-1,2,...,.) 

die  eingangs  erwähnte  Darstellung  der  Invarianten«  In  der- 
selben bezeichnet  g  eine  ganze  positive  Zahl,  die  blos  der  Be- 
dingung unterliegt:  2n       1  ,     Ä 

wo  B^=i\x^\  xküdi  B^=^\x^\  die  Halbmesser  der  beiden  den  Kreis- 
ring C  bildenden  Kreise  bezeichnen. 
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xm.  lieber  die  Kegelschnitte  nm  nnd  in  ein  Fünfeck. 

(Zur  Ergänzung  des  Artikels  auf  S.  117  des  39.  Jahrg.) 

I.  Die  von  mir  angegebene  Constraction  des  durch  fünf  Punkte 
(^9  ^}  c^  d,  e  bestimmten  Kegelschnitts  kommt  darauf  hinaus,  das  Fünf- 
eck ahede  in  das  Viereck  ahcd  und  in  das  Dreieck  aee  zu  zerlegen  und 
die  Figur  so  zu  projiciren,  dass  AB  CD  ein  Rechteck  und  ACE  ein  bei 
E  rechtwinkliges  Dreieck  wird.     Des  Folgenden  wegen  empfiehlt  es  sich, 

Fig.  1. 


die  Durchschnitte  der  Gegenseiten  von  ah  cd  mit  p  und  g,  die  Schnitte  von 
pq  mit  ea  und  ec  durch  a  und  c  zu  bezeichnen  (Fig.  1),  so  dass  der 
Durchschnitt  der  Halbkreise  über  p  q  und  ac  das  Projectionscentrum  0  giebt. 
Statt  des  Dreiecks  ace  über  der  Vierecksdiagonale  ac  kann  man  auch 
das  über  der  anderen  Diagonale  id  stehende  Dreieck  ide  nehmen,  dessen 
Seiten  eh  und  ed  die  Polare  pq  in  h'  und  d^  treffen;  das  Projections- 
centrum ist  dann  der  Durchschnitt  der  Halbkreise  über  pq  und  &'d'.  Da 
nun   die  Aufgabe  nur  eine  Lösung  hat,    so  müssen  die  Halbkreise  über 


PQi  de   h'i  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen. 
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Dieses  Ergebniss  Ittsst  sich  in  der  folgenden  bemerkenswertihen  Form 
aussprechen:  Wenn  das  Viereck  ahcd  zu  einem  Vierseit  mit  den 
Diagonalen  ac,  hd,  pq  ergänzt  wird,  und  wenn  die  Ecken  a,  6, 
c,  d  mittelst  eines  beliebigen  Projectionscentrnms  e  auf  pq 
projicirt  werden,  wodurch  die  Punkte  a\  h\  c\  i  entstehen, 
so  besitzen  die  Kreise  ttberp^,  aV,  Vi  eine  gemeinschaftliehe 
Potenzlinie. 

Fig.  2. 


II.  Um  in  das  Fünfeck  aicde  (Fig.  2)  den  angehörigen  Kegel- 
schnitt zu  construiren,  möge  wie  früher  durch  Verlängerung  von  ae 
und  cd  das  Viereck  a&c/' gebildet  werden,  dessen  Gegenseiten  sich  in /> 
und  q  schneiden,  und  dessen  Diagonalen  ac  und  bf  der  Geraden  |^g  in 
8  und  t  begegnen.  Nimmt  man  p  q  zum  Horizont  und  wählt  das  Projections- 
centrum  willkürlich  auf  dem  Halbkreise  über  $t^  so  entspricht  dem  Vier- 
ecke ahcf  der  Rhombus  ABCF  (Fig.  3).  Um  weiter  zu  kommen,  habe 
ich  auf  8.  120  den  Berührungspunkt  der  Tangente  de  und  des  eingeschrie- 
benen Kegelschnitts  bestimmt  und  dazu  einen  Specialfall  des  Brianchoo- 
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Flg.  3. 


sehen  Satzes  benatzt;  nach  einer  brieflichen  Bemerkung  des  Herrn  Pro- 
fessor Pelz  (an  der  technischen  Hochschule  in  Oraz)  lässt  sich  aber  die 
Construction  viel  einfacher  zu  Ende  führen  mit  Hilfe  des  elementaren  Satzes: 
„Werden  an  einen  um  den  Mittelpunkt  M  beschriebenen  Kreis  zwei  parallele 
Tangenten  gelegt  und  diese  von  einer  dritten  Tangente  in  den  Punkten 
J,  Y  geschnitten,  so  stehen  MX  und  MY  senkrecht  auf  einander.'' 
Als  parallele  Tangenten  kann  man  zunächst  die  Rhombnsseiten  AB^  CF 
betrachten  und  als  Trans versaltangente  die  Fünfecksseite  DE^  welche  jene 
Tangenten  in  D  und  Cr  schneidet;  das  Perspectivbild  des  rechten  Winkels 
DMO  ist  dann  dmg.  Bezeichnen  d*  und  g*  die  Punkte,  in  welchen  md 
und  mg  den  Horizont  treffen,  so 
mass  das  Projectionscentrum  auf 
dem  Halbkreise  über  d*g*  liegen, 
also  der  Durchschnitt  der  Halbkreise 
über  st  und  d*g*  sein.  Dem  analog 
lassen  sich  ÄFwad  BC  als  Parallel- 
tangenten  ansehen,  welche  von  ED 
in  E  und  H  geschnitten  werden. 
Im  Perspeotivbilde  mögen  nun  me 
und  mh  den  Horizont  in  e*  und  h* 
schneiden,  der  Durchschnitt  der 
Halbkreise  über  st  und  e'^h*  giebt 
dann  das  Projectionscentrum  0. 

Dieses  Resultat  gestattet  auch 
folgende  Fassung: 

Wenn  durch  das  Viereck 
ahcfy  dessen  Diagonalen  sich 

in  m,  und  dessen  Gegenseiten  sich  in  p  und  q  schneiden,  eine 
Transversale  gelegt  wird,  die  af  in  e,  cf  in  d,  ah  in  g  und  hc 
inAbegegnet,  und  wenn  ferner  die  Geradei)^  mit  den  Strahlen 
ma,  ifi&,  mdi  me,  mg^  wh  der  Reihe  nach  die  Durchschnitte  s, 
ty  d*,  e*,  g*7 h*  bildet,  so  besitzen  die  Kreise  über  den  Durch- 
messern stj  d*g*,  e*h*  eine  gemeinschaftliche  Potenzlinie. 

SCHLOMILCH. 


XIV.  lieber  die  Frojeetion  von  fünf  Funkten  einer  Ebene 
in  fünf  Fimkte  eines  Kreises. 
Von  der  im  Titel  bezeichneten  Aufgabe  hat  der  Herr  Herausgeber 
dieser  Zeitschrift  auf  Seite  118  dieses  Jahrganges  eine  ausserordentlich 
einfache  und  besonders  dadurch  ausgezeichnete  Lösung  gegeben,  dass  sie 
gar  keine  Lehrsätze  aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte  voraussetzt.  Einer 
Aufforderung  des  Herrn  Herausgebers  entsprechend,  will  ich  die  Ausführungen 
desselben  durch  den  Beweis  vervollständigen,   dass  jene  Construction   bei     j 
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jeder  Lage  der  fünf  Punkte  dorchfClhrbar  sei.  Sind  nSmlich  a,  &,  c,  d,  e  die 
fünf  Punkie,  ^  =  (a&,  cd)^  ^=(ai,  hc),  i^{aej  gh)  nnd  %s=(ce,  gh)^ 
80  wird  die  Aufgabe  dnrch  diejenige  Perspective  gelöst,  bei  welcher  einer 
der  beiden  Schnittpunkte  der  Kreise  über  gh  und  ih  als  Durchmessern  Pro- 
jectionscentrum ,  gh  Horizontlinie  und  irgend  eine  dieser  parallele  Gerade 
Grundlinie  ist;  denn  sie  yerwandelt  ah  cd  in  ein  Rechteck  und  aec  in 
ein  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen  Hypotenuse  ac  eine  Diagonale  des 
Rechtecks  ist  Soll  aber  diese  Lösung  eine  reelle  sein,  so  ist  hierfür 
noth wendig  und  hinreichend ,  dass  die  Punkte  g  und  h  der  Horizontlinie 
durch  %  und  h  getrennt  werden.  Das  wird  bei  beliebiger  Annahme  und 
Anordnung  der  gegebenen  fünf  Punkte  nicht  immer  der  Fall  sein,  wie 
wir    sogleich    sehen   werden.     Verwandeln    wir  nämlich  mit   Hilfe  irgend 

einer  PerspeetiYe, 
bei  welcher  ^A 
Horizont  und  ir- 
gend ein  Punkt 
auf  dem  Kreise 
über ^ Aals  Durch- 
messer Projec- 
tionscentrum  ist» 
das  Viereck  ahci 
in  ein  Rechteck 
ah'e'ä^  wobei  g 
nnd  h  nach  g^  and 
%«  fallen,  so  wer- 
den %  und  Ji  dann 
und  nur  dann 
dnrch  g  und  h  ge- 
treimt  sein,  wenn 
das  Bild  e   Ton  € 

in  einen  d^r  vier  äusseren  Flächenräume  fällt,  welche  an  die  Seiten  des 
Rechtecks  anstossen;  denn  dann  und  nur  dann  werden,  wie  aus  der  Figur 
leicht  ersichtlich  ist,  die  Strahlen  ea  und  ec  in  Beziehung  auf  die 
Parallelen  eg'a:>  und  eU^  durch  e  zu  den  Seiten  des  Rechtecks  in  Neben- 
winkeln  liegen.  Liegt  aber  e  z.  B.  innerhalb  des  Dreiecks  inl/e\  wo  m 
die  Mitte  des  Rechtecks  ist,  so  schneidet  ea  die  mh'^  immer  oberhalb 
von  fn  in  T,  eh\  dagegen  unterhalb  in  n\  Es  sind  demnach  auch  in  der 
ursprünglichen  Figur  m  und  h  durch  l  und  n  getrennt,  die  beiden  Kreise 
über  mh  und  In  als  Durchmessern  werden  sich  in  zwei  Punkten  treffen, 
und  jede  Perspective,  deren  Projectionscentrum  einer  dieser  Punkte  und 
deren  Horizontlinie  mh  ist,  wird  das  Viereck  ab  cd  in  ein  Rechteck  und 
das  Dreieck  eah  in  ein  rechtwinkliges  verwandeln,  dessen  Hypotenuse  eine 
Diagonale  des   Rechtecks  ist.     Ganz  ebenso  kann  man  verfahren,  wenn  e 
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innerhalb  des  Dreiecks  amd^  und  der  Scheitelwinkel  der  Winkel  dieser 
beiden  Dreiecke  bei  h\  c,  i  und  a  liegt,  wie  das  in  der  Figur  durch 
Schraffirung  angedeutet  ist.  Liegt  endlich  e  innerhalb  der  beiden  Dreiecke 
a'ftW  und  cim  oder  der  Scheitelwinkel  ihrer  Winkel  bei  a\  6',  c  und 
ä\  so  wird  man  das  Viereck  ah  cd  in  ein  Bechteck  und  das  Dreieck  ehe 
in  ein  rechtwinkliges  verwandeln  können ,  dessen  Hypotenuse  eine  Diagonale 
des  Rechtecks  ist.  In  jedem  Falle  also  wird  man  der  Lage  des  Punktes  e 
entsprechend  die  übrigen  vier  Punkte  so  anordnen  können,  dass  die  von 
Herrn  Schlö milch  angegebene  Constraction  ausführbar  ist.  Es  ist  natür- 
lich nicht  schwer,  die  jedem  der  Felder,  in  welche  die  Ebene  durch  die 
sechs  Seiten  des  yoUständigen  Vierecks  ah  cd  eingetheilt  wird,  entsprechende 
Anordnung  dieser  Punkte  direct  anzugeben,  doch  glaubten  wir  durch  obige 
Bedaction  grössere  Anschaulichkeit  erreichen  zu  können. 

Aachen.  F.  Schür. 

XV.  Bestimmnng  des  Häherungswerthes  bez.  Orenzwerthes 

eines  Frodnctes.  - 

Es  soll  der  Näherungswerth  des  Productes  Ui  yf'^^^^^'^^^-^^- 

1)  U^a'^i^iU',  ^^" 

2)  ^-(^+l)(--2.n/.-3 

worin  a  eine  beliebige  positive  Zahl  >  2  ond  m  eine  ganze  positive  Zahl 
ist,  fttr  grosse  Werthe  von  m  gefunden  werden. 
Wir  setzen:  l      l_«  « 

^)  « 2-'     1+^-^' 

80  dass  a  und  ß  positive  echte  Brüche  sind,  dann  ist: 
m  —  ÄJ  .  1      2m  — Ä, 


'('+")0-'2l^*> 


k       '  a         2h 

dadarch  nimmt  U',  welches  m  —  1  Factoren  besitzt,  die  Form  an: 
4)  17' -(1 +  «)•»-»  D-"D-"', 

'*•                                      (2m-l)(2m-2)...(m+l) 
^^  ^ 2~4  ...(2i»-2)' 

«)         -"•-(-.-^.)(-.-iÄ)-'0-l^)- 

Heben  wir  im  Zähler  und  Nenner  von  U"  die  gleichen  Factoren  fort 
und  multipliciren  dann  oben  und  unten  mit  1 .  3  .  5 . . .  m,  falls  m  ungerade, 
und  mit  1 .  3  .  5 .  .  (m  —  1),  falls  m  gerade  ist,  so  erhalten  wii*  in  beiden 
Fällen:  ^  i 
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'^  ^        ^     2.4.6...(2»i) 

und  folglich,  wie  durch  speciellere  Betrachtung  des  Wallis 'sehen  Prodoctes 
sich  ergiebt«:  /öl/  1  »  \ 

8)        cr"-2'»l/--^^=L=.(n-5^-^)     0<*<1. 

Ferner  ist,  da  Gleichung  3)  zufolge,  fdr  alle  endlichen  Werthe  von  «, 
^<i,  2/S<l  ist: 

»;    <yt/    -     ^*      j|.      V(«+l)*^(m  +  2)*+      +(2m-l)»j 

aber  der  prScisirten  Mac  Laarin'schen  Summenformel  gemäss  erhftlt  mu 

nach  Addition  und  Subtraotion  von  — r  +  .^    ..: 

m*       (2  m)* 

(m  +  1)*  ^      ^  (2m  - 1)*    J    ic*      2  V«.*  ^  (2w)»/ 

m 

J.J      A;    /  1    \       .e,  Hk  +  l)(k  +  2)(  1    Y 

"^12w*+A        2^+V      720  m*+»         V        2*+»/' 

0<eA<l; 


*  Bezeichnen  wir  mit  Q  den  Bmch  in  7)  und  mit  0  eine  sogleich  tu  defi- 
nirende  Zahl,  grOsser.  als  1,  so  ist: 
a)  e«(2w  +  l)-^«T 

^^^  ^(2m  +  8)(2m  +  2)(2m  +  4)(2w  +  4)... 

^^    (2w  +  l)(2m  +  3)(2w  +  S)(2f»  +  6) . . . 

^^  "i^"^C2ffi  +  l)(2m  +  S)Jv^'^(2w  +  8)(2m+6)j"* 

Sind  nun  ejC^...  positive  Zahlen,  deren  Summe  8  kleiner  als  1  ist,  so  ist 
das  Product  P: 

c)  P=(l  +  0(l+c.)... 
grösser  als  t+Sy  aber,  da  1  +  C|  <e«i  etc.  ist: 

P<c'=l  +  «  +  -+-+... 
und  da,  für  8 <1,  ^*     *' 

8»       8*  8» 

80  ist  P<l  +  8  +  — 8';   wir  können  also,  unter  d  einen  positiven  echten  Bruch 
verstehend, 

d)  P=l  +  8  +  -?-^8« 

4 

setaen.    Für  das  Product  a  ist,  wie  leicht  zu  erkennen, 

_         1 
*""2(2m+l)' 
oder,   wenn   wir  unter"  e^ , 'f, ,  fg...   Zahlen   verstehen,   welche  sich,  nachher 

kleineren  Seite  hin,  wenig  von  —  unterscheiden: 

m 
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wenn:  im 

dx 


8m 


lg2 für  Ä-=l, 


■k 


10) 


Somit  ist: 
IgU"' m 


n,^4'%i^Ui''iS^ 


ii;2;'((2»'-|r)+,j^.2''(*+l)(»+2)((2C)*-fP> 


worin  O'  ein  Miltelwerih  der  Sk  ist.  Die  erste  der  in  10)  vorkommenden 
Summen  hat  wegen 

den  Werth:  (1  -  2/5)?<7(l  -  2/5)  -  2  (1  -  /3)  %7  (1  -  ß)\  die  anderen 
lassen  sich  ebenfalls  leicM  finden,  und  wir  erbalten ,  wenn  wir  nun 
von  lg  17'"  zu  CT'"  übergehen  und 


und  daher  nach  d):  ^^"* 


tf 


=  ^-4-1- (0     H-|*(^-»>)8i^- 


Hier  liegt  der  Werih  der  (}  zwischen  1  und   einer  Grenze  sehr  nahe  — 

o 

(indon  e,  imd  f,  TernachUssigt  werden);  eine  derartige  GrOsse  mOge  mit  qp  be- 
leicfanet  werden,  dann  ist,  wegen 

•  ^i^  +  IiJi'ätv  "*"*"8Sr(^~äi)~l28^'0~Ä)(*~8) 

Der  obere  Qrenzwerth  der  Klammer  liegt  unter  ^^  und  der  untere  etwas 
unter  —»  aber  sicher  über  —i  es  ist  also: 

und  durch  Substitution  dieses  Werthes  in  die  radicirte  a)  ergiebt  sich  unmittel- 
bar der  im  Text  angegebene  Werth  von  ir\  nur  dass  das  Intervall,  innerhalb 

dessen  d  liegt,  von  0  bis  1  auf  —  bis  j-  beschränkt  werden  kann. 


16         16 
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^(3-2^)  ._    1/^^ 1 1) 

^      24(l-/S)(l-2^)'    ^      720V(l-2^)»     4(1-/?)»      i' 

^  1/(1-^)(1-2^)V   (l-^)»('-«    / 

and  mit  Backsicht  aaf  1),  4),  8): 

Setzt  man  jetzt  für  a  nnd  ß  die  ans  3)  folgenden  Wertbe: 
a-  2      ^        a-2 


a     '    »^      2(a-l) 
ein,   80   ergiebt  sieb,   dass   die   Basis   zum   Exponenten  m  mit  der 

Basis  zum  Exponenten  (— ♦»)  denselben  Wertb  — ^ ^  besitxi, 

dass  das  Product  dieser  Factoren  also  die  Einheit  ist;  der  constante  Factor 

wird  ^  —  und  die  Wertbe  von  p  und  q  vereinfacben  sieb  zu: 

es  wird  demnacb:  ^, 

womit  die  gestellte  Aufgabe  gelöst  ist.  —  Dies  Resultat  gewinnt  mit 
wachsendem  m  an  Genauigkeit,  verliert  solche  aber  mit  wachsendem  a. 
Ist  jedoch  a<14,  so  ist  p<l  und  q:p<6\  und  in  diesem  Falle 
erhalten  wir  folgende  bezüglich  der  Schätzung  des  Fehlers  flbersiebtlichere 
Gleichung:  ,— 


14) 


V^m+1 


Z.  B.  folgt  durch  directe  Berechnung  und  Vergleich  mit  Gleichung  H) 
für  a  —  e  (wofür  Verfasser   der  Fonnel   zunächst    bedurfte)  und  w  -=*  •  • 

e" 0,05586  und  für  a«10,   m«18:  ©"-0,14256.  -   Aus  13) 

folgt  für  jedes  endliche  a(>2)  der  Grenzwerth:  _ 

.5)_^J„-Ä(=rJ.i)(=-,i)...(_i.,D.,W|.]/i 

Königsberg,  im  October  1893.  l^^is  Saalschöti. 
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Xn.  Nene  Herleitnng  des  Additionstlieorems  für  die  elliptisohen  Integrale 

erster  Gattung. 

Im  XYII.  Jahrgang  der  Zeitschrift  ftlr  Mathematik  und  Physik  findet 
sich  anf  Seite  508  ein  Artikel  von  Heinrich  Schröter:  „Bemerkung 
za  dem  Stnrm'schen  Beweise  des  Additionstheorems  für  die  elliptischen 
Integrale  erster  Gattung. **  Schröter  giebt  dabei  verschiedene  Methoden  zur 
Auffindung  des  integrirenden  Factors  der  Differentialgleichung: 


A(p       Alf; 


•  0 


an,  diese  Methoden  stimmen  sämmtlich  darin  überein,  dass  die  für  den  zu 
suchenden  Factor  M  aufgestellte  partielle  Differentialgleichung  in  zwei  Theile 
zerlegt  wird,  indem  die  rationalen  Glieder,  ebenso  wie  die  irrationalen 
Glieder  unter  sich,  gleichgesetzt  werden.  Dass  die  beiden  dabei  für  M  sich  er- 
gebenden Werthe  unter  einander  übereinstimmen ,  erscheint  mehr  als  Zufall, 
wfthrend  zugleich  zu  bemängeln  ist,  dass  bei  jeder  der  Schrote  r*schen 
Methoden ,  auch  bei  der  ersten  die  zu  integrirende  Differentialgleichung 
selbst  vor  der  Hinzufügung  des  Factors  M  in  einer  den  Charakter  des 
Kunstgriffs  tragenden  Weise  verändert  wird. 

Die  im  Nachstehenden  dargelegte  Methode  zur  Auffindung  des  inte- 
grirenden Factors  darf  vielleicht  den  Vorzug  einer  grösseren  Natürlichkeit 
fOr  sich  in  Anspruch  nehmen«  Sie  weicht  von  vornherein  von  dem 
Schröter 'sehen  Verfahren  insofern  ab,  als  sie  die  elliptische  Differential- 
gleichung nicht  in  der  von  Schröter  benutzten  trigonometrischen  Form, 
sondern  in  der  algebraischen  Gestalt: 

verwendet,  bei  der  , 

'^''  ^..._-(l+fc«)a;  +  2^V 

«t.  ^^^"  ^(^) 

Für  die  Integralgleichung  der  Gleichung  1)  wird  durch  die  Analogie 
mit  den  entsprechenden ,  auf  die  trigonometrischen  Functionen  bezüglichen 
Gleichungen  die  Form  nahegelegt: 

2)  M  \xf{y)  +  yfix)]  =  ccmsians, 

der  Factor  M  soll  dann  dadurch  bestimmt  werden,  dass  er  als  nothwendig 
symmetrische  Function  von  x  und  y  in  seiner  Abhängigkeit  von  den  ein- 
fachsten symmetrischen  'Functionen  dieser  Grössen  x^  y  und  xy  auf- 
gefasst  wird. 

Zui^chst  ergiebt  die  Differentiation  der  Gleichung  2),  wie  leicht  zu 
sehen: 
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0=  ^([«Ay)  +  9m]^m  +  M\f(s)  +  !,f\x)]f{x)\ 

■*"  ml^^^"^  ■•"  *^^^^  ^''^«'^  +  ^[^(*)  +  *r(y)]f{y)). 

woraus  wegen  der  Oleichung  1)  folgt,  dass  die  beiden  mit 

dx         ,     dy 
-rr-r-  und   -rr^ 

m       ny) 

muUiplicirten  Ausdrücke  unter  sich  gleich  sein  müssen.     Die  Gleichsetznng 
derselben  liefert  bei  leichter  Umformung  die  Gleichung: 

^^f{^)  \  ^fiy) + ym } + ymn^c) = ^^f{y)  { ym + ^M 


3) 


dx 


+»f{y)f'i3f)- 


Setzt  man  nun  x-^y^^u^  xy==v,  so  ist: 


also: 

4) 

5) 
6) 


dlj/M  ^dlgM        dlgM      dlgM  _dlgM        dlgM 
dx    ~    du    ■''^    dv    '       dy  du    """^    dv    ' 


dlgM 
du 


(a;«  _y«)  (- 1  +  Ä»«»y») + 2h*x!f  («»-y«) =0, 


du 


[m-f(.y)]W(:y)+yM] 


+  («*-y*)  (^(-  1  +ft»t;»)  +  2*«t;j  =0. 


Dieser  Gleichung   wird   offenbar  genflgt  durch  die  mit  einander  htf- 
monirenden  Annahmen: 


7) 


dlfjM  ^        dlgM 


du 


dv 


2k^v 


Aus  der  zweiten  dieser  Gleichungen  folgt  dann,    wenn  man  die  lote- 
grations-Constante   mit  ^  bezeichnet,    ohne  Weiteres  der  bekannte  Werth: 


8) 


Jf  = 


^(1 -**»*)     i^(l-Ä»«*y*) 


Nordhansen. 


F.  PiBTZKBR,  Oymnasialprofessor. 
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XVn.  Preiflanfgaben  der  mathematifloh- naturwissenschaftlichen  Section 
der  Fl^stlich  Jablonowskrschen  Gesellschaft  in  Leipzig. 

Für  das  Jahr  1894. 
Die  von  Leverrier  ausgeführte  Besiammung  der  sScularen  Störungen 
der   Bahnen,  namentlich  der  inneren  Planeten,  hat  bekanntlich   unbefrie- 
digende   Resultate    ergeben,   insofern  die   Glieder  der  zweiten   Näherung, 
welche  nur  ungenau   und  unter  Umständen  selbst  grösser  als  die  Glieder 
der    ersten    Näherung    gefunden    wurden,    sich    für   die  Berechnung    der 
Störungen    als   unbrauchbar   erwiesen   haben.     Dieses    unbefriedigende  Er- 
gebniss,    das    in   seinen  weiteren   Folgen  mit  gewissen  Anomalien   in  der 
Bewegung  des  Mercur  beziehungsweise  seines  Perihels  zusammenzuhängen 
scheint,  ist  Leverrier*  geneigt,    der  bisher  befolgten  Behandlungsweise 
zuzuschreiben ,  bei  welcher  in  erster  Näherung  die  Differentialgleichungen  des 
Problems  ah  linear  betrachtet  werden.    Die  Gesellschaft  wünscht  demgemäss 
eine     neue     Bestimmung    der    säcularen    Störungen, 
wenigstens    der    Bahnen    von   Mercur,    Venus,    Erde 
und     Mars,     unter    Berücksichtigung    der     Glieder 
höherer  Ordnung, 

mittelst  einer  einwurfsfreien  Methode,  bei  welcher  die  von  Leverrier 
angetroffene  Schwierigkeit,  welche  gegen  die  Brauchbarkeit  der  erhaltenen 
Resoltate  sprechen  würde,    als  beseitigt  betrachtet  werden  kann. 

Preis  1000  Mark. 

Für  das  Jahr  1897. 

Die  von  Monge,  Ampdre  und  Darboux  herrührenden  Integrations- 
methoden der  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  und  höherer  Ord- 
nung finden  bekanntlich  nur  für  solche  Gleichungen  Anwendung,  die  mit 
anderen  Gleichungen  Lösungen  gemein  haben,  welche  nicht  nur  von  arbi* 
trären  Constanten  abhängen.  Es  geht  andererseits  aus  Lie's  Untersuchungen 
über  unendliche  Gruppen  hervor,  dass  Gleichungen,  die  eine  unendliche 
Grnppe  von  Berührungs  -  Transformationen  gestatten,  im  Allgemeinen  zu 
anderen  Gleichungen  in  der  soeben  besprochenen  Beziehung  (Involutions- 
beziehnng)  stehen**.     Die  Gesellschaft  wünscht, 

dass  die  aus  dieser  Bemerkung  fliessenden  Inte- 
grations-Methoden entwickelt  und  an  möglichst  in- 
structiven  und  vollständig  durchgeführten  Beispielen 
illustrirt  werden. 

Preis  1000  Mark. 


*  Becher chee  aBtronomiques  Chap.  IX  art.  16  und  Additions  III  S.  61. 
•*  Vergl.  Darboux,  Journal  de  T^cole  normale  1870.  —  Lie,  Berichte  der 
königl.  sächsischen  Gesellschaft  der  WissenBchaften  1891  —  1894. 
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Die  anonym  einzureichenden  Bewerbangsschriften  sind,  wo  nicht  die 
Gesellschaft  im  besonderen  Falle  ausdrücklich  den  Gebrauch  einer  anderen 
Sprache  gestattet,  in  deutscher,  lateinischer  oder  französischer 
Sprache  zu  verfassen,  müssen  deutlich  geschrieben  und  paginirt,  femer 
mit  einem  Motto  versehen  und  von  einem  versiegelten  Umschlage 
begleitet  sein,  welcher  auf  der  Aussenseite  das  Motto  der  Arbeit  triUgt, 
inwendig  den  Namen  und  Wohnort  des  Verfassers  angiebt.  Jede  Be- 
werbungsschrift muss  auf  dem  Titelblatte  die  Angabe  einer  Adresse  ent- 
halten, an  welche  die  Arbeit  für  den  Fall,  dass  sie  nicht  preiswtlrdig 
befunden  wird,  zurückzusenden  ist.  Die  Zeit  der  Einsendung  endet  mit 
dem  30.  November  des  angegebenen  Jahres,  und  die  Zusendung  ist 
an  den  SecretSr  der  Gesellschaft  (für  das  Jahr  1894:  Prof.  Dr.  H.  Lipsins, 
Weststrasse  Nr.  89)  zu  richten.  Die  Besultate  der  Prüfung  der  eingegangenen 
Schriften  werden  durch  die  „Leipziger  Zeitung"  im  März  oder  April  des 
folgenden  Jahres  bekannt  gemacht.  Die  gekrönten  Bewerbungsscfariften 
werden  Eigenthum  der  Gesellschaft. 

W.  Boscher,  Präses. 
H.  Lipsius.    F.  Zirkel.    W.  Scheibnen    B.  Leuekart. 
W.  HankeL    A«  Leskien.    E.  Sievers.    K.  Lampreeht. 


Berichtigung. 

In  der  Formel  II  (3.  Heft  S.  186)  ist  v  durch  m  und  in  der  Formel  IV  (8.  Heft 
8.  187)  ist  Q  durch  m  zu  ersetzen. 
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XIV. 

Ueber  die  Auflösung  der  Gleichungen 
vom  fünften  Grade. 

Von 

Dr.  W.  Heymann 

in  Chemnitz. 


IL  TheiL 

Ergänzende  Erörterungen. 

In  vorliegendem  zweiten  Theil  sollen,  wie  schon  in  der  Einleitung 
zom  ersten  Theil  erwähnt,  einige  allgemeinere  Erörterungen  folgen,  welche 
zur  Vervollständigung  der  früheren  Angaben  dienen. 

A.  Gleiehnngen  mit  binomischer  Discriminaiite. 

1.  lieber  den  Ansatz  im  Allgemeinen. 
Trinomische  Gleichungen  haben  stets  eine  zweigliedrige'  Discriminante. 
Bezeichnet  man  letztere  mit  y,  so  ist  f&r 

ST  +  y*—  +  «  -  0,      V-  ♦»"(♦»  -  sy-'af  -  (-  ly^, 
^+  «JT  — +  1  -  0,     V  —  w"(fi  -  5)«-*—  (-  lys'x^ 
Bei  den  quadrinomischen  Gleichungen  ist  die  Sache  bedeutend "compli- 
cirter;  wir  beschränken  uns  daher  auf  die  Behandlung  nachstehenden  Falles: 

1)  [v^*+2{2n+p)av''+(2n+p)h]vP'~X'^g)(v),    p^O. 
Diese  Gleichung  ist  in  den  Coefficienten  zonächst  ganz  allgemein,  in 

den  Exponenten  aber  derartig  specialisirt,   dass  die  abgeleitete  Gleichung 

nach  Art  der  quadratischen  Gleichungen  gelOst  werden  kann,  ein  umstand, 
der  grosse  Vereinfachung  herbeiftlhrt 

Behufs  Herstellung  der  Discriminante  setze  man  q>\v)  —  0^  also: 

2)  [t;«»+2(ti+i})af;«+M«'''"^-0, 

und  nun  ist  ans  1)  und  2)  die  Grösse  v  zu  eliminiren.  Führt  man  den 
Werth  von  tT*",  wie  er  der  letzten  Elammergrösse  entnommen  wird,  in 
1)  ein,  so  entsteht:  ^  j 

Z«Itaeliimf.lCalhematiku.Phytlk.  39.  Jahrg.  1894  Ö.Heft.  ff  ^'"^^  ^^  VjOOglC 
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oder:  ^  ^ 

3)  x'^^(2ny(at  +  hytPy 

wobei  v^'^'  t  gesetzt  wurde.    Da  nun  wegen  2)  die  quadratische  Gleichong 

4)  t^+2(n+p)at  +  hp^0 

vorliegt,  so  können  ^',  ^, . . .,  überhaupt  alle  Potenzen  mit  ganzen  Ex- 
ponenten linear  in  t  ausgedrückt  werden,  also  muss  sich  8)  auf  die  Form 

5)  a;~-(2w)«(^<  +  ^) 

bringen  lassen ,  wo  A  und  B  von  t  unabhängig  sind.  Aber  das  VerhSltniss 
hl  0^'=^  fif  welches  in  die  Coefficienten  Ä  und  B  eingeht,  kann  so  bestimmt 
werden,  dass  Ä^O^  und  auf  diese  Weise  ist  in  der  That  f,  also  aucb  v 
eliminirt. 

Die  Discriminante  von  1)  wird  hierdurch  binomisch;  sie  lautet  bis 
auf  einen  numerischen  Factor 

6)  V  -  x^-^^"  -  (2nyBy. 

Der  Factor  x^"^^  muss  mit  Rücksicht  auf  die  j)  —  1  verschwindenden 
Wurzeln  der  Gleichung  2)  hinzugefügt  werden ,  und  der  zweite  Factor 
zlihlt  doppelt,  weil  das  annuUirte  Ä  mit  dem  zweideutigen  t  in  Ver- 
bindung stand. 

Die    Gleichung  1)   erscheint   jetzt   in   den   Coefficienten   nicht  mehr 

allgemein,    weil  b  -^  (id*  und  fi  rein   numerisch   ist;    ausserdem    bemerke 

man,  dass  jene  Gleichung  durch  die  Substitution 

1 

in  eine  solche  mit  nur  einem  Parameter  x:  a"^ n  übergeht.  Für  jp  kann 
man  auch  negative  ganze  Zahlen  zulassen.  In  diesem  Falle  ändert  der 
Parameter  x  seine  Stellung  in  der  geordneten  Gleichung,  er  tritt  an  v^^ 
während  in   der  Discriminante  6)  der  Factor  x^"^  zu   unterdrücken  ist 

Noch   anders   wird  die  Stellung  von  x  in  der  Gleichung  1),    wenn  wir- 

an  Stelle  von  v  setzen,  dann  geht  der  Parameter  als  Factor  zur  höchsten 
Potenz  von  tv. 

Was  die  Herstellung  der  Form  5)  anlangt,  so  muss  also  die  Identit&t 
("(at  +  hy-^At  +  B 
durch  stetes  Zurückgreifen  auf  die  Gleichung  4)  erzeugt  werden.  Man 
kann  dabei  ganz  elementar  verfahren,  d.  h.  linker  Hand  die  höheren 
Potenzen  so  lange  mittelst  4)  herabdrücken,  bis  ein  linearer  Ausdruck 
erscheint.     Uebersichtlicher  wird  der  Vorgang  auf  folgende  Art, 

Es  seien  t^  und  t^  die  beiden  Wurzeln  von  4),  dann  muss 
At,+  B^t,p{at,  +  hy 
und  hieraus  ergiebt  sich:    ^^2  + -^  =*  V(«^2  +  ^)%  ^  . 
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7) 


^      t,p(at,  +  by-t/(at^  +  l>y 


k-U 


t^t,(ati  +  by  -  <^y(ofg  +  by 


h-U 


Diese  Ausdrücke  enthalten  nach  Ausscheidung  von  t^  —  t^  nur  noch 
symmetrische  Functionen  der  Wnrzeln  der  Gleichung  4),  sie  sind  also 
rational,  und  die  Bechnung  wird  auch  im  Falle  negativer  p  nicht  gestört. 

Die  Gleichung  ^  —  0  hat^  wie  man  sich  leicht  üherzeugt,  unter 
anderen  stets  die  Wurzel: 

8)  hp^{n+pya\ 
und  das  zugehörige  B  wird: 

9)  B  «  (-  l)'»«»p-»(«  +  p)»+^a2«+P. 

Es  entspricht  das  dem  Fall  ^i  ■■  ^j.  Eine  besondere  Discussion  der 
an  sich  interessanten  Gleichung  !il  —  0  würde  an  dieser  Stelle  zu  weit 
fahren.  Wir  wollen  uns  auf  solche  Falle  beschrSnken,  in  denen  jene 
Gleichung  den  dritten  Grad  nicht  übersteigt  und  also  mit  Verwendung 
der  a  priori  bekannten  Wurzel  bequem  gelöst  werden  kann. 

Endlich  sei  noch  eines  Specialfalles  der  Gleichung  1)  gedacht,  welcher 
in  unserem  Ansatz  nicht  mit  enthalten  ist.     Für 

wird  nftmlich  die  Elammergrösse  in  Nr.  1)  zu  einem  vollständigen  Quadrat. 
Zieht  man  die  Wurzel  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  und  setzt  v  —  «;*, 
falls  p  ungerade  ist,  so  entsteht  eine  trinomische  Gleichung,  und  folglich 
ist  wieder  eine  zweigliedrige  Discriminante  vorhanden.  Die  Gleichung  2) 
hat  in  diesem  Falle  rationale  Lösungen,  nämlich: 

<i— —  Pö,     ^8— —  (2n+i>)a. 

2.  Specielle  F&lle. 
a)  Fall  w  -  2,  i)  -  -  1. 
Die  Gleichung  1)  lautet: 

tmd  die  Gleichung  4):  ,«  +  2a<  -  6  -  0, 

aasserdem  wird  4.  „.+  6,    ^  _  4«^,. 

Die  Gleichung  -ä  —  0  liefert: 

5  —  —  a*,  also  B  —  —  4a^, 
vergl.  auch  Nr.  8)  und  9). 

Sonach  ergiebt  sich  als  gesuchte  Gleichung  mit  binomischer  Discriminante: 
iA+  6av*  -  3a*-  xv  mit  \j^{p?+  2V)% 
d.h.  die  Jacobi'sche  Gleichung  vierten  Grades. 
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h)  Fall  »-l,i)-2. 

Die  gesuchte  Gleichung  lautet: 

v^+  8av^+  18a»«;««  a;  mit  y  «  x(x  -  3V)l 

c)  Fall  n-2,  i>«l. 

Die  Gleichung  1)  lautet: 

v^+lOav^+bhv^x 
und  die  Gleichung  4):        ^,+  6a^  +  5-0, 
ausserdem  wird 

Ä  «  36a* -  ISan  +  5«,     J5  -  2a5(3a*  -  6). 

Die  Gleichung  -ä  —  0  liefert 

5j «  9a«  (vergl.  Nr.  8),     6,  -  Aa\ 
^^^^  B,--108a^  5,--8aö 

gehört.     Die  beiden  gesuchten  Gleichungen  sind  daher: 

v^+10av^+45a^v  -  a;  mit  y  -  (x^+  12»a^)« 

v^  +  lOav^  +  20a«v  «  «  mit  V  -  (»*  +  2^0^)«. 
Wir  haben  in  der  ersten  die  Besolvente  von  Brioschi  (vergl.  Theil  I 
dieser  Abhandlung)  vor   uns,   in  der  zweiten  die  Moivre'sche  Gleichungy 
von  welcher  die  Fünfbheilung  des  Winkels  abhängt     Setzt  man  in  dieser 

letzten  Gleichung  -^  an  Stelle  von  a,  so  wird  sie  einfacher: 

v^+  5av^+5a^v  -  x  mit  y  -  (x^+  2«a*)«. 

d)  Fall  n«l,i>-3. 
Die  Gleichung  1)  lautet: 

v^+l0av^+5hv^^x 
und  die  Gleichung  4):       ^,  ^  g^^  +  36-0, 
ausserdem  wird 

Ä 512a*  +  112a»6  -  35»,    B  -  Bab(in  -  64a«). 

Die  Gleichung  J.  ■»  0  liefert: 

6j«-?a«,     &2-32a«. 

.  3 

Es  erscheint  zweckmässig,  im  ersten  Fall  den  Buchstaben  a  mit  >a, 

a  ^ 

im  zweiten  a  mit  ^  zu  vertauschen,  dann  kommt  man  zu  den  Gleichungen: 

v^+  15at;*+  60a«i;»=  a?  mit  y  =  a^X«  +  6*a«^)«, 
t;«^  +  5ai;*  +  40a«t7«  -=  a;    mit  y  =  a;«(a;  -  12'a'^)«. 

Setzt  man  noch  t;  — —  9  so  entsteht: 

a?«;^  -  60a««;«  -  15a w;  -  1  -  0 

a;«;^—  40a«w«—  5aM?  —  1  —  0, 
und  das  sind  im  Wesentlichen  jene  Besolventen,    die  wir  in  Theil  I  bei 
der  Auflösung   der   allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  benutzt  haben. 
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Die  erste  derselben  geht  für  a?  «=»  —  Ä,  a  —  ±1/  ö"^  *^""'?  ^^  unsere  Re- 

Bolyente  der  ri  über;  die  zweite  verwandelt  sieb  für  ^  — — -^j^  a— — -^ 
ip  — TF  in  die  Qordan-Klein'sche  Resolyente  der  W. 

e)  Fall  n  -  3,  |>  «  -  1. 
Die  Gleicbnng  1)  laatet: 

t;«+10atr»  +  56  — ojt; 
und  die  Gleichung  4):        «  .    ^  -^      r^ 

^        i*+  ^at  —  6  —  0, 
ausserdem  ist 

^-(6  +  4a^(5-a*)«0,    jB -a6(a»+ 75). 
Dem  Werthe  6  =■  —  4a*  (vergl.  Nr.  8)   entsprechend   entsteht,    wenn 
a  mit  ^  vertauscht  wird: 

.     v^  +  bav^  —  5a«  -  ict;  mit  V  -  («'  —  S^a*^)*. 
Dem  Werthe  &  —  a'  entsprechend  entsteht: 

t?«  +  lOav»  +  5a*  -  XV  mit  y  -  (aj«  -  12'a'^)*, 
d.h.  die  redudrte  Jacobi'sche  Gleichung  sechsten  Grades. 

f)  Fall  n- 1,1) -4. 

Die  Gleichung  1)  lautet: 

t;«  +  12at?*+65v*-a?* 
und  die  Gleichung  4):      ,.  +  lOa*  +  4^,  .  o, 
ausserdem  wird 
A  -  8a(1250a* -  275a*fe  +  12t*),    JB  -  166(250a* -  45a*&  +  &*). 
Die  Gleichung  ^  —  0  liefert: 

7.       25  ,      .       50  , 

and  wenn  im  ersten  Falle  a  durch  2a,  im  ssweiten  a  durch  ^  ersetzt  wird, 
80  gelangt  man  zu  den  Gleichungen: 

««  +  24at;*  +  150a*t;*  -  »  mit  y  -  x\x  -  lO^a«)*, 

t;«  +  Qav^  +  25a*t;*  -  «     mit  y  -  ic»(«  +  ^H^«*^)*' 

welche  durch  die  Substitution  t?  —  —  in  eine  zweckm&ssigere  Form  gebracht 
werden  können. 

g)  Fall  n-3,  p-l. 
Die  Gleichung  1)  lautet: 

t?^+14at;*+75t;-iB 
und  die  Gleichung  4):       ^s+ga^  +  ft-O, 
ausserdem  wird 
-4  -  (6  -  16a*)(6* -  lla*&  +  32a*),      B a5(64a* -  26a*&  +  36*). 
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Aus  -ä  «=>  0  folgt: 

wozu  ^ 

B,  -  -  2« .  d'a',     ^*  [  -  -  4a'(l3  ±  7  V^^) 

gebOrt.     Mithin  sind  die  gesuchten  Gleichungen: 

t;'  +  14at;*  +  112a*t;-«  mit  y  -  («»+ 2".  3«a7 


und 


t;'  +  14at;*  +  J(ll  ±  /^)a«t;  -  x 


2^  

«^^t  y  =»  [a:8+  2«.  3».  (13  +7 V'-.7)aT. 

Vertauscht  man  in  der  ersten  a  mit  ^j  so  entsteht 

v'  +  7a«;*+28a*t;«ic  mit  y  "=(«*+ 2* .  3«a')^ 
vertauscht  man  in  der  zweiten 

amit  -ia(l±>/=^), 

so  entsteht  genau  jene  Gleichung,  welche  Herr  Klein  unter  ganz  anderen 
Gesichtspunkten  als  Besolvente  der  Modulargleichung  achten  Grades  ge- 
funden hat*. 

h)  Fall  «  -  2,  i>  -  3. 
Die  Gleichung  1)  lautet: 

t;'+14at;*+75t;»-ic 
und  die  Gleichung  4):       ^,  ^  ^^^^  +  3&  -  0, 

ausserdem  wird  ^^(25«»- 36)(400a*- 68i»*6  +  ft«)  =  0, 
5-  12a6(250a*-  66aH  +  41^). 
Die  gesuchten  Gleichungen  sind  daher: 

t;'+14at;5+-y^a«t;»-a;, 

t;'+  Uav^  +  14(17  ±  3  l/2l)a»i;««  a;, 
und  sie  besitzen  eine  binomische  Discriminante: . 

V=-x«(a;«-2*.iSaO^ 
wo  ß  den  entsprechenden  numerischen  Factor  bezeichnet. 

i)  Fall  «  — 1,  p  — 5. 
Die  Gleichung  1)  lautet: 

und  die  Gleichung  4): 
ausserdem  wird: 


•  Math.  AnnalenXIV.  Bd.:  „üeber  die  Transformation  siebenter  Ordjinng der 
elliptischen  Functionen"  8.468  Nr.  52.  Vergl.  auch:  Hermite  in  Tortolini's  Aimali 
di  Matematica  II  p.  59 :  „Snr  Tabaissement  de  Täqnation  modulaire  du  huiti^medegii* 
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^  -  -  125a«  +  32  .  12^aH  --  12  .  16  .  17a«5«  +  256», 
2? «  -  5a6(12*a*  -  27  .  I2^a^b  +  5  .  29b^). 

Nach  Nr.  8)  muss  -4  =  0  die  Wurzel 

36  , 

besitzen  9  wozu  /*6 

gehört.     Nach  Ausscheidung  jener  Wurzel  verbleibt  noch  die  quadratische 

Gleichung:  4.12V- 4  .12V6  +  56»- 0, 

und  diese  ergiebt:  , 


^)-f-»'(6±V^). 


"•  1 

Hiemach  hat  man  drei  Gleichungen,   welche  für  t;  ■»  —   in   der  ffe- 

meinsamen  Form  i     r,,    ^      ia  ^       a 

enthalten  sind  und  denen  eine  binomische  Discriminante 

zukommt,  wo  ß  den  entsprechenden  numerischen  Factor  bezeichnet. 

Indem  wir  uns  mit  diesen  Beispielen  begnügen,  wollen  wir  noch 
eme  Andeutung  machen,  wie  sich  unser  Verfahren  auf  mehrgliedrige 
Gleichungen  ausdehnen  ISsst. 

3.  Behandlung  des  Falles 
1)  [t^«+  3(3w  +i?)ai;«"+  3(3w  +p)bv''  + (ßn+p)e\vP^  x  -  tp(v), 
Behu&  Herstelltmg  der  Discriminante  bilden  wir 

2)  9'(t;)-(3n+i>)[t?»«+3(2w+i))ai;««  +  3(n+i?)tv»  +  cp]t;^-*«0 

und  fElhren  den  Werth  von  t7*",  wie  er  der  letzten  Klammer  entnommen 
wird,  in  1)  ein,  dann  ergiebt  sich: 

X  -  3w(ai;»»+  2&t;*+  c)vp, 
oder 

3)  a?»  -  (3n)«(a/*  +2bt  +  c^tP, 
wobei  t?"  —  <  gesetzt  wurde.     Nun  kann  mit  Rücksicht  auf 

4)  t*+3(2n+p)at*+  d(n+p)bt  +  ci>  «  0 
die  Identität  ^p^^^«  +  2bt  +  cY-- Äi^+  2Bt  +  0, 

wo  Aj  B,  C  von  i  unabhängige  Grössen  sind,  erzeugt  werden.  Die  Grössen 
A  und  B  können  zum  Verschwinden  gebracht  werden,  und  hierbei 
ergiebt  sich:  ^  j 
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wobei  fi  und  v  aus   den  Exponenten  ft  und  p  zusammengesetzt  und  also 
numerisch  sind.     Indem  sich  nun  3)  einfach  auf 

a;«-(3n)«.C 
reducirty  erhält  man  für  die  specialisirte  Gleichung  1)  folgende  binomische 
Discriminanten: 

6)  y  -  xP-^iaf" -  (ßnyC]\  resp.  y  -  [a;«  -  (3n)«(7]», 

je  nachdem  p  eine  positive  oder  negative  Zahl  ist.    Man  vergl.  Abschnitt  A,  1 . 
Zur  Berechnung  der  Grössen  Ä,  By  C  hat  man 
6)  tiP(atJ  +  2bti  +  cY -  Äif  +  2Bti+C, 

unter  ^,-,    (i  — 1,  2^  3)  die  Wurzeln   der   Gleichung  4)   verstanden.     Man 
achte  hierbei  wie  früher  auf  das  Eintreten  gleicher  Wurzeln. 
Als  Beispiel  behandeln  wir  den 

Fall  n  -  2,  i) 1. 

Die  Gleichung  1)  lautet: 

v^  +  löat;*  +  156t;*  +  bc^zv 
und  die  GleichuBg  4):   ^,^  g^^,^  3M  -  c  -  0, 
ausserdem  wird 

Ä 9a»+4a6  +  c,     B 3o*&  +  llac  +  46»,      0-c(a«+76). 

Die  Gleichungen  ^  ■■  0  und  J?  ■-  0  liefern: 
c  — 9a*— 4o6, 

B-99a*-47a«6  +  4&»-0, 
folgUoh: 

6^ -9a«,    &,-^a» 
und  dem  entsprechend 

c, 27a»,    c, 2a»;     C^ 12»a»     C^ ^o". 

a 

Vertauscht  man  noch  im  ersten  Falle  a  mit  -^i  im  zweiten  a  mit  2a, 

so  gelangt  man  zu  folgenden  quintinomischen  Gleichungen: 

t;6  +  5at;*  +  15a«t;« -  5a»  -  xv        mit  y  -  (a;«  +  2»a5)», 
v«  +  30at;*  + 165 a«t?*  -  80a»  -  xv  mit  y  -  (a;«  +  6^a?f. 
Die   erste    dieser    Gleichung   ist    die    Malfatti'sche   Resolvente   der 

Gleichung:  12, — , 

/-5«y  +  iS-0,    («-«,  ^-V^ 

Die  cubische  Gleichung  für  t  redudrt  sich  in  obigen  SpecialföUen  auf 
{t  +  a)»  -  0  resp.  (f  +  aYQ  +  16a)  »-  0. 

Wie  diese  Untersuchungen  fortgesetzt  werden  können,  ist  wohl 
ersichtlich.  Gelegentlich  kann  man  den  Ansatz  von  vornherein  passend 
specialisiren,  wie  nachfolgendes  Beispiel  zeigt. 
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4.  Speoialfall  einer  sextmoinisehen  Oleioliimg. 
Wir  legen  nns  die  Oleiohang: 

t?»-  14at;«  +  I(25al+  26)t;*-'  lOabv^'-W^xv 

Tor,  in  welcher  die  Coefficienten  so  gewählt  sind,  dass 

Setzt  man,  zwecks  Bildung  der  Discrinünante,  diesen  Ausdruck  gleich 
Null,  entnimmt  dann  t?^  so  muss  auf  Grund  der  vorgelegten  Gleichung  x^ 
in  der  Form:  ^^Av^+B 

darstellbar  sein.     Hierbei  ergiebt  sich: 

A-^(a2-fe)(25a«-45)* 

B  «^a5(-  125a*  +  160a»&  +  2086«), 

also^  wenn  A  annullirt  wird, 

\  -=-  a?        und    6g  —  "X^^' 

WAzn 

Bi  -  U^a'  und  5,  -  2' .  f>H'' 
gehört,  wahrend  ^-.(^^-B)*. 

Die  gesachten  Gleichungen  lauten: 
!?»-14ai;«  +  63aV-70aV-7a*-»t;  mit  v-(a:«- 12«a^* 

t^-  28at;«+  350a»t;*  -  3500a»t;«-  7 . 625a*-  «t;  mit  y  -  (a;«~  2^* .  5^0^. 

In  der  zweiten  Gleichung  ist  2  a  an  Stelle  von  a  gesetzt  worden. 
Die  erste  Gleichung  kommt  mit  der  Klein'schen  Modulargleichung  achten 
Grades  der  eUiptischen  Functionen  überein.  Vergl.  die  bereits  erwfthnte 
Abhandlung  von  Klein  in  den  Math.  Annalen  XIV.  Bd.  S.  452. 

6.  Anwendungen. 
Es    mag   noch    eine  Andeutong   folgen,    wie    die    bisher   gefundenen 
Resultate  in  der  Integralrechnung  verwerthet  werden  können. 

Führt  man  in  die  Discriminante  V  **  V(^)  ^^  Gleichungspolynom 

X  -  q>(i)) 
ein,  so  muss  das  so  entstehende  Polynom  aus  bekannten  Gründen  rational 
zerlegbar  sein,  und  ein  Factor  muss  mindestens  doppelt  zählend  (in  zweiter 

Potenz)   aufiareten.     Ebenderselbe  Factor   muss    aber   auch  in  -^  '^  9>'  (v) 

enthalten  sein.     Hieraas   ergiebt  sich,   dass   die   Gleichung  x^  q>(v)  bei 

der  Transformation  gewisser  Transcendenten  von  der  Form:  ^  , 
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r  dx 

gebraucht  werden  kann.* 

Nehmen  wir  als  Beispiel  die  Jacohi'sohe  Gleichung  vierten  Grades 

(Abschnitt  2  Fall  a): 

t;*+  6at;«-  3a«-  »i;  mit  \j(x)  -  (x«+  ^a^. 

Hier  ist  1 

«« +  64a»  -  -i  (t>»  +  af  (»» +  9a) 

and  folglich;  ^^  3^^ 


[a;»+64o»]*       [»(»»  + 9a)]* 
Für  t;  —  «7*  ergiebt  eine  noclunalige  Differentiation: 

(.»+64«»)^  +  3«^-j2«-0, 

d.  h.  die  Differentialresolyente  der  Jacob  loschen  Gleichung,  welche  schon 
Herr  Brioschi  aufgestellt  hat** 

Setzt  man  in  obigen  Differentialen: 

X*  +  64a»  -  64a»/«,    v{f  +  9a)  -  vW, 

so  entsteht:  ,,  , 

dt  dw 


2V<»-i      y^^-i 

wfthrend  die  zugehörige  Gleichung  in 

w*-4<t(;»+8«^  +  4/-0 
übergeht  und   durch   Zweitheilung   der   elliptischen   Functionen   aufgelöst 
werden  kann. 

Ein  anderes  Beispiel  bietet  die  Mo  i  vre 'sehe  Gleichung 

t;*+  5av»+  5a«t;  -  x  mit  ^{x)  ^  {x^+  2»a^* 
dar.    (Vergl.  Abschnitt  2  Fall  c.)     Hier  wird 

a;*+  4a^-  (vH  4a)(t?*+  3at;«+  a«)» 
und  demnach:  ,  _,  , 

dx  bdv 


Vx^-^-U^      l/t;»+4a 
Mittelst  Integration  könnte  man  jetzt  die  Auflösung  der  Moiyre'scben 
Gleichung  sowohl  durch  Wurzelzeichen ,    als  auch  durch  Fünftheilung  des 
Winkels  bewerkstelligen.***     Differenzirt  man   nochmals,   nachdem  zuvor 


*  Vergl.  die  „Studien**  des  Verf.  XUI:    Beiträge  zar  Transformation  der 
hyperelliptiBchen  IMfferentiale**  S.  108,  oder  auch:  Diese  Zeitschr.  Jahrg.  USSl 
**  Brioschi:  „Die  Auflösung  der  Gleichungen  vom  fünften  Grade**.  M»^ 
Annalen  XIIL  Bd.  S.  126. 

****  Vergl  die  Abhandl.  des  Verf.:  „Zur  Integration  der  Differentialgleichnsgen.** 
Diese  Zeitschr.  XXIX.  Jahrg. 
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beide  Seiten   obiger  Differentialgleichung  qnadrirt   sind,   so   gelangt  man 
zur  entspreclienden  Differentialresolvente,  nftmlich: 

Am  Schlass   seien  noch  die  Fälle  d)  nnd  e)  ans  Abschnitt  2  herbei- 
gezogen.    Für  die  Gleichung: 

v^+  5ot;*+  40a«^*-  x  mit  ^(x)  «  ic«(a;-  12V)2 
"^'^  X  -  1728a» -  (t;  -  3a)(v^  +  Uv  +  24a7, 

dx  6vdv 


Vx{x^n28a^)      yv(v-3a){v^+5av  +  4Öa^) 

Das  letzte  Differential  ist  also  psendoelliptisch. 

FQr  die  Jacobi'sche  Gleichung  sechsten  Grades 

v^  +  10av^+  5a*  -  xv  mit  ^(x)  -  (aj»-  12^a^y 
wird  ^ 

r»  -  1728a» -  -\(v^  +  22av^  +  125aO(t;«  +  4at;»  -  a*)», 

mithin:  ^  -  , 

dx  odv 


Ya^-  1728a»       V'«'(t;«  +  22at;8  +  125a«) 

B.  Bemerkangeii  zu  den  Beihen  und  den  DifferentialresolTenteD. 

Die  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  durch  Transcendenten, 
d.  h.  durch  Beihen,  Eettenfunctionen,  elliptische  Functionen  tl  b.  f.  hat 
keineswegs  blos  eine  praktische  Bedeutung.  Sie  dient  nicht  etwa  nur 
der  numerischen  Berechnung,  sondern  sio  lässt  auch  Schlüsse  über  die 
Natur  der  Wurzeln  im  Allgemeinen  zu.  Ich  erlaube  mir,  betreffs  dieses 
Punktes,  auf  einige  Besultate  aufmerksam  zu  machen,  die  ich  in  meinen 
„ Studien '^  veröffentlicht  habe.*  Es  gelingt,  wie  dort  gezeigt  wird,  die 
Wurzeln  einer  Gleichung  w*®"  Grades  in  der  Form: 

1)  y^Ä^+Ä^s  +  Ä^s'  + . . .  +  An-lB^"' 

darzustellen.     Für  e  hat   man   nach   und   nach   sSmmtliche  Wurzeln   der 
Gleichung:  e»=-l 

einzutragen,  und  die  Ät  hängen  in  übersichtlicher  Weise  von  den  Coeffi- 
denten  der  yorgelegten  Gleichung  ab. 

Der  Ausdruck  1)  lässt  sich  in  bequemster  Art  potenziren,  wobei  der 
Exponent  einfach  in  die  Äi  eingeht.  Infolge  dessen  kann  man  die  Existenz 
der  Lösung  1)  durch  directes  Eintragen  derselben  in  die  Gleichung  dar- 

*  Drittes  Kapitel  St.  XIX:  ,, Theorie  der  tiinomischen  Gleichungen"  und 
8i  XX:  „  Transoendente  AuflösuDg  der  al)gemein<)n  Gleichung  n**^  Grades."  — 
Veigl  auch  Math.  Annalen  XXVIIL  Bd.  ^  i 
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thon.  Ebenso  Iftsst  sich  mittelst  1)  die  Oirard-Waring'sche  Fomiel  f&r 
die  Potenzsummen  der  Wurzeln  mühelos  anschreiben. 

Am  Einfachsten  gestaltet  sich  die  Sache  bei  den  trinomischen  Gleich- 
ungen. Für  diese  sind  die  Ai  hypergeometrische  Reihen  n^'  Ordnung, 
und  man  ist  daher  in  der  Lage,  für  die  trinomischen  Gleichungen  sofort 
die  zugehörigen  Differentialresolventen  angeben  zu  können,  die  eben  nichts 
anderes  als  die  wohlbekannten  Differentialgleichungen  sind,  denen  jene 
hypergeometrischen  Reihen  genügen. 

Was  die  trinomischen  Formen: 

2)  y^+5ßy  +  Y^0 

3)  y^+5«y»  +  y-0 

anlangt,  so  sind  die  zugehörigen  Differentialresolyenten  hypergeomeixische 
Differentialgleichungen  vierter  Ordnung.  Die  Ordnung  f&llt  nämlich  von 
5  auf  4,  weil  die  lineare  Beziehung: 

statt  hat.  Aber  die  Ordnung  jener  Differentialgleichungen  l&sst  sich  nodi 
weiter  herabdrücken,  denn  das  allgemeine  Integral  erweist  sich  als  das 
Product  der  vollständigen  Integrale  zweier  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung. 

Hierzu  sei  Folgendes  bemerkt.  Schon  Liouville*  hat  gezeigt,  dan 
ein  Ausdruck 

4)  y-(ci«'i+c««'»>*i 

in  welchem  v^  und  v^  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  einer  linearen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  sind,  einer  linearen  Differential- 
gleichung (^[i  + 1)^'  Ordnung  genügt,  und  dass  deren  allgemeines  Integral 
die  Form: 

5)  y  -  CiVi^+  C^v,'*''H^  +  "'+Cf,+ivJ* 

besitzt  Herr  Fuchs**  fügt  hinzu,  dass  auch  die  Integrale  v^f^j  ^i'*~**'«i-«  • 
ein  Fnndamentalsystem  bilden,  und  dass  die  Differentialgleichung  (fi  +  1)^ 
Ordnung  keine  anderen  singulftren  Punkte  haben  kann,  als  jene  Gleichung 
zweiter  Ordnung. 

Diese    Fragen    lassen    sich    auf  Producte  von  Integralen   ausdehnen. 
Als  einfachsten  Fall  setze  man: 

6)  y  —  (c^Vi  +  (^v^{c^w^  +  c^i^i), 

unter  v^^  v^  und  w^^  w^  Fundamentalsysteme  von  Integralen  zweier  linearer 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  verstanden.    Man  findet,  dass  der 

*  Journal  des  mathematiques  (1839)  i  IV  p.  489. 

**  Journal  f.  d.  r.  u.  a  Mathematik  81.  fid.:  „üeber  die  linearen  Diffnential- 
gleiohungen  zweiter  Ordnung  etc."    Vergl.  S.  129 — 181.  ^  j 
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Ansdmck  6)  einer  linearen  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  genügt, 
deren  allgemeines  Integral  die  Form: 

7)  y  «  CiV^iv^  +  C^v^w^  +  C^^t^^  +  C^v««?» 

besitzt.  Umgekehrt  kann  man  durch  ein  blosses  Eliminationsverfahren  die 
Frage  zur  Entscheidung  bringen:  Wie  müssen  die  Coeffidenten  einer 
linearen  Differentialgleichung  beschaffen  sein,  damit  ihr  allgemeines  Inte- 
gral in  der  geschilderten  Art  reducibel  sei? 

Erinnert  man  sich  nun,  dass  die  Auflösung  jeder  Hauptgleichung 
fünften  Grades: 

8)  y*+5«y»+5/Jy  +  y-0 
in  der  Form: 

ausdrückbar  ist,  so  liegt  es  sehr  nahe,  die  Differentialresolyenten  vierter 
Ordnung  der  Gleichungen  2)  und  3)  auf  ihre  Reducibilität  bin  zu  prüfen. 
In  der  That  ergiebt  sich,  dass  die  in  Betracht  kommenden  bjpergeo- 
metrischen  Reihen  vierter  Ordnung  in  das  Prodact  je  zweier  hypergeo- 
metrischen Beiben  zweiter  Ordnung  zerfallen.  Die  entsprechenden  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  erweisen  sich  nach  gehöriger  Transformation 
als  die  Differentialresolventen  des  Ikosaeders.* 

*  Es  dürfte  angemessen  sein,  an  dieser  Stelle  auf  die  entsprechenden  Yer- 
lAltnisse  bei  den  Gleichungen  vierten  Grades  hinzuweisen.  Setzt  man  die 
LOsnng  einer  solchen  in  der  Form: 

y,=  ^«,+  -4,fi/+ ^3«,»    (ir  =  0,1,2,8),  fi*=l 
▼orauB,  so  ist  ^yv=  0.    Damit  auch 

verschwinde,  wähle  man        * 

dadurch  wird  ^  =  ^-    ^  =  y.>^5,    A  — V. 

jSy/=i2ry2,    27y/  =  4H, 

and  ffv  stellt  nnn  die  Wurzeln  einer  Hauptgleichong  vierten  Grades: 

y*-4yi/y-jBr=0 
vor.  --  Bekanntlich  repiftsentirt  f  ein  Oktaeder,   H  einen  Würfel    II  erweist 
sich  als  Hesse'sche  Determinante  von  f,  und  diesen  Formen  gesellt  sich   als 
Functional- Determinante,    gebildet  ans  beiden,    noch  eine  dritte  Form  T  vom 
zwölften  Grade  zu,  die  mit  den  vorigen  durch 

verknüpft  ist  Man  hat  hier^so  ganz  ähnliche  Verhältnisse  wie  früher  und  kann 
genau  wie  im  Theil  I  Abschnitt  11  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter 
Ordaong  aufstellen,  welcher  jene  g^  und  e^  genügen.  Die  Differentialresolvente 
dritter  Ordnung  der  y^  aber  muss  so  beschuffen  sein,  dass  sie  durch  die  Sub- 
•titution  y  =M*  auf  die  zweite  Ordnung  herabgesetzt  werden  kann.  —  Man  vergl. 
auch  die  diesbezüglichen  Bemerkungen  bei  Klein:  Ikosaeder  S.  266  u.  257  und 
bei  Gordan:  Vorlesungen  S.  161  u.  162.  ^  j 

Digitized  by  VjOOQIC 


270       üeber  die  Auflösung  der  Gleichungen  vom  fQnften  Orade. 

Der  hiermit  angedeutete  Vorgang  ist  in  der  AusfiLhrung  ziemlich 
umst&ndlich.     Herr  D.  Besso*  hat  die  Rechnung  für  die  Oleichnng: 

mitgetheilt.  Es  zerfällt  die  zugehörige  Differentialresolvente  vierter  Ord- 
nung in  sEwei  Difi'erentialgleichangen  zweiter  Ordnung,  welche  in  der 
gemeinsamen  Form: 

9V  +  q> .  (ax^+hx  +  c)f/+(fa^  +  gx^+  hx^+  kx  +  l)y  -  0, 
wo 

9-(«-A)(a;-^,)(a:-ft),     ft^ft^ft 

enthalt-en  sind.     Dabei  stellen  sich  noch  die  Bedingungen: 

4/'+2a  — a»-0  und  2^  +  22>  -  a&  —  0 

ein.  Nun  untersucht  er  obige  Gleichung  und  findet,  dass  selbige  unter 
den  nämlichen  Bedingungen  auf  die  gewöhnliche  hypergeometrische  Difia- 
rentialgleichung  reducirt  werden  kann.  —  Was  dieses  letzte  Eesuliat 
anlangt,  so  muss  ich  bemerken,  dass  ich  dasselbe  schon  yor  l&ngerer  Zeit 
gefunden  und  auch  veröffentlicht  habe.^* 

Selbstverständlich  kann  man,  wie  auch  früher  (vergl.  Theil  I  Ab- 
schnitt 12  dieser  Arbeit)  erwähnt  wurde,  das  Verfahren  umkehren  und 
von  der  Differentialresolvente  des  Ikosaeders  nach  Anwendung  einer  Trans- 
formation zweiter  resp.  dritter  Ordnung  zur  Differentialresolvente  vierter 
Ordnung  kommen,  also  auch  zu  den  entsprechenden  Reihen.  Aber  ich 
erlaube  mir,  hier  eine  Ansicht  auszusprechen,  zu  der  mich  meine  froheren 
und  neueren  Untersuchungen  mehr  und  mehr  hingedrängt  haben:  Die 
trinomischen  Gleichungen  jeden  Grades  bilden  eine  Gattung 
von  Gleichungen  für  sich,  die  eine  durchaus  gemeinsame  Be- 
handlung als  zweckmässig  erscheinen  lassen.***  Es  ist  schon  fCnr 
den  fünften  Grad  nicht  zu  empfehlen ,  die  trinomische  Form  als  Special&ll 
einer  mehrgliedrigen  Form  anzusetzen.  Der  Einwand ,  dass  die  Lösung 
einer  trinomischen  Gleichung  fünften  Grades  in  dem  einen  Falle  aus  hjper- 
geometrischen  Reihen  zweiter  Ordnung,  im  anderen  aus  solchen  vierter 
Ordnung  gebildet  und  also  weniger  einfach  sei,  ist  vielleicht  unter  gewissen 
Gesichtspunkten  berechtigt;  im  Allgemeinen  aber  nicht. 

Die  Darstellung  der  Wurzeln  einer  Gleichung  fünften  Grades  durch 
Reihen  vierter  Ordnung   ist  übrigens  nicht  nur  für  die  trinomische  Form 


*  Rom.  Acc.  L.  Rend.  U,  593  -  697 :  ,,  Sopra  niS  clasae  d'equasioni  diiferen- 
ziali  lineari  del  second'  ordine  e  sull'  equazione  del  quinto  grado*'  (1886). 

**  Diese  Zeitschrift  XXIX.  Jahrg.  S.  161:    „üeber   DifferentialgleiehimgeB, 

welche    durch  hypergeometrieche  Functionen   integrirt  werden  können"  (1884)l 

***  Vergl.  die  Arbeit  des  Verfassers :  „  Die  trinomische  und  quadiinomiacbe 

Gleichung  in  elementarer  Behandlungs weise.**    Diese  Zeitschrift  XXXYIL  Jahrg. 

S.  90  (189S). 
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angezeigt,  sondern  auch  für  eine  grosse  Anzahl  anderer  Oleichungen. 
Bemerken  wir  zunfichst  ganz  allgemein ,  dass  die  Beihen,  welche  den 
trinomischen  Formen: 

y"  +  y"""*  + aj  —  0  und  y*+ a?^*""*  +  l  — 0 
genflgen^  ihren   Charakter  nicht   findem,    d.  h.  hypergeometrische  Eeihen 
n*^  Ordnung   hleiben,    wenn    sie   potenzirt   oder  nach    dem  Parameter  x 
difiPerenzirt  resp.  integrirt  werden.     Eben   diese  Processe  gestatten   aber, 
aas  der   trinomischen  Gleichnng   neue   algebraische  Gleichungen   desselben 

Grades  abzuleiten  (für  y*"  «=»  j?,  -j—  —  je?  u.  s.  f.),  denen  dann  die  ver- 
änderten Eeihen  genügen. 

ErwShnen  wir  einige  Beispiele. 

a)  Die  Gleichung:  ^^r,a0^J> 
giebt  quadrirt  und  fär  B^'^i: 

t^  -  lOai^  +  2baH  -  5«  -  0, 
und    dieser   letzteren   genügen    direct    hjpergeometrische   Beihen    vierter 
Ordnung.     Die  äussere  Aehnlichkeit  dieser  Gleichung  mit  der  Besolvente 
von   Brioschi  kann  nach  dem  Ergebniss   von  Abschnitt  1  Theil  I  Ver- 
anlassnng  werden,  auch  hier  die  Substitution: 

n 

zu  versuchen,  und  es  zeigt  sich,  dass,  wie  dort,  bei  passender  Wahl  von  h 
zwei  Coefficienten  der  transformirten  Gleichung  gleichzeitig  aunullirt 
werden  können.     Man  findet: 

Äiy*^- 20*1^»+ öÄiy +1-0, 

und  diese  Gleichung  ist  sonach  rückwärts  auf  die  trinomische  Form  reducirbar 

b)  Die  Gleichung:  ^_  g^^,^  j 

giebt  quadrirt  und  für  i?^y\ 

y^-  25aV~  lOa&y  -  &««  0, 
also  eine  Hauptgleichung: 

mit  der  Bedingung:  4«y-5^«-0. 

Offenbar  würde  für  diese  Gleichung  die  allgemeine  Auflösungsmethode 
eebr  imzweckm&ssig  sein. 

c)  Die  Gleichung:  0^  -  5«  +  4a?  —  0 

fdebt  nach  %  differenzirt  und  für  -t^  '^ -=r : 

^  dx      b 


4             ^        j  t  ^«^ 

V  —  -z 1  •=- »  d.  h.  JE?  — 


1  — IJ*         X  —  »        '     *  t?  +  1 
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Eliminirt  man  hieraus  und  aus  der  ursprünglichen  Gleichung  $,  so 
entsteht:  ^4^5  _  (^  _  4)(^  +  i)4  _  q, 

und   dieser  genügt  abermals   direct  eine  hypergeometrische  Reihe  yierter 
Ordnung,  nämlich:  ^ 

dx 
unter  0  die  ursprüngliche  Reihe  yerstanden. 

üehungsbeispiel:  Wie  löst  man  mittelst  hypergeometrischer  Beihan 
direct  die  Gleichung  u(u  —  l)v^  +  lOuv^  +  5t;  +  16  «  0? 

Diese  Beispiele^  welche  noch  reichlich  vermehrt  werden  könnten, 
zeigen,  dass  man  bei  Gleichungen  fünften  Grades  durch  Anwendung  all- 
gemeiner Metboden  sehr  auf  Umwege  gerathen  kann. 

Für  Gleichungen  mit  zwei  und  mehreren  wesentlichen  Parametern 
tritt  nun  die  Frage  auf,  ob  es  nicht  angezeigt  ist,  direct  transcendente 
Losungen  zu  construiren,  die  der  vorgelegten  Gleichung  genügen,  also 
etwa  Reihen,  welche  nach  Potenzen  eines  Coefficienten  oder  einer  bestimmten 
Verbindung  der  Coefficienten  fortschreiten.*  Schon  Herr  Eronecker  bat 
auf  diesen  Umstand  Gewicht  gelegt,  um  accessorische  Irrationalitäten  zn 
vermeiden.  Jene  Reihen  müssen  sich,  wofern  sie  die  Lösung  einer  Haapt- 
gleichung  fünften  Grades  darstellen,  in  die  hypergeometrischen  Reihen 
des  Ikosaeders  spalten  lassen,  und  das  dürfte  ein  erstes  Mittel  abgeben, 
um  über  die  Convergenzbedingnngen ,  über  die  Eigenschaften  der  sa- 
gehörigen Differentialresolventen  u.  s.  f.  Aufschluss  zu  erhalten. 


*  Yergl.  die  Reihenentwickelungen  in  den  citirten  Arbeiten  des  Verfassen 


(Schluss  folgt.) 
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XV. 

Einige  metrische  Eigenschaften  der  cubischen 
räumlichen  Hyperbel. 

Von 

Dr.  Ernst  Heinrichs 

in  Köln. 


B  oliluss. 


IL 

15«  Schneidet  man  den  zum  Prisma  A  der  drei  Asymptotenebenen  at 
einer  cubiscben  ranmlicben  Hyperbel  h^  gehörigen  cnbischen  Cylinder  y^ 
(§  1)  durch  eine  beliebige  Ebene,  so  entsteht  in  dieser  eine  ausgeartete 
ebene  Cture  c*  des  Systems  der  auf  dem  Cylinder  y*  enthaltenen  cnbischen 
Baumhyperbeln^  sowie  deren  Wendeasymptotendreieck  d.  Es  ist  gezeigt 
worden,  dass  die  Curve  c*  aus  drei  Zweigen-  besteht,  welche  in  den  Scheitel- 
winkelr&mnen  des  Dreiecks  d  liegen.  Als  Doppelpunkt  der  Curve  haben 
wir  den  Schwerpunkt  M  des  Dreiecks  d  erkannt,  und  als  Scheitelpunkte 
derselben  sind  ihre  auf  den  Mittellinien  dieses  Dreiecks  ausser  M  noch 
liegenden  Punkte  St  bezeichnet  worden.  Der  Abstand  eines  jeden  der 
Punkte  8i  vom  Doppelpunkte  M  ist  beziehungsweise  gleich  derjenigen 
Hittellinie  des  Dreiecks  d,  auf  deren  Verlängerung  der  betreffende  Punkt 
8i  liegt  und  die  Tangente  Si  der  Curve  in  einem  ihrer  Scheitelpunkte  ist 
der  gegenüberliegenden  Wendeasymptote  parallel.  Die  drei  Wendeasymptoten 
mögen  mit  Wty  die  ihnen  gegenüberliegenden  Eckpunkte  des  Dreiecks  d 
mit  Mi  und  die  Fusspunkte  der  Mittellinien  desselben  mit  Ni  bezeichnet 
werden  (siehe  Heft  4  Taf.  IV,  Fig.  4  u.  6). 

Wenn  man  die  Curve  c®  mit  einem  um  den  tmendlich  fernen  Punkt 
WT  der  Asymptote  Wi  sich  drehenden  Strahle  schneidet,  so  erzeugen  die 
Strahlenpaare,  welche  den  Doppelpunkt  M  mit  den  beiden  variabelen 
Schnittpunkten  Xk  und  Xi  verbinden,  bekanntlich  eine  Strahleninvolution. 
Die  Doppelgeraden  der  Involution  sind  der  vom  Doppelpunkte  M  zum 
Punkte  WT  und  der  von  ihm  zum  Scheitel  St  gezogene  Strahl,  nämlich 
die  Mittellinie  w,-  des  Dreiecks  d.  Wenn  nun  Yjt  und  Ti  die  Schnittpunkte 
der  Geraden  XjtXi  mit  den  Seiten  w^  und  u^  des  Dreiecks  d  sind,  während 
der  Schnittpunkt  derselben  Gerade  mit  der  Mittellinie  nii  durch  Z  bezeichnet 
werden  möge,    so   folgt  aus  den  Eigenschaften  der  Involution,   dass  der       . 
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Punkt  Z  die  Mitte  der  Strecke  Xt^i^  ans  den  Eigenschaften  der  Mittel- 
linie aber,  dass  er  auch  die  Mitte  der  Strecke  Yi^Yi  ist    DemgemSss  ist: 

Es  ergiebt  sich  daher  folgender  Satz,  in  welchem  wir  unter  don 
Fluren  der  Curve  c*  die  drei  Flächenstücke  verstehen  wollen,  welehe 
einerseits  von  je  einem  Zweige  der  Carve,  andererseits  von  dem  diesen 
einschliessenden  Asjmptotenpaare  begrenzt  werden: 

Die  zwei  Strecken,  in  welchen  eine  zu  einer  Wende- 
asjmptote  der  Curve  o^  parallele  Gerade  eine  oder  zwei  von 
den  Fluren  der  Curve  durchschneidet,  sind  gleich. 

Zieht  man  die  der  Ctoraden  'K^Xi  unendlich  nahe  Parallele,  so  sind 
die  beiden  unendlich  schmalen  Paralleltrapeze,  welche  von  den  zwei 
Parallelen  aus  den  Fluren  der  Curve  ausgeschnitten  werden,  inbaltsgleicli, 
weil  die  parallelen  Seiten  des  einen  gleich,  den  parallelen  Seiten  des 
anderen  sind.  Daraus  folgt  durch  Aneinanderlegen  unendlich  vieler  von 
diesen  Paralleltrapezen: 

Die  beiden  endlichen  Flftchenstücke,  welche  zwei  zu  einer 
Wendeasymptote  der  Curve  c^  parallele  (das  Dreieck  d  nicht 
einschliessende)  Geraden  aus  der  einen  oder  den  zwei  von  ihnen 
durchzogenen  Fluren  der  Curve  ausschneiden,  sind  inhaltsgleicfa. 

LUsst  man  die  eine  der  beiden  Parallelen  unendlich  fem  werden,  die 
andere  aber  mit  der  ihr  parallelen  Wendeasymptote  der  Coive,  oder, 
wenn  beide  nur  eine  Flur  durchschneiden,  mit  der  znnftchstliegenden  Ecke 
des  Dreiecks  zusammenfallen,  so  folgt: 

Je  zwei,  also  alle  drei  Fluren  der  Curve  c'  sind  inhalts- 
gleich  und  jede  derselben  wird  von  der  sie  durchschneidenden 
Mittellinie  des  Wendeasymptoten-Dreiecks  d  halbirt. 

16.  Die  Gleichung  der  Curve  c',  bezogen  auf  ein  rechtwinkeliges 
Coordinatensystem,  dessen  Mittelpunkt  im  Doppelpunkte  der  Caive  liegt) 
war  folgende  (§  2): 

I)  (wiÄJ  +  Vjy  —  l)(wgir  +  %y  -  l)(w8a?  +  «?«y  -  1)  +  1  —  0, 
wobei  für  die  M^i  und  Vi  die  Bedingungsgleichungen  galten: 

jj.  jl)    «i  +  «,+  tt,-0, 

^  b)     i,j  +  t;,  +  i;,  =  0, 

aus  welchen  sich  auch  noch  ergab: 

II)  3)     (l  =  Wit?,  — ti^t;i~W8t?3-t«^«;2=t<^t?i- t«it?j. 
Setzen  wir  zur  Abkürzung: 

VkiX  +  Viy  =  Tf, 
so  können  wir  die  Bedingungsgleichungen  II)  1)  und  2)  durch  die  ihnw 
äquivalente  Identität: 
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11)  4)     r,  +  t,  +  t,  =  0 

ersetzen.     Mit  deren  Hilfe  lässt  sich  die  Gleichung  1): 
(r,-l)(r,-l)(r3-l)  +  l  =  0, 

tiTg  T3  —  T,  r«  —  T^Ta  —  TaTt  —  0 

Setzt  man  nun: 


in  die  Form: 


•'l*'2 


"2  "3 


•'S*!" 


n) 


5)     -  —  A,  Ui  +  ViX  =  U;  also  Xi=x  .  U, 


80  ergiebt  sich  folgende  parametrische  Darstellung  der  Curve  c^: 


V) 


0?  -■ 1 J 

<!  «i  '» 

i      i      A 


Die   parametrische  Darstellung   für   die  zur  Curve  c"  (nach 
§  12)  conjugirte  Curve  c"  ist  offenbar: 

1        1        1 


VI) 


ti       U       *, 


»• 


t. 


1  _  i 
h        »       'a 

Die  obigen  Identitäten  II)  1)  bis  4)  bestehen  fOr  beide  Cnrven.  Es 
lassen  sich  aus  denselben  folgende  mehrfach  zu  verwendende  weitere 
Identitäten  leicht  herleiten: 

6)  <!  +  *,+ *,=  0, 

7)  <,*  +  V  +  <8*=  -  2  (t,t^  +t,t,  +  t,t,), 
H)            i   8)    (t,*+  ,»+C)*  =  4(<.V+'»V+'sV), 

9)       *i'+'2'  +  V=3'i'*<j. 
VlO)  ti'-  <*»=  (tiU  +  tA+hh)(ik-ti). 

Die  Coordinaten  der  Ecken  Mt  des  Wendeasymptoten- 
Dreieckes  d  sind: 


vn) 


v,  —  v. 


-''   y,- 


X," 


v,  —  v. 


X.  —  -■ 


t»,— «, 


y»' 


%- 


wo  d  den  in  Gleichung  II)  3)  angegebenen  Werth  hat 

Der    Flächeninhalt    des    Dreiecks   d   ist    somit,    gemäss    der 
Determinantenformel:  ^  . 
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für  rechtwinklige  Coordinaten,  die  wir  ein  für  allemal  annehmen: 


vm) 


F- 


2d 


Der  Inhalt  desjenigen  Dreiecks  d,  welches  durch  eine  beliebige  Ebene 
ans  dem  Prisma  der  Wendeasjmptotenebenen  einer  cubischen  rftumlichen 
Hyperbel  h^  ausgeschnitten  wird,  ist  nicht  zu  verwechseln  mit  dem  für 
das  ganze  vorliegende  Curvensystem  (ä')  constanten  Werthe  /,  welcher 
durch  die  Formel  lY)  (des  §  10)  dargestellt  wird«  Bei  der  spftter  he^ 
zuleitenden  parametrischen  Darstellung  der  cubischen  Raumcarve  h^  selbst 
jedoch  werden  wir  als  a;^- Ebene  eine  (zunächst  beliebige)  zur  Eantea- 
richtung  des  Prismas  A  normale  Ebene  annehmen.  Für  diese  ist  sodann 
der  Werth  F  mit  dem  Werthe  J  identisch,  und  wir  erhalten  somit  durch 
Verbindung  der  Formeln  IV)  und  VIII)  die  Belation: 

IX)  a  .  c  .  d  —  3. 

17,  "Wenn  wir  in  den  Gleichungen  V)  die  Brüche  vereinigen,  sodann 
auf  den  Zfthler  die  Identität  II)  7)  anwenden,  so  erhält  die  parameirische 
Darstellung  der  Cnrve  c^  die  neue  Form: 

1     h^+t^^+h^ 


X) 


X  —  ■ 


2 
i 
2 


Nun   ist   die   Entfernung  PM  des   Punktes   P  ze  (xy)   der  Cnrve  <? 
vom  Anfangspunkte  M  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

oder  nach  den  Gleichungen  X): 

Durch  Umformung  des  Zählers  gemäss  der  Identität  II)  8)  erhalten  wir: 

14-32        14-1»        14-1* 

h  h  h 

Der  Strahl  PM  möge  die  Wendeasymptoten  iVi  in    den  Punkten  Pi 
durchschneiden.     Der  Punkt  Pi  hat  dann  die  Coordinaten: 


daher  ist: 


1 

Xi  —  jl 


*'-? 
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^^--x^  +  y^^P.M', 
und  somit: 
XI)  PJf«-  PiJlf>+  P^M*+P^M\ 

Daraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Jeder  vom  Doppelpunkte  der  Curve  (^  ausgehende  Strahl  m 
durchschneidet  je  einmal  die  Curve  selbst,  sowie  ihre  drei 
Wendeasymptoten.  Die  Entfernung  des  ersteren  Schnittpunktes 
Yom  Doppelpunkte  ist  gleich  der  Diagonale  desjenigen  recht- 
winkeligen Parallelepipedums,  dessen  Kanten  gleich  den  Ent- 
fernungen der  drei  letzteren  Schnittpunkte  vom  Doppelpunkte 
sind. 

Der  Satz  kann  zur  Construction  der  Curve  c^,  deren  Wendeajsmptoten- 
Dreieck  gegeben  ist,  benutzt  werden. 

IS*  dtp  sei  im  Bogenmaasse  der  Winkel  zweier  aufeinander  folgender 
vom  Schwerpunkte  M  des  Dreiecks  ö  ausgehender  Yectoren  m  und  m| 
der  Curve  c*.     Ans  der  Gleichung  XI)  folgt  sodann: 

PM^dg>  -  PiM^dtp  -  PkM^dtp  +  PiMUg>, 

wo  Pf  der  dem  Punkte  P  zunächstliegende  unter  den  drei  Schnittpunkten 
des  Strahles  m  mit  den  Wendeasjmptoten  Wi  sein  möge.  Die  linke  Seite 
der  Gleichung  giebt  dann  den  Inhalt  desjenigen  unendlich  schmalen  Flächen- 
Stückes  an,  welches  der  Winkel  mm^  aus  der  von  ihm  durchsetzten  Flur 
der  Curve  c',  und  die  rechte  Seite  giebt  den  Inhalt  derjenigen  Fläche^ 
welche  derselbe  Winkel  aus  der  Fläche  des  Dreiecks  d  ausschneidet.  Nach 
unserer  Gleichung  sind  beide  Flächenstücke  gleich.  Denkt  man  sich  nun 
eine  Beihe  unendlich  kleiner  Winkel  mw^,  m^m^  u.  s.  w.  durch  Drehung 
des  Strahles  m  um  den  Schwerpunkt  M  aneinander  gelegt,  so  folgt: 

Das  von  zwei  beliebigen  Yectoren  der  Curve  c'  aus  den 
Fluren  derselben  Curve  ausgeschnittene  Flächenstück  ist  gleich 
dem  von  diesen  Yectoren  aus  dem  Wendeasymptoten-Dreieck  der 
Curve  ausgeschnittenen  Stücke. 

Halten  wir  den  Yector  m  fest,  während  m^  eine  ganze  Umdrehung 
beschreibt,  so  ergiebt  sich: 

Der  Gesammtinhalt  der  drei  Fluren  einer  Curve  c^  ist  gleich 
dem  Flächeninhalt  des  Wendeasymptoten-Dreiecks  derselben. 

Bezüglich  der  auf  dem  Cylinder  /'  (§  1)  liegenden  doppelt  gekiünmiten 
Corven  giLi  folgender  Satz: 

Projicirt  man  eine  ganz  beliebig  auf  dem  Cylinder  y^  ge- 
zogene Curve,  welche  sich  jedoch  nicht  in  der  Bichtung  der 
Erzeugenden  des  Cylinders  ins  unendliche  erstrecken  darf,  aus 
einem  beliebigen  Punkte  der  Schwerpunktsaohse  <1^8[|^qf[,||J3JJktJ^OQlc 
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80  ist  von  dem  zwischen  irgend  zwei  beliebigen  Erzeugenden 
des  Projectionskegels  enthaltenen  Theile  der  Oberfl&che  dieses 
Kegels  dasjenige  Stück,  welches  innerhalb  des  Prismas  A  liegt, 
inhaltsgleich  demjenigen  Flächenstücke,  welches  durch  die 
Schalen  des  Cylinders  nnd  die  diese  einschliessenden  Seiten- 
flächen des  Prismas  begrenzt  wird. 

Denn  in  jede  Tangentialebene  des  Projectionskegels  schneidet  der 
Cylinder  y^  eine  Cnrve  c',  das  Prisma  A  aber  deren  Wendeasjmptoten- 
Dreieck  S  ein.  Daher  gilt  für  den  in  der  Tangentialebene  befindlichen, 
von  zwei  aufeinander  folgenden  Erzeugenden  des  Projectionskegels  einge- 
schlossenen unendlich  schmalen  Flächenstreifen  dieses  Kegels  der  aus  der 
Gleich^mg  XI)  abgeleitete  Satz,  nach  welchem  der  innerhalb  des  Prismas  Ä 
enthaltene  Theil  des  Streifens  gleich  dem  zwischen  Prisma  nnd  Cylinder 
eingeschlossenen  Theile  desselben  ist.  Legt  man  eine  Serie  solcher  Streifen 
aneinander,  so  folgt  gleiches  für  den  zwischen  den  beiden  änssersten  Kegel- 
erzeugenden dieser  Serie  eingeschlossenen  Theil  der  KegeloberflSche. 

Diejenigen  Theile  der  Oberfläche  des  eine  cubische  Raumcorve  des 
Systems  (ä^)  aus  ihrem  Mittelpunkte  M  (§  6)  projicirenden  Kegels  Ifc*, 
welche  zwischen  dem  Cylinder  y^  und  dem  Prisma  A  eingeschlossen  sind, 
mögen  die  Fluren  der  betreffenden  ßaumcurve  genannt  werden. 
Bezüglich  derselben  erhalten  wir  also  das  Resultat: 

Der  Gesammtinhalt  der  drei  Fluren  einer  Curve  1f  ist 
gleich  dem  innerhalb  des  Prismas  A  eingeschlossenen  Theile 
der  Oberfläche  ihres  Projectionskegels  ä'.  Auch  ist  der  zwischen 
zwei  Erzeugenden  des  Kegels  Ic^  enthaltene  Theil  der  Fluren 
der  Curve  gleich  dem  zwischen  diesen  Erzeugenden  innerhalb 
des  Prismas  A  eingeschlossenen  Theile  der  KegeloberflSche. 

Da  auf  diesem  Projectionskegel  (nach  §  14)  auch  die  zur  Curve  1? 
conjugirte  Curve  ä'*  liegt,  so  ergiebt  sich: 

Der  Gesammtinhalt  der  drei  Fluren  einer  Curve  ä'  ist 
gleich  dem  Gesammtinhalte  der  drei  Fluren  der  zu  dieser  con- 
jugirten  Curve  ä'^  Auch  ist  der  zwischen  zwei  beliebigen 
Erzeugenden  des  Projectionskegels  "k^  enthaltene  Theil  der 
Fluren  der  einen  Curve  gleich  dem  zwischen  denselben  Er- 
zeugenden  enthaltenen  Theile    der  Fluren    der   anderen   CurYe. 

19»  Aus  der  parametrischen  Darstellung  der  ebenen  Curve  <?  als 
Punktort  lässt  sich  die  parametriache  Darstellung  derselben  als  Tangenten- 
enveloppe  herleiten.  Die  Verbindungslinie  zweier  beliebiger  Punkte  (^,5^i) 
und  (^21^2)  ^^^  ^^®  Gleichung: 

^.   y»-yi    +y.-^ii^ — 1-0. 
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Die  Coordinaten  der  Yerbindungslinie  sind  also: 
Vt—Vi  ^  ^1  -  a?2 


u  — 


y%^i-yi^  y%^-yi^ 

Liegen  die  beiden  Punkte  auf  der  Cunre  c^  so  können  wir  die  Werthe 
von  u  und  v  mit  Hilfe  der  Gleichungen  V)  als  Functionen  der  Parameter 
l^  und  Ag  der  vom  Anfangspunkte  nach  diesen  Punkten  hinftibrenden 
Vectoren  der  Curve  <?  ausdrücken.  Wir  erhalten ,  indem  wir  Wf+Aji;,- 
mit  ii  und  Ui-^- X^Vi  mit  fi  bezeichnen,  folgenden  Ausdruck  fdr  u,  in 
welchem  Zähler  und. Nenner  schon  beide  mit  der  Grösse  iii%i^i\i\i\ 
maltiplicirt  sind: 

Indem  wir  im  Zähler  jeden  Summanden  der  ersten  Klammer  mit  dem 
entsprechenden  der  zweiten  zusammenfassen,   erhält  derselbe  die  folgende 

.      +'"x<'V/.(i,«',-Ai«".). 

Die  drei  hier  auftretenden  Klammern  haben,  wie  sich  darch  Ein- 
fahrung  der  Werthe  für  ^,-  und  <",•  ergiebt,  bezw.  den  Werth  «/.(Aj  — Aj). 

Der  Factor  (l^  —  A^)  lässt  sich  daher  aus  Zähler  und  Nenner  durch 
gleichzeitige  Division  entfernen,  und  es  bleibt: 

In  ganz  ähnlicher  Weise  wird  die  Berechnung  fOr  v  vorgenommen. 
Wir  erhaltene 

(«"/', + tv\  +  «"i<",) «',«', + i'A  +  hQ 

Lassen  wir  aun  die  Canrenpunkte  («j,  y^  und  (x,,  y,)  in  den  Gurren- 
pnnkt  (s,  y),  dessen  Parameter  X  ist,  zosammenfallen,  so  erhalten  wir  die 
Coordinaten  u,  v  der  Tangente  der  Curve  c*  in  diesem  Punkte 
als  Functionen  des  Parameters  A: 


xn) 


Hier   ist  für  den  Nenner   noch   die   Formel  II)  8)  zur  Verwendung 
gekommen.     Für  die  coiyugirte  Curve  c"  ist: 

fi'  «1  _  u,     v'  —  —  V. 
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20.  Wir  können  nunmehr  znr  parametrischen  Bestimmnng  des  eine 
Corve  des  rSumlichen  Systems  (h^)  durchlaufenden  Punktes  übergehen. 
Zu  dem  Ende  nehmen  wir  irgend  einen  Punkt  0  der  Schwerpunktsachse  p 
des  Prismas  A  der  Asymptotenebenen  zum  Anfangspunkte  eines  recht- 
winkeligen CoordinatensystemSy  dessen  «^- Achse  die  Schwerpunkteachse  p 
selbst  sei  und  dessen  x-  und  ^-Acbse  in  der  durch  0  senkrecht  zu  p 
gelegten  Ebene  beliebig,  jedoch  rechtwinkelig  zu  einander  angenommen 
werden  mögen  (siehe  Heft  4  Taf.  IV  Fig.  7).  Die  Schnittcurve  c*  der 
o;^- Ebene  mit  dem  Cylinder  y^  hat  sodann  die  in  den  Gleichungen  Y) 
angegebene  parametrische  Darstellung.  Ein  beliebiger  Punkt  P  der  ge- 
wählten Curve  h^  möge  die  Coordinaten  Xj  y,  z  haben.  Den  auf  der  Cnrve  <? 
enthaltenen  Punkt  x,  y  nennen  wir  sodann  P'.  Die  Tangente  der  Corve  A' 
im  Punkte  P  heisse  t^PT,  Ihre  Projection  auf  die  o;^ -Ebene  ist  die 
Tangente  t'izP^T'  der  Curve  c*  im  Punkte  P'.  Der  den  Punkt. P  ent- 
haltende Zweig  der  Curve  h^  durchschneide  die  ^^-Ebene^  also  auch  die 
Curve  0^,  im  Punkte  Pq,  dessen  Parameter  wir  mit  Aq  bezeichnen  wollen, 
w&hrend  X  der  Parameter  des  Punktes  P'  ist.  Die  Hauptachse  h  des  zur 
Curve  Ä*  gehörigen  NuUsystemes  möge  die  rcy- Ebene  im  Punkte  (g,  iy) 
durchbohren.  Der  senkrechte  Abstand  der  Hauptnullachse  h  von  der 
Tangentialebene  td  des  Cylinders  y^  längs  der  Erzeugenden  PP'  desselben 
werde  mit  q  bezeichnet.  9  ist  im  Bogenmaasse  die  Grösse  des  Winkels, 
den  die  Tangente  f,  ein  Leitstrahl  des  Nullsystems,  mit  der  Hauptachse  h 
des  letzteren  bildet. 

Wenn  wir  nun  unter  u  und  v  die  im  vorigen  Paragraphen  berechneten 
Coordinaten  verstehen,  so  ist 

ux  +  vy  —  1^0 

die  Gleichung  der  Tangente  f.   Die  senkrechte  Entfernung  des  Punktes  (|,  17) 
von  der  Geraden  t'  ist  dann: 

Bekanntlich  wird  nun  der  Winkel  (p^  den  die  Tangente  t  mit  der 
Hauptachse  des  Nullsystems  bildet,  bestimmt  durch  die  Formel: 

c 
tangw  — -> 

Q 
in  welcher  c^   wie  früher,   die  Constante  des  Nullsystems  bedeutet    Be- 
zeichnen wir  das  Bogenelement  der  Curve  c*  im  Punkte  P'  E£E  (x,  y)  mit  ds, 
das  Inkrement  der  0-Coordinate  im  Punkte  P  mit  de^  so  ist: 

da 
also:  ^  T 
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d.-<|.2.-d«"^  +  *"' 


cYtt^+v*   ' 


oder,  da  ds  —  Vd«*  +  dy*  ist: 

ä.-  ^\+ll-}-Vd^+d^. 

cyur  + 1?* 
In  der  rechten  Seite  dieser  Formel  sind  c,  1^  yj  Constanten,  während 
die  Grössen  x^y^u^v  in  den  Gleichungen  Y)  und  XII)  als  Functionen  ein 
und     desselben    Parameters    X   angegeben   wurden.     Wir    erhalten    daher 
durch  Integration  die  Coordinate  0  als  Function  des  Parameters  X: 

X 


dX. 


Die  untere  Grenze  des  Integrals  ist  Aq,  weil  der  Werth  der  Coordinate  z 
für  den  Werth  Xq  des  Parameters  X  verschwinden  muss. 

Aus  den  Gleichungen  Y)  oder  auch  X)  berechnen  wir: 

dx  vt^%'  +  v,t^\''  +  v^t,\^ 

dx'^  t,W^ 

dr      ,   ^x^%'+u,W  +  u^hW 
•        dX^^  t,%%^ 

Unter  Benutzung  der  Gleichungen  X)  und  XII)  ergiebt  sich  hieraus: 

dx  2      ^y        I  8 

— v.x\     —  -  +  u  .  »l 

Demnach  ist: 

wodurch  sich  das  Integral  für  jer  in  folgendes  verwandelt: 


e~--J{ul  +  vn-l)»?dh 

Nan  ist  aber: 

r»       1  4-  1  4.  1 

wie  sich  unter  Benutzung  der  Formeln  X)  oder  Y)  und  der  Identitäten  II) 
leicht  zeigen  iSsst. 

Durch  geeignete  Zusammenfassung  der  Glieder  unter  dem  Integrale 
verwandelt  sich  letzteres  in  die  folffMetoff^t^St^^tefifrale:  r^ a 
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i  i  X 

in  welchen  ^^  ^'  ^ 

XIII)  M,g  +  t;,i,-l  =  /;. 

gesetzt  wurde. 

Die  ümwandlnng: 

<  *  "  2d '  t^  "  2d  '  t^  ' 

11 
gemäss  den  Formeln  ü)  1),  2),  3)  durchgeführt  und  anf  -^j  — j  in  gleicher 

Weise  angewendet,  erleichtert  die  Integration^  weil  der  Ausdruck: 

/^—  L 
das  Differential  von  nach  dem  Parameter  A  ist. 

n 
Die  Integration  ergiebt  daher  den  folgenden  Werih  für  e: 

2edl      ti       "^        ^        "^        ^      J 


^°)  I  /»(<i°-01 


Unter  f^®  yerstehen  wir  den  Ausdruck: 
XIV)  U^=Ui+ViX^. 

Da  die  x-  und  ^-Coordinaten  des  Punktes  P  der  Gurve  J^'  mit  den 
entsprechenden  Coordinaten  des  Punktes  F'  der  Curve  c',  welche  in  den 
Gleichungen  V)  oder  X)  parametrisch  dargestellt  wurden,  identisch  sind, 
so  ist  hiermit  die  vollständige  parametrische  Darstellung  der 
Curve  ä'  gegeben: 


1 

,  1 

1 

X 

+  - 

+ 

—  * 

«1 

t» 

U 

X 

.  ^ 

X 

y 

~h 

+i^ 

+ 

'7' 

2cdl       ^  <8  <s       J 

2cdl  ^«  ■**  f,«  "^  ^8^  J 
21«  Durch  eine  besondere  Festsetzung  über  den  Werth  der  Gonstante  ^ 
können  wir  die  parametrische  Darstellung  der  Curve  h^  noch  verein&cbeo* 
Zunächst  mögen  zu  diesem  Zwecke  die  Coordinaten  der  drei  Scheitelpunkte  & 
der  Curve  berechnet  werden.  Dieselben  bezeichneu  wir  mit  £i,  %  ir 
Dann  sind  die  Coordinaten  1,-,  tii  zugleich  die  Coordinaten  der  Schdtelpunkte 
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der  in  der  d?y- Ebene  enthaltenen  ebenen  Corve  c'.  Gem&ss  dem  im  §  8  aus- 
gesprocbenen  Satze  erhalten  wir  letztere  ^  indem  wir  die  Coordinaten  der  Eck- 
punkte Mi  des  Wendeasymptotendreiecks  mit  ^  multipliziren.  Nach  Formel  YII) 
ist  daher:  3    ..-t;,      ^       3    t^u. 

Demnach  ist  der  Parameter  X^  des  aus  dem  Anfangspunkte  nach 
dem  zum  Index  1  gehörigen  Scheitelpunkte  der  Curve  c^  gezogenen  Strahles: 

Diesen  Werth  brauchen  wir  nur  in  die  letzte  Gleichung  der  Formel  XY) 
einzusetzen,  um  den  Werth  der  Coordinate  ^^  zu  erhalten.  Nach  einer 
einfachen  Anwendung  der  Formel  II)  3)  ergiebt  sich: 

3  1 

Hier  ist  unter  g>Q  der  zweite  Elammerausdruck  in  der  Formel  für  0  (XV) 
yerstanden.  In  gleicher  Weise  berechnen  wir  ti  und  £^  und  finden  für  die 
Coordinaten  der  drei  Scheitelpunkte  Si  der  Curve  h^  die  Werthe: 


XVI) 


q  Q  ^  m 

q  Q  Q 

q  Q  3  fl) 


Die  Summe  der  ^i  ist  ebenso  wie  die  Summe  der  17^  Null;  die  Summe 
der  ti  würde  verschwinden,  wenn  q>Q  den  Werth  Null  hätte.  In  letzterem 
Falle  wttrde  also  auch  die  aus  den  neun  Grössen  gebildete  Determinante  ver- 
schwinden. Diese  aber  ist  das  Absolutglied  der  mittelst  Determinante  gebildeten 
Gleichung  der  Medianebene  fi  der  Curve  h\  Bestimmen  wir  also  X^  als 
Wurzel  der  Gleichung:  9>o""0 

so  gehen  die  Medianebenen  fi  der  hiermit  auf  eine  dreifach 
unendliche  Mannigfaltigkeit  reducirten  Curven  h^  durch  den 
Coordinaten- Anfangspunkt,  welcher  demnach  der  Mittelpunkt  üf  aller 
dieser  Curven  *'  ist     Die  Werthe  für  die  fj  werden  sodann: 


XVla) 


3 

^^"'2cd^^*""^*^' 
3 

^■"2cd^»""^^^' 


2cd 

und   die  parametrische   Bestimmung   der  Curven  h^  vereinfacht 
Bicli  in  die  folgende: 
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f         1.1.1 

XVII) 

< 

beim  Werthe  von  0  noch  der  Aasdrack    ^    , 

In 

dieser  Formel 

ist 

2ed 
durch  den  ihm  nach  Formel  IX)  gleichwerthigen  Aasdrack  ^  ersetzt  worden. 

Diese  Darstellung  der  Curven  ä'  wollen  wir  den  weiteren  Ent- 
wickelangen nunmehr  allein  zu  Grunde  legen.  Da  der  Mittel- 
punkt aller  dieser  Curven  im  Coordinaten-Anfangspunkte  liegt, 
so  ist  ihre  Mannigfaltigkeit  nur  noch  Qo^,  wie  auch  die  Zahl  der 
drei  willkürlichen  Constanten  a,  §,  tj  beweist. 

22,  Zar  Bestätigung  des  Mittelpunkts -Charakters  des  Coordinaten- 
Anfangspunktes  wollen  wir  hier  nachweisen,  dass  der  letztere  Punkt  die 
reelle  Mitte  der  beiden  conjugirt  imaginären  Schnittpunkte  unserer  jetzigen 
Curven  h^  mit  der  Schwerpunktsachse  p  des  Prismas  A  ist,  wie  das  für 
den  Mittelpunkt  der  Cnrven  ä'  schon  im  §  7  hervorgehoben  wurde. 

Von  den  Coordinaten  der  beiden  Schnittpunkte  haben  X  und  T  den 
"Werth  Null;  Z  werden  wir  demnach  finden ,  wenn  wir  diejenigen  Werthe 
von  X  ermitteln  und  in  die  obige  Gleichung  fUr  z  einsetzen,  durch  welche 
die  Werthe  von  x  und  y  gleichzeitig  annnllirt  werden.  Die  gesuchten 
Werthe  von  X  ergeben  sich  leicht  als  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung: 

Aus  dieser  folgt  unter  Benutzung  von  II)  6)  und  7): 

Addiren  wir  die   Unken  Seiten  dieser  Gleichungen^   so   ergiebt  sich: 

h 
In  gleicher  Weise  folgt  aus  Gleichung  A),  dass: 

'2  ^8 

ist.    Fuhren  wir  diesen  Werth  in  die  unter  Formel  XVII)  stehende  Gleichoog 
ftlr  ;er  ein,  so  erhalten  wir,  da  zudem  nach  Gleichuag  XIII) 

/i  +  /2+/8--3 

ist,   als   Coordinaten   der   beiden   Schnittpunkte   der   cubischen 
Baumhjperbel  h^  mit  der  «^-Achse  die  folgenden: 
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Da  Zi+  Z^'^O  iflt^  80  ist  der  Coordinaten- Anüangspunkt  die  reelle 
Mitte  der  beiden  conjagirt  imaginären  Schnittpnnktie ,  also  nach  §  7  der 
Mittelpunkt  der  Curve  ä',  was  zu  beweisen  war. 

Der  Abstand   der   beiden    Schnittpunkte    der   Curve  h^  mit 
der  Schwerpunktsachse  p  des  Prismas  A  ist: 
XVma)  Ä'^a.i.yS, 

23.  Oem&ss  den*  Sätzen  des  §  14  werden  zwei  conjngirte  cubische 
Baumcurven  h^  und  V  ans  ihrem  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  M 
durch  denselben  Kegel  dritter  Ordnnng  projicirt  und  ist  der  Scheitel- 
punkt M  dieses  Kegels  jedesmal  die  Mitte  derjenigen  Strecke,  welche  auf 
einer  Oeneratrix  des  Kegels  durch  die  Curven  ä'  und  ä'*  abgeschnitten 
wird.  Nun  ist  ohne  Weiteres  klar,  dass  aus  jedem  räumlichen  Gebilde, 
welches  in  bestimmter  Eigenschaft  mit  einer  der  beiden  coigugirten  Curyen 
yerbunden  ist,  das  entsprechende,  zur  conjugirten  Curve  gehörige  Gebilde 
sieh  vermittelst  derselben  Projectionsart  ergeben  muss,  durch  welche  die 
eine  Curve  aus  der  anderen  entstanden  ist.  Demgemäss  giebt  uns  die 
obige  höchst  ein&che  Beziehung  der  beiden  coiijugirten  Curven  zu  einander 
Ar  die  Lage  der  Hauptnullachse  h!  der  Corve  V  den  Satz: 

Die  Hauptnullachse  ä'  der  zu  Ä*  conjugirten  Curve  hl^  liegt 
in  der  Ebene  [hp]^  welche  die  Hauptnullachse  der  ersteren 
Curve  mit  der  Schwerpunktsachse  des  Prismas  A  verbindet, 
auf  der  entgegengesetzten  Seite  in  gleichem  Abstände  von  p, 
wie  die  Gerade  h.  Die  Coordinaten  des  Spurpunktes  der 
Achse  V  in  der  a;^-Ebene  sind  demnach: 

Wir  können  nun  die  parametrische  Darstellung  für  die  Curve  V*  in 
zweifacher  Weise  aus  derjenigen  der  Curve  /*'  herleiten.  Nach  den  oben 
angeführten  Sätzen  des  §  14  ergiebt  sich  nämlich  aus  den  Gleich- 
ungen XVII),  dass  111 

2cd\       t^  t^  U        \ 

eine  parametrisehe  Darstellung  der  Coordinaten  des  die  Curve  Ji^  durch- 
laufenden Punktes  ist.  Andererseits  erhalten  wir  aber  auch  eine  para- 
metrisehe Darstellung  für  Ji^^  wenn  wir  in  den  Gleichungen  XYE)  die 
Constanten  u^,  Vi  durch  —  w,-,  —  t;,-,  |  und  r^  durch  —  |,  —  i^  ^*^^  schlie^s- 
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lieh  c  durch  den  noch  unbekannten  Werth  c'  ersetzen.  Wir  sind  damit 
nur  vom  Prisma  A'  nnd  der  Hanptnullachse  h\  statt  von  A  und  h  aus- 
gegangen. Da  nun  X  in  dieser  zweiten  parametrisohen  Darstellung  dasselbe 
bedeutet,  wie  in  der  obigen  (XIX),  so  müssen  die  Werthe  von  af^  y,  / 
in  beiden  gleich  sein.    Für  o/  und  f/  tri£Pt  das  ersichtlich  zn^  &ir  if  erhalten 

wir  im  jetzigen  Falle,  da  d,  /i  und  -^-- — -  u.  s«  w.  durch  die  Einsetzung  der 
negativen  Werthe  sich  nicht  ändern:       ^ 


,|M,...|. 


2c'd 
Setzen  vir  beide  Werthe  von  if  gleich,  so  ergiebt  dch: 

Die  Nullconstante  der  Curve  V  ist  also  gleich  dem  nega- 
tiven Werthe  der  Nullconstante  der  conjugirten  Curve  h\ 

24.  Sind  x^  y,  e  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  N  im 
Baume  und  u,  v,  w  die  Coordinaten  derjenigen  Ebene  v,  welche  ihm  in 
dem  zur  Curve  h^  gehörigen  Nullsysteme  entspricht,  so  besteht  die  Oleichuog: 

1)  wo?  +  f?y  +  w«  ■=  1, 

weil  die  Ebene  v  den  Punkt  N  enthält.  Bekanntlich  gehört  die  vom 
Punkte  N  auf  die  Hauptnullachse  h  des  Prismas  A  gefällte  Senkrechte, 
also  auch  deren  Fusspunkt,  der  Ebene  v  an.* 

Da  der  Fusspunkt  die  Coordinaten  |,  97,  ie^  hat,  wo  i  und  17  die 
Coordinaten  des  Spurpunktes  der  Hauptuullachse  h  in  der  2;^ -Ebene 
sind,  so  ist: 

2)  ug  +  viy  +  «?£f -"  1. 
Die  Länge  der  genannten  Senkrechten  q  ist: 


?-V(^-l)'+(y-n)*. 

Die  Normale  vom  Coordinaten -Anfangspunkte  auf  die  Ebene  v  bildet 
mit  der  je^-Achse  des  Coordinatensjstemes  den  Winkel  <p\  für  dessen  Cosinns 
die  Gleichung  gilt: 

cosql  «=    , =r- 

T/tt»  +  t7^  +  W* 

Der  Winkel  9)'  ist,    weil  die  i9- Achse  der  Achse  h  parallel  ist,  das 
Complement  des  Winkels  g),  den  die  Ebene  v  mit  letzterer  bildet.    Dem- 
nach haben  wir:  ^jq 
tangtp  »  cotgip^ 


yu'  +  v^ 
Da  nun  nach  bekannter  Eigenschaft  des  Nullsjstemes 

ist,  so  ergiebt  sich: 


♦  Beye,  Geometrie  der  Lage,  Bd.  II  .10.  Vortrag.  ^^  ^ 
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oder:  ^"  +  " 

3)  [(x  -  S)»  +  (y  -  nyW  -  c*(m*  +  «»). 

Mt  Hilfe  der  Gleichungen  1),  2),  3)  lassen  sich  die  Coordinaten  der 
Nnllebene  dorch  die  des  Nnllpunktes,  und  nmgekehrt,  ansdracken. 
Aus  Gleichung  1)  und  2)  folgt: 

4)  .-<^-^). 
Eingesetzt  in  Gleichung  1)  ergiebt  das: 

5)  „_y-i»  +  «(^«>-ly). 

Durch  Verbindung  von  Gleichung  4)  mit  Gleichung  3)  aber  erbalten  wir: 

oder: 

6)  --7^- 

Das  unbestimmte  Vorzeichen  bleibe  mit  c  verbanden ,  bis  es  sich 
bestimmen  lässt.     Aus  den  Gleichungen  5)  nnd  6)  folgt  sodann: 

vy 

u  = = — • 

1?«-  ^y-hcg 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  die  Gleichung  4)  ein,   so  ergiebt  sich: 
V  — .   V     > 

v^  —  iyTcc 

und,  wenn  wir  den  Werth  für  u  in  die  Gleichung  6)  einführen: 

um  nun  über  das  unbestimmte  Vorzeichen  richtig  zu  verfügen,  be- 
achten wir^  dass  die  Nullebene  des  Anfangspunktes  als  Medianebene  der 
Curve  A*  deren  Scheitelpunkte  enthalten  muss.  Setzen  wir  die  Coordinaten 
des  Punktes  ^=3f  alle  gleich  Null,  so  erhalten  wir  als  Coordinaten- 
YerhSltniss  der  Ebene  v  =  fi  das  folgende: 

ti:»:«?  —  1?:  —  6:Tc. 

Demnach  ist  die  Gleichung  der  Medianebene: 
i?ic  —  6y  T  CiBi  —  0. 

Man  kann  sich  nun  durch  Einsetzen  der  in  Formel  XVI)  und  XVI  a) 
gegebenen  Coordinatenwerthe  der  drei  Scheitelpunkte  leicht  überzeugen, 
dass   die   linke  Seite   der  Gleichung   nur   dann  verschwindet,   wenn    das        ^ 
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untere  Vorzeichen  von  c  gewählt  wird.  Demnach  sind  die  Werthe 
für  die  Coordinaten  der  Nnllebene  v  des  Punktes  N  die 
folgenden: 


XX) 


u  — 


V  -» 


w  ■- 


n<c 

—  ly  +  c« 

«-I 

rix 

-ly+M 

c 

Die  Gleichung  der  Medianebene  ist: 
XXI)  i?a;  -  Sy  +  c£f  -  0. 

Ans  Gleichung  6)  erhalten  wir  den  Wertb  von  y,  aus  Gleichung  2) 
den.Werth  von  j?,  und  wenn  wir  diese  Werthe  in  Gleichung  1)  einsetzen, 
so  ergiebt  sich  der  Werth  von  x. 

Es  ist  also: 


XXLI) 


cu 

X?— 

W 


25.  Mittelst  der  erhaltenen  Gleichungen  für  u^  v^  tp  sind  wir  im 
Stande,  die  parametrische  Darstellung  des  Schmiegungsebenen-Torsus  der 
Curve  h^  sofort  anzugeben.  Wir  brauchen  nur  in  die  Gleichungen  XK) 
die  Werthe  der  Coordinaten  x,  y^  a  aus  den  Gleichungen  XVII)  einzasetzen. 
Denn,  wenn  ein  Punkt  die  Curve  }?  durchl&uft,  so  beschreibt  seine 
Nullebene  den  Schmiegungsebenen-Torsus  derselben. 

Bei  der  Einsetzung  der  genannten  Werthe  erhalten  wir  als  Nenner 
der  drei  Brüche  in  XX)  den  Ausdruck: 

Vereinigen    wir    die   Coefficienten   von  —i  so    er^^ebt   sich  z.  B.  als 

1  '• 

Coefficient  von  —  der  folgende: 

1       ' 
Nun  ist  aber:     3^^  ^^,^  ^  ^,^^  ^^^^  ^  ^^^^^ 

Demgemäss  erhalten  wir: 

/Google 


2d> 


2d» 
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Entsprechende   Werthe    bilden    die    Coefficienten    C^    und    C^    von 
-  bezw.  —  •     Es  ist  daher: 

folglich  ergiebt  sich: 


XXIIl) 


w  — 


-2cd.t^t^ti 


als    die    parametrische    Darstellung    des    Schmiegnngsebenen- 
Torsus   der  Curve  h\ 

Es  l&sst  sich  leicht  zeigen,  dass  die  Coordinaten  der  Ebenen  des 
Torsus  der  coi^jugirten  Corve  V  absolut  gleich  und  nur  dem  Vorzeichen 
noch  yerschieden  yon  denen  des  Torsus  yon  %'  sind;  also  ist: 


w'  —  —  u, 
EOln,  20.  September  1898. 


i;'=- 


ic/«- 


w. 
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Ein  System  monooonfooaler  Eegelsclinitte. 


Von 

Dr-  J.  Keller 

in  Zflrich. 


Hierau  Tafel  V  Fig.  1  — 16. 


Den  Leser  dieser  Abhandlung   verweise  ich  anf  meine  zwei  firfiheren 
mit   demselben  Gegenstand    sich   befassenden  Arbeiten,   erschienen  in    der 
Vierteljahrsschrift    der  natorforschenden  Gesellschaft  in  ZQrich:    ^lieber 
monoconfocale  Kegelschnitte**  Bd.  XXVU  S.  1— 29  und  ,Ortho- 
gonal-conjugirte    Schaaren    monoconfooaler    Kegelschnitte* 
Bd.  XXXII  S.  33  —  79.    Diesen  geometrischen  Betrachtungen  liegt  folgendes 
Princip  zu  Grunde:   Es  werde  ein  Rotationskegel  gedacht,   dessen  Mittel- 
punkt auf  der  Bildebene  liegt,  dessen  Achse  auf  dieser  senkrecht  steht  und 
dessen  Erzeugenden  mit  der  Achse  Winkel  yon  45®  einschliessen.    Schneidet 
man  diese  Kegelflfiche  mit  einer  Ebene  E  von  der  Spur  f  und  dem  Neigungs- 
winkel a  mit  der  Bildebene  und  projicirt  den  Schnitt  orthogonal  auf  die 
Bildebene,  so  erhSlt  man  eine  Curve  zweiter  Ordnung,  welche  den  Kegel- 
mittelpunkt zu  einem  ihrer  Brennpunkte  JP,  die  Spur  f  zur  entsprechenden 
Directrix  und  tga  =  e  zur  numerischen  Excentricit&t  besitzt.  Dieser  Beziehung 
gemäss  entspricht  jeder  Ebene  des  Raumes  ein  Kegelschnitt  der  Bildebene, 
welcher  F  zum  Brennpunkte   hat  und   umgekehrt.    Damit  übertragen  sich 
alle  Fragen  über  Kegelschnitte  in  der  Bildebene  mit  einem  gemeinsamen 
Brennpunkte  auf  Fragen  nach  Ebenen  des  Raumes,  welche  mit  jener  Fnnda- 
mentalkegelfläche  in  gewisser  Beziehung  stehen.    Auf  S.  34  —  37  der  zweiten 
der  Yorhin  citirten  Abhandlungen  ist  eine  kurz  gefasste  Recapitulation  der 
ersteren  grundlegenden  gegeben.   Diese  zweite  Abhandlung  selbst  befasst  sieh 
dann  eingehend  mit  dem  System  monoconfooaler  Kegelschnitte ,  welche  zwei 
gemeinsame  Tangenten  besitzen,   sowie  mit  seinem  orthogonal •  conjngirten 
System  mit  zwei  imaginären  gemeinsamen  Tangenten. 

Die  Yorliegende  dritte  Arbeit  über  dieses  Thema  beschäftigt  sich  mit 
der  Frage  nach  solchen  Kegelschnitten  des  Systems ,  welche  einen  fest  ge- 
gebenen berühren  und  denen  ein  vorgeschriebenes  Achsenyerhältniss  resp. 
eine  yorgeschriebene  numerische  Excentricität  zukommt.  Räumlich  kommt 
diese  Frage  auf  die  Untersuchung  der  Fläche  zurück,  gebildet  Ton  den 
Ebenen ,  welche  einen  bestimmten  auf  der  Fundamentalkegelfläche  liegenden 
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Kegelschnitt  berühren  and  mit  der  Bildebene  einen  Yorgeschriebenen  Winkel 
einschliessen. 

Seien  F  and  f  Brennpunkt  and  entsprechende  Directrix  eines  aaf  der 
Bildebene  liegenden  Kegelschnittes  Kj  der  Parameter  p  die  Entfernung  (F,  f) 
und  e  die  numerische  Excentricität.  Wählen  wir  f  als  Ordinaten-  und  das 
Perpendikel  ans  JP  auf /'als  Abscissenachse  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
Bjstems,  dann  lautet  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  K\ 

1)  (l-c«)a;«  +  y«-2jpa;  +  i>*==0. 

Die  entsprechende  Ebene  E  des  Raumes  hat  f  zur  Spur  mit  der  Bild- 
ebene und  schliesst  mit  dieser  einen  Winkel  a  ein,  so  dass  tgct  =  e  ist. 
Bezogen  auf  das  rechtwinklige  räumliche  Coordinatensystem ,  dessen  rc-  und 
^- Achse  mit  den  auf  der  Bildebene  liegenden  übereinstimmen^  heisst  die 
Gleichung  dieser  Ebene: 

2)  CÄ?  -  iP  =  0. 

Die  mit  dieser  zur  Bildebene  symmetrisch  gelegene  Ebene  ex  +  e^O 
würde  die  Fundamentalkegelfläche  in  einer  Curve  schneiden,  deren  Ortho- 
gonalprojection  mit  K  zusammenfällt.  —  Sei  P  ein  beliebiger  Punkt  des 
Kegelschnittes  K  von  den  Coordinaten  x^y  j/^,  dann  ist 

3)  [{l-e^)x,''p]x  +  y,y+p{p^x,)=^0 

die  Gleichung  der  Tangente  t  in  P  B,n  K,  Die  Ebene  E  schneidet  die  Funda- 
mentalkegelfläche in  einer  Curve  Kr,  deren  Orthogonalprojection  K  ist. 
Dem  Punkte  P  auf  K  entspricht  auf  Kr  ein  Punkt  Pr  und  der  Tangente  t 
die  Tangente  tr  in  Pr*  Es  sollen  jetzt  durch  tr  die  zwei  Ebenen  gelegt 
werden,  welche  mit  der  Bildebene  den  vorgeschriebenen  Winkel  tp  einschliessen. 
Die  Tangente  tr  erscheint  als  Schnittlinie  der  zwei  Ebenen: 

J^EE  ca;  — iP  =  0,    N=  [(1  —  e*)a?i  — i)]a?  +  yiy  +  p(i)  — *i)  =  0. 

Demnach  ist 

4)  ^—  XJy  =  CO?  -  i»  - X  { [(1  -  ««)a?,  -p] x  +  yiy  +  p{p  -  ic^) j  =  0 

die  Gleichung  irgend  einer  durch  tr  gehenden  Ebene.  Transformiren  wir 
diese  Gleichung  auf  die  Normalform: 

gx  ea?-ig-A{[(l~e«)fl;t-j)]a?  +  yiy  +  p(p-a?i)}  ^^ 

/{e-X[(l-e^)rp,-l>]}»  +  AV,  +  l 

dann  ist  der  Winkel  g>y  den  diese  Ebene  mit  der  Bildebene  einschliesst^ 
durch  die  Gleichung  bestimmt: 

/{e-4[(l-e*K-l']r  +  iVi  +  l 
Durch  ümformnng  geht  diese  Qleiohnng  Über  in 
7)  m»{[(l-e«)%-i)]«+y',}i'-2m»c[(l-e«)a;,-i)]i+m«e«+w*-l  =  0, 
oder  unter  Benntznng  der  Bedingung,  dass  P(«]y^)  auf  K  liegt,  in 
7')  mVa!,[(l-e»)a;i-2p]i»-2f»«e[(l-e«)a;,-p)A+mV+«»»-l=0. 
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Die  Oleichnng  7)  ist  in  A  vom  zweiten  Grade  und  liefert  zwei  Wurzeln 
Xyy  A^;  diesen  entsprechen  nach  4)  die  zwei  Ebenen: 

\E'-k^N=ex^z^X^[[{l''e^)x^-p\x  +  y^y+p{p^x,)}^0. 

Die  Warzelwerthe   A^,   X^    ^^^^    ^^^^  ^^^  ^^^   einander   verschieden, 
reell  und  einander  gleich  oder  conjugirt-complez,  je  nachdem 

I.  Fall:  f»V  +  w«-l<0. 

Bei  dieser  Annahme  wird  die  linke  Seite  der  Ungleichung  9)  positiv, 

folglich  werden  X^  und  X^  ^^^^^  ^^^  ^^^  einander  verschieden;  aus 

m^er  +  m^--  l<0 
folgt: 


AI.',  1  +  e^ 

das  heisst: 

also : 

Wenn  somit  die  gesuchte  Ebene  mit  der  Bildebene  einen  Winkel  ip 
einschliessty  der  grösser  ist  als  der  Winkel  a,  den  die  gegebene  Ebene  E 
mit  der  Bildebene  macht,  dann  giebt  es  durch  jede  Tangente  des  Kegel- 
schnittes Kr  stets  zwei  reelle  und  von  einander  verschiedene  Ebenen  der 
verlangten  Art. 

II.  Fall:  wV+w«-l  =  0. 

In  diesem  Falle  ist  die  eine  Wurzel  der  Gleichung  in  A,  z.B.  Aj-^O 
und  dieser  entspricht  die  Ebene  E  =  ex  —  0  =  O  selbst;  die  andere  Wurzel 

Aus  der  Annahme:  fn*e*  +  »»*  —  1  =  0  folgt  ^  =  «»  das  heisst:  Wenn 
die  gesuchte  Ebene  mit  der  Bildebene  denselben  Winkel  a  einschliesst,  wie 
die  gegebene  Ebene  E^  so  gehen  gleichfalls  durch  jede  Tangente  des  Kegel- 
schnittes Kr  zwei  Ebenen;  die  eine  föllt  jeweilen  mit  der  gegebenen  zu- 
sammen, die  andere  ist  davon  verschieden  und  besitzt  die  Gleichung: 

11)    ex^.^j^^^^^^ 

m   Fall:  m»c«  + w«-l>0. 
Bei  diesei'  Voraussetzung  kann  die  linke  Seite  der  Ungleichung  9)  negativ 
werden.    Fassen  wir  für  einen  Augenblick  x^  und  y^  als  variable  Coordinaten 
auf,  so  stellt  die  Gleichung 

in86«[(l-0«i -!>]«- (mV  +  m«-l){[(l- 6«) iri-i)]»+y^}=0 
ein  Paar  gerader  Linien  dar,   denn  sie  Iftsst  sich  in  der  Form  schreiben: 
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oder:  

l.{/rz:^[(l-e«)a:,-i)]-^ni«e»+m«-lyj  =  a 
Ist  nun  e  Yon  1  verschieden^  das  heisst  ist  K  Ellipse  oder  Hyperbel, 
so  liegt  dieses  Linienpaar  sjoimetrisch  zur  «-Achse  und  sein  Schnittpunkt 
föUt  in  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  K.  Die  Winkel  ^,  welche  diese 
Geraden  mit  der  positiven  x- Achse  einschliessen ,  sind  bestimmt  durch  die 
Gleichung 


12)  '^^  =  ±(i-^)^,;,v 


—  m» 


Ist  6=1,  das  heisst  der  Kegelschnitt  K  eine  Parabel ,  dann  besteht 
dieses  Linienpaar  aus  zwei  zur  o?- Achse  parallelen  Geraden  und  ihre  Ent- 
fernungen von  derselben  sind  gegeben  durch  den  Ausdruck: 


13) 


Für  die  Schnittpunkte  dieses  Linienpaares  mit  dem  Kegelschnitt  K 
(Grenzpunkte)  sind  die  zwei  Wurzeln  X  reell  und  zusammenfallend.  Ist  <;t7  =  0, 
das  heisst  m=  1,  dann  vereinigen  sich  die  zwei  Geraden  mit  der  os- Achse, 
die  Grenzpunkte  rücken  in  die  Scheitel  der  grossen  Achse  resp.  in  den  Scheitel 
der  Parabel ;  für  alle  anderen  Punkte  des  Kegelschnittes  K  sind  die  k  con- 
jugirt-complex.  Wächst  nun  g»,  so  verkleinert  sichm,  folglich  vergrössert 
sich  S  resp.  d^  das  heisst,  die  Grenzpunkte  entfernen  sich  von  den  Scheiteln 
der  grossen  Achse  und  nähern  sich  den  Scheiteln  der  kleinen  resp.  bei  der 
Parabel  dem  unendlichen.  Für  die  Theile  der  Curve  zwischen  den  Scheiteln 
der  grossen  Achse  und  den  Grenzpunkten  sind  Xj  und  k^  reell  und  von 
einander  verschieden,  für  die  Grenzpunkte  reell  und  einander  gleich,  für  die 
übrigen  Theile  conjugirt-complex. 

Es  ist  [E'--X^N][E^X^N]^0, 

^^"^  E^  -  (Xi  +  i;)EN+  Xi  X^N^ ^ 0 

die  Gleichung  des  gesuchten   durch  tr  gehenden  Ebenenpaares.    Nun  folgt 
aus  der  Gleichung  7): 

2e[(l-e«)a?^-pl  _  mV  +  m»      1 

Demnach  lautet  die  Gleichung  unseres  Ebenenpaares: 


14) 


Variren   wir  den  Punkt  {x^^  y^  auf  dem  Kegelschnitte  jBT,  so  varirt 


auch  dieses  Ebenenpaar   und  umhüllt  eine  fi^ewisse  developpable  Fläche  F. 
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die  Enyeloppe  der  Ebenen ,  welche  Kr  berühren  und  mit  der  Bildebene  den 
Winkel  g>  einschliessen.  £  =  0  liefert  den  Schnitt  dieses  Ebenenpaares  mit 
der  Bildebene: 

ein  Linienpaar,  die  Directrixen  der  zwei  Eegelschnitte  repräsentirend ,  welche 
K  in  dem  Punkte  (o?],  y^)  berühren  nnd  eine  vorgeBchriebene  nnmerische 
Excentricität  besitzen.  Durch  Variation  des  Punktes  (a^i,  y^)  auf  K  Tarirt 
auch  dieses  Linienpaar  und  umhüllt  eine  gewisse  Curve,  den  Schnitt  der 
vorhin  erwähnten  developpablen  Fläche  mit  der  Bildebene,  die  Enyeloppe 
der  Directrixen  aller  Kegelschnitte ,  welche  den  gegebenen  K  berühren  und 
ein  bestimmtes  Achsen verhältniss  besitzen. 

Treten  wir  nun  vorläufig  etwas  näher  auf  die  constructive  Seite  der 
Sache  ein.    Sei  8r  ein  beliebig  im  Räume  gewählter  Punkt,  gegeben  durch 
seine  Orthogonalprojection  8  und  die  Cote  $  (siehe  Fig.  1  resp.  1*).    Denken 
wir  uns  durch  8r  successive  Ebenen  gelegt,  die  zu  den  Tangentialebenen  der 
developpablen  Fläche  F  parallel  sind,  so  umhüllen  diese  einen  geraden  E^reis- 
kegel^  dessen  Erzeugenden  mit  der  Bildebene  den  Winkel  (p  einschliessen; 
es  ist  der  Richtungskegel  der  developpablen  Fläche.    Dieser  besitzt  auch  die 
weitere  Eigenschaft,    dass   seine  Erzeugenden   zu    den   entsprechenden  Er- 
zengenden der  developpablen  Fläche  parallel  sind.     Sollen  nun  durch  die 
Tangente  tr  die  Ebenen  gelegt  werden,  welche  mit  der  Bildebene  den  Winkel  (p 
einschliessen,    so    geschieht  dieses   am   einfachsten   durch    Benutzung   des 
Richtungskegels:  Wir  legen  durch  die  Spitze  8r  desselben  die  Ebene  J?*,  welche 
zu  E  parallel  ist;  f*  ist  die  Spur  derselben.    Durch  8r  denken  wir  uns 
femer  eine  Parallele  it  zu  tr  gezogen;  t*  parallel  zu  t  ist  deren  Ortho- 
gonalprojection.   Sowie  nun  T  die  Spur  der  Tangente  tr  mit  der  Bildebene 
ist,   so  ist  auch  T*  die  Spur  des  Paitillelstrahles  t*.     Durch  if  legen  wir 
jetzt  die  zwei  im  Allgemeinen  möglichen  Tangentialebenen  an  den  Richtnngs- 
kegel;  die  Tangenten  aus  T*  an  die  Kegelbasis  8  sind  die  Spuren  derselben. 
Sie  berühren  den  Kegel  längs  den  Erzeugenden  SrQi^  8rQ2.    Die  durch  <r 
an   unsere   developpable  Fläche   gehenden   Tangentialebenen  sind  nun  zu 
diesen  Tangentialebenen  des  Bichtungskegels  parallel,  sowie  auch  ihre  Be- 
rührungserzeugenden PrQ\,   PrQz  ZU  8rQi  rcsp.  SrQ*.     Ziehen  wir  daher 
durch  T  die  Parallelen   zu  T*Q*  und  T*ö*,   so  ergeben  sich  die  Spuren 
dieser  Tangentialebenen  und  die  Perpendikel  aus  P  auf  sie  sind  die  Ortho- 
gonalprojectionen  der  Erzeugenden  PrQiy  PrQ2t   in  denen  die  Ebenen  die 
developpable  Fläche  berühren.   Demnach  sind  auch  Q^  und  Q^  die  Berührungs- 
punkte der  Tangenten  TQ|,  TQ^  mit  der  Spurcurve  der  developpablen  FlSche. 

In  dem  Falle,    wo  (p  <  «  ist^    schneidet   die  Spur   f^  der  Ebene  E* 
die  Basis  des  Richtungkegels   (siehe  Fig.  2  i'^sp-D^*}.^^!^^^^^^  ^*i 
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welche  aus  jS  nach  diesen  Schnittpunkten  Q*  und  Q^  geihen,  entsprechen  je 
zwei  zusammenfallende  Tangentialehenen  des  Bichtungskegels ,  somit  auch  den 
resp.  parallelen  Tangenten  t  des  Kegelschnittes  JT- je  zwei  zusammenfallende 
Tangentialebenen  der  deyeloppablen  Fläche«  Für  alle  Strahlen  t*,  welche 
zwischen  SQ*  und  iSQ2  liegen,  werden  di6 .  bezüglichen  Tangentialebenen 
imagin&r;  für  die  ausserhalb  SQgy  8Qt  liegenden  reell  und  Yon  einander 
yerschieden;  es  entspricht  diese  Annahme  dem; Falle  III  auf  S.  292.  Wäre 
9  >  er ,  würde  f*  ganz  ausserhalb  der  Spurcurve  S  liegen  und  jeder  be- 
liebigen Richtung  yon  f*  entsprechen  dann  zwei  Yon  einander  verschiedene 
Tangentialebenen  (Fall  I  auf  S.  292).  Im  Orenzfalle  q>^=a  würde  f*  den 
Kreis  S  berühren  und  es  entsprechen  jeder  beliebigen  Richtung  von  f  *  zwei 
Yon  einander  verschiedene  Tangentialebenen,  von  denen  die  eine  jeweilen 
mit  E*y  also  ihre  Parallelebene  durch  tr  mit  E  zusammenfällt  (Fall  II  auf 
S.292).  —  Den  horizontalen  Tangenten  der  Spurcurve  8  des  Richtungskegels  in 
QSf  Q?  und  Qyy  Q*  (siehe  Fig.  2*  resp.  2)  entsprechen  horizontale  Tangenten 
der  Spurcurve  der  developpablen  Fläche;  ihre  Berührungspunkte  Q„,  Qz, 
Qvf  Qu  liefern  somit  die  Maximal-  resp.  Minimalstellen  dieser  Curve. 
Natürlich  liegen  diese  Punkte  mit  den  entsprechenden  Punkten  des  Funda- 
mentalkegelschnittes K  auf  Parallelen  zur  ^- Achse. 

Zum  Zwecke  der  vollständigen  analytischen  Bestimmung  der  develop- 
pablen Fläche  gehen  wir  jetzt  darauf  aus,  die  Gleichung  der  Berührungs- 
sehne Qi  Q^  abzuleiten  (siehe  Fig.  1).  Diese  ist  die  Polare  des  Punktes  T 
in  Bezug  auf  den  Kreis  P,  welcher  P  zum  Mittelpunkte  und  den  Radius 
PQi  =  PQi  besitzt.  Bezeichnen  wir  diesen  Radius  mit  q  und  die  Höhe 
des  Punktes  P  über  der  Bildebene  mit  ^,  so  ist 

tgtp 
aus  der  Gleichung  2)  der  Ebene  E  folgt  aber 

somit: 

ex,         9       e^x\  m*       -  , 

P  =  7— ^'     g  =  .  ^      =  1 T^^v 

tgq)       ^         tg^tp         1  — m*         * 

Demnach  lautet  die  Gleichung  des  Kreises  P: 

16)  {X  -  «,)»+  (y  -  y,)»-  -j5^,-  x\  =  0. 

Der  Punkt  jT,  als  Schnittpunkt  der  y- Achse  mit  der  Tangente  t  (siehe 
Gleichung  3),  hat  die  Coordinaten: 

somit  lautet  die  Gleichung  der  Berührungssehne  Q1Q2' 
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oder  nach  gehöriger  Umformung  and  unter  Benatzang  der  Bedingong,  dass 
■P(*i»  yi)  ö»^^  ^  liegt: 

17)  (l-m«)yi.x-(l~m«)[(l-Oa:,-i»](y-y,)  +  (mV+m«-l)Xiyi=0. 

Die  Ebene,  welche  ans  dem  Punkte  Pr  nach  dieser  Geraden  geht, 
schneidet  das  Tangentialebenenpaar  14)  in  den  bezüglichen  Berfibrongs- 
erzeugenden  der  developpablen  FlSche.  Schreiben  wir  für  einen  Augenblick 
die  Gleichung  der  Berührungssehne  QiQ^  abkürzungsweise: 

Ax  +  By  +  C=-0, 
dann  stellt  die  Gleichung 

Äx  +  By  +  C-Xe^O 

irgend  eine  durch  {Q^Q^)  gehende  Ebene  dar.  Soll  diese  Ebene  den  Ponkt^r 
enthalten,  so  müssen  seine  Coordinaten  diese  Gleichung  erfüllen;  esergiebt 
sich  somit  für  Jl  die  Bedingungsgleichnng: 

ÄXi  +  By^  +  C-XeXi^O, 

woraus  folgt:  .       .   »      i  ^ 

^^   Ax^+By^  +  C 

exi 

Setzen   wir  für  ^^  ^,  (7  die  aus  der  Gleichung  17)  zu  entnehmenden 
Werthe  ein,  so  folgt: 
^^(l-m«)y,xr(l-m')[(l-e«)a?rl>]y|-»-(l->w«)[(Ue«)xrPly|4-(mV+wM)g,ift 


ex 


I) 


Demnach  erhält  die  Ebene  PtQ^Qt  die  Gleichung: 

^'  \  +  (i»»e»+  m»-  l)*iy,  -  «*«yi*  =  0. 

Unsere  devoleppable  FlSche  ist  nunmehr  bestimmt  durch  das  System 
folgender  drei  Gleichungen: 

1)    (l-e«)jr^+y^-2i)ai+i)«=0, 

(w»{[(l-e«)a;i-i>P+y»il(ca?-x?)«-2cm«[(l-e«)«j-i)](ea;-f) 
x{[(l-c«)Äi-i)]a?  +  yiy+l)(p-a;i){ 
+  (m«e«+m«.l){[(l-e«)a5i.i?]«+yiy+l>{l>-«i)}=^» 
j(l-m«)y,a;-(l-m«)[(l-e«)a?,-ri(y-y,) 

Die  Elimination  der  zwei  GrOssen  x^^  y^  aus  diesen  Gleichungen  würde 
die  Gleichung  der  Fläche  in  x^y^z  ergeben.  Sie  wird  in  diesen  Variablen 
vom  achten  Grade.  Ersetzen  wir  z  durch  —  5,  ergiebt  sich  die  developpable 
Fläche  —  JP,  welche  dem  zur  Bildebene  symmetrischen  Kegelschnitte  -Kr 
entspricht.  Lassen  wir  in  dem  Gleichungssjstem  I)  icr  s=  0  werden ,  erfabren 
wir  die  Spurcunre  der  developpablen  Fläche  mit  der  Bildebene;  dieselbe 
ist  somit  bestimmt  durch  das  System  folgender  Gleichungen: 
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1)    {l-<^s^^  +  y\-2px,+p>  =  0, 

j «,»{ [(1  -  e«) «. -p]»  +  y».!«»«»- 2c»««  [( 1  -  e«) ».  -  pj 
1'  ^4')  xm-e')x^-p]x+y,y+p{p-x,)\x 

I  +{m*<^+m>-l){[{l-e*)x^-p]x  +  y,y+p{p-x^)]=0. 

U8')  (l-m»)yj«-(l-f»«)[(l-e»)«,-i)](y-yi)+(»»*e»+».»-l)(K,y,  =  0. 
Je  zwei  Erzeugende  der  devoleppsblen  FJBche  liegen  symmetrisch  zar 
x<;- Ebene.  Der  Ort  der  Schnittpunkte  solcher  Erzeugenden  ist  eine  auf  der 
X«- Ebene  gelegene  Doppelcnrre  der  Fläche;  sie  ist  vom  vierten  Grade  nnd 
wild  bestimmt  durch  das  System  von  Gleichungen,  das  sich  ans  dem 
Systeme  I)  ergiebt,  indem  man  dort  x=>0  setzt: 
1)    (l  -  e«)«»i  +  y«,  -  2px^  +  p*=0 

im'{[{l-e'^x^-p]*  +  y\\{ex  -  «)» -  2em«[(l-e«)x,- p]{ex - e) 
1")  {14")|  >^m-e^x,-p]x+p{p-x,)) 

+{m'<^-\-fn'-lMl-e^Xi-p]x+p{p-x,)\  =  0, 
118")  (l-m*)a!+(l-««)[(l-««)a;,-i>]  +  («V+»n»-l)a;,-«.»c«=0. 

Speoieller  Fall  der  Parabel. 
Ist   der  gegebene  Kegelschnitt  K  eine  Parabel,   so  gehen  die  bezfig- 
liehen  Besnltate  aus  den  Gleichuugssystemen  I)  II)  III)  hervor,  indem  man 
in  denselben  e  —  1  setzt: 

li)    y*t-2px^+p*  =  0, 

{m*[p*+y't]{x-e)'-\-2m'p{x-e)[-px  +  y,y+p{p-x^)] 

+  {2m*-l)[-px  +  y,y+p{p-x,)]'=0, 
\  18,)    {l-m*)y,x+(l-m*)p{y-y^)  +  {2m'-l)x^y^-m'y,e=  0. 
li)    y»i-2pa:i  +  p»=0, 

(«*[P*+  »*,]«*+  2m*p[-px  +  yiy  +  p{p  -  «,)]« 

+  (2m»  _  1)  [_  par  +  y,y  +  p{p  -  x,)]  =  0, 
18;)     (l-m«)y^a;  +  (l-m»)i>(y-y.)  +  (2m»-l)«,yi  =  0. 
h)    y»t-2p»,+p»  =  0, 

„    |«n»[i>»  +  y»J(a;-«)«  +  2m«i.»(a;-*)[-«+i)-a!,] 
^^^>  \  +{2m*-\)p[-x  +  p-x^]  =  0, 

1 18';)  (1  -  m») «  -  (1  - m')p  +  (2m»  -  1)«, -  m*e  =  0. 
Ich  behalte  mir  eine  n&here  Discnssion  dieser  auf  den  allgemeinen 
Fall  eich  beziehenden  Gleichungssysteme  auf  eine  spStere  Untersuchung 
vor  und  wende  mich  hier  noch  zur  Betrachtung  eines  SecialfalleB.  — 
Qeometrisoherseits  sind  in  den  Figuren  3  —  9  einige  typische  HauptfUle 
zusammengestellt.  In  denselben  ist  der  fest  gegebene  Kegelschnitt  K 
durch  den  Brennpunkt  F,  die  Directrix  f  und  die  numerische  ExcentricitSt 

e—tgu  bestimmt;  die  letztere  ist  geometrisch  reprSsontin .dure^-^ie  Fall-       t 

^      '  '■  •Dfgitfzdiby  vjv^OQlC 

/      ■■ 


I.) 


f.) 


i;) 


14.)  f 
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Linie  M{Br)  der  Ebene  E,  welche  der  räamliche  Vertreter  des  Kegel- 
schnittes K  ist.  Die  von  F  ausgehenden  zur  Brennpunktsachse  des  Kegel- 
schnittes K  unter  45^  geneigte  Gerade  F{Är){Br)  schneidet  die  Fall-Lioie 
in  (^r)  und  ihre  symmetrische  in  (Ar))  woraus  sich  die  Orthogonalprojectioneii 
B ,  A  sofort  ergeben.  Damit  findet  man  dann  den  Mittelpunkt  0  und  die  kleine 
Achse  (7,  D  resp.  die  Asymptoten  des  Kegelschnittes  K.  Die  punktirte 
Curve  ist  die  Spurcurve  der  developpablen  Fläche,  die  Enveloppe  der 
Directrixen  aller  Kegelschnitte  des  gesuchten  Systems ,  mittelst  des  Bichtangs- 
kegels  aus  der  beliebig  angenommenen  Spitze  S  construirt.  Ausser  einigen 
Punkten  von  allgemeiner  Lage  sind  von  dieser  Spurcurve  im  Besoudern 
die  Maximal-  und  Minimalstellen  Q^^  Qyy  Q»,  Qu  angegeben;  eventuell  ferner 
die  auf  der  Directrix  f  befindlichen  Grenzpunkte  Q,,  Qh,  in  welchen  die 
Tangenten  auf  den  bezüglichen  Tangenten  des  Kegelschnittes  K  senkrecht 
stehen.  Die  auf  der  o;- Achse  gelegenen  Scheitel  Q«,  Q^  dieser  Curve  sind 
ebenfalls  leicht  erhältlich  mittelst  der  Strahlen «  die  von  {Ar)  und  {Br) 
ausgehen  und  unter  dem  Winkel  q>  zu  jener  geneigt  sind.  Ist  K  eine 
Hyperbel  und  9>  <  a,  so  entsprechen  ihren  Asymptoten  Asymptoten  unserer 
Spurcurve,  Im  Allgemeinen  zeigt  diese  Curve  einen  auf  der  x^Acbe 
liegenden  Doppelpunkt;  ofifenbar  die  Stelle,  wo  die  Doppelcurve  der 
developpablen  Fläche  die  Ebene  {x,  y)  schneidet;  femer  weist  sie  zwei  znr 
^- Achse  symmetrisch  liegende  Bückkehrpunkte  auf;  in  diesen  wird  die  Bfick- 
kehrcurve  der  developpablen  Fläche  die  Ebene  {x^  y)  trefifen.  Im  Allgemeinen 
besteht  die  gesammte  Curve  aus  zwei  von  einander  gesonderten  Theilen. 
Wenn  9  >  «  ist^  so  zeigen  sich  keine  Grenzpunkte  und  der  eine  Theil  ist 
alsdann  der  Ort  der  Gegenpunkte  zu  den  Punkten  des  anderen  in  Bezng 
auf  die  Tangenten  des  Kegelschnittes  £;  ist  9  <  o,  dann  giebt  es  Greni- 
punkte  und  rücksichtlich  dieser  Gegenpunkte  entspricht  jeder  Theil  sich  selbst. 

2  7 

In  Figur  3  ist  c  =  ^^a  =»  5-»     <^^  =  t«*     Die  gegebene  Ellipse  be- 

l     y^ 


sitzt  somit  das  Achsenverhältniss  —  =3  j/1  —  e*  =  aV^i  während  den  Ellipsen 

des  gesuchten  Systems  ein  solches  von  j^yOö  zukommt.    Da  9  <  a,  giebt 

es  vier  Grenzpunkte  auf  Z",  6',  ö'^,  H',  H'^,  denen  auf  der  Spurcurve 
die  Punkte  §j,  Q^^  ^j[,  Ql'  entsprechen.  Jeder  der  zwei  Theile  dieser 
Curve  enspricht  bezüglich  der  vorhin  erwähnten  Gegenpunkte  sich  selbst 

2  3 

In  Figur  4  ist  e  gleichfalls  ö->  dagegen  tg^p^-r'    Die  Kegelschnitte 

des  gesuchten  Systems  haben  daher  mit  ^  V^  ein  kleineres  Achsenverhältniss 

als  K.  Grenzpunkte  giebt  es  hier  keine;  die  Spurcurve  trifft  daher  die 
Directrix  f  nicht.  Das  grosse  Oval  entspricht  dem  kleineren,  den  Doppel- 
punkt und  die  Bückkehrpunkte  enthaltenden  Curventheil  bezüglich  d^ 
Gegenpunkte.  ^  j 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  Dr.  J.  Keller.  299 

Figur  5  bietet  uns  in  K  eine  Hyperbel  mit  der  numerischen  Excentri- 

5  1 

citSt  6  =  j;  für  das  gesuchte  System  ist  tgip^^-yz*^  dasselbe  besteht  daher 

aus  Ellipsen^  deren  lineare  Ezcentricität  mit  der  kleinen  Achse  über- 
einstimmt Da  9)  <.«;  treten  wieder  vier  Grenzpunkte  auf;  jeder  Curven- 
theil  entspricht  sich  selbst  bezüglich  der  Oegenpunkte.  Asymptoten  besitzt 
die  Spurcurye  keine.  ^ 

In  Figur  6  ist  K  wieder  eine  Hyperbel  mit  ^  =  t>    dagegen  ist  tgtp 

zu  dem  vorhergehenden  Werthe  reciprok,  also  gleich  Y2\  das  gesuchte 
System  besteht  somit  aus  gleichseitigen  Hyperbeln.  Grenzpunkte  existireu 
keine;  die  Spurcurye  besteht  aus  zwei  Theilen,  jeder  mit  zwei  Asymptoten. 
Dem  einen  entspricht  bezüglich  der  Gegenpunkte  der  andere.  Das  Maximum 
Q^  und  das  Minimum  Qu  fallen  nahezu  in  die  Bückkehrpunkte. 

Figur  7  enthält  als  Fuudamentalcurve  K  eine  Parabel ,  somit  e  =  ^^  « s=  1 ; 

4 

igtp  ist  7*     Es  sind  somit  die  Kegelschnitte  des  gesuchten  Systems  Ellipsen 

3 

mit  dem  Achsenverhältniss  7-  *     Grenzpunkte    giebt    es  hier  nur  zwei ;    die 

Spurcurye  besteht  aus  einem  einzigen  Theile,  der  in  Bezug  auf  die  Gegen- 
punkte  sich  selbst  entspricht.  - 

In  Figur  8  ist  JT  wieder  eine  Parabel ,  dagegen  tg<p=j'    Die  gesuchten 

Kegelschnitte  sind  daher  Hyperbeln  mit  dem  Achsenverh&ltnisse : 

a      '^  4 

Grenzpunkte  sind  keine  vorhanden.  Die  Enveloppe  der  Directrixen  besteht 
aus  zwei  Aesten,  die  sich  gegenpunktlich  entsprechen. 

Die  Figur  9  zeigt  uns  noch  den  Specialfall,  wo  die  Curven  des  ge- 
suchten Systems  Parabeln  sind.  Hier  reducirt  sich  der  eine  Theil  der  Spur- 
curye auf  den  Brennpunkt  F  resp.  auf  das  Strahlenbüschel  aus  diesem; 
die  bezüglichen  Curven  bestehen  aus  den  doppelt  gelegten  Strecken  FP. 
Der  andere  Theil  ist  der  Kreis ,  beschrieben  aus  dem  zweiten  Brennpunkte 
des  Kegelschnittes  K  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  gleich  der  grossen 
Achse  dieses  Kegelschnittes;  in  der  That  ist  dieser  Kreis  der  Ort  der  Gegen- 
punkte  des  Brennpunktes  F  in  Bezug  auf  alle  Tangenten  des  Kegel- 
schnittes K 

Speoialfall:  g)  s=  a. 

Eine  nähere  Betrachtung  wollen  wir  dem  Falle  zuwenden,  wo  q?  =  a 
ist.  Die  gesuchten  Kegelschnitte  besitzen  dann  das  nämliche  Achsen- 
yerhiütniss,  wie  der  fest  gegebene  K.  Die  developpable  Fläche  zerfällt 
hier  in  zwei  Theile ;  der  eine  besteht  in  der  Ebene  E  (vierfach  zu  rechnen), 
der  andere  aus  einer  eigentlichen  developpablen  Fläche  vierter  Ordnung, 
umhüllt  von  den  Ebenen,  welche  den  Fundamentalkegelschnitt  JT,.  berühren        j 
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und  mit  der  Bildebene  den  Winkel  a  einsohliessen.  Die  Sporcurre  auf 
der  Ebene  {Xy  y)  zerflQlt  in  die  Directrix  f  (yierflEusli  zu  rechnen)  und  in 
eine  Carve  vierter  Ordnung,  die  Enyeloppe  der  Directrixen  aller  Kegel- 
schnitte,  welche  den  fest  gegebenen  berühren  und  mit  ihm  das  glekbe 
Achsenverhältniss  besitzen.  Diese  Spurcunre  ist  der  Ort  der  G^enpankte 
zu  den  Pankten  der  Directrix  /'bezüglich  der  Tangenten  des  Kegelschnittes  f; 
infolge  dessen  ist  sie  geometrisch  sehr  leicht  zu  construiren ,  ohne  Benntnuig 
des  Bichtungskegels.  Die  Doppelcurve  der  developpablen  FlSche  serMt 
gleichfalls  in  zwei  Theile;  in  eine  Gerade  (doppelt  zu  rechnen),  die  auf 
der  Ebene  (^,  z)  liegende  Fall -Linie  der  Ebene  E  und  in  eine  Gurre  zweiten 
Grades,  die  eigentliche  Doppelcurve  der  hier  auftretenden  developpablen  FlSche 
vierter  Ordnung.  Die  sich  auf  diesen  Fall  beziehenden  analytischen  Besnltate 
ergeben  sich  aus  den  auf  8.  296  und  297  aufgestellten  Gleichungssjstemen 
I),  T),  I"),  wenn  man  in  denselben  m*e*  +  »»*— le=0  setzt    Man  findet: 


«) 


Dtfveloppable  Fl&ohe. 
1)      (l-e»)«»i  +  y*,-2i)*,  +  p»  =  0, 

|{[(l-c«)«,-p]»+y»,}(e«-*)-2e[(l-«»)a!,-p] 
l  x|[0-e»)a;,-p]a;  +  y,y  +  p(p-«,)}  =  0, 


14) 


18)      ey,.a!-e[(l-c«)a!, -p](y-y,)-yi«  =  0. 


lY) 


Spnronrre  auf  der  Ebene  («,  y). 
l)      (l-c»)a^,  +  y«i-2pa;,H.p«=0, 

{ [(1  _  e«)a,,  _ p]«  +  y», }«  _  2[(1  -  ^)x,  - p] 

x{  [(1  -  c»)«,  -p]a!  +  yiy  +  P(P  -«i)}  =0, 

18')    yi«-[(i-«*)»,-p](y-yi)  =  o. 


14')   [ 


II") 


Doppeionrre  auf  der  Ebene  (x,  e). 
1)      (l-e«)««i  +  y«,-2pa;,+p«=0, 

] [(l -^)x,- py+»\\{ex - «)  - 2e[(l  - e»)«, - p] 

x|[(l-e»)«,-p]«  +  p(p-a;,)J=0. 
118")    ea!  +  e[(l-««)iri-p]-«  =  0. 


14")  (^ 


Aufstellung  der  Oleichung  der  Doppeloorve  in  den  Variablen  o;,  «. 

Zum    Zwecke    der    Elimination    der    zwei    Grössen  a^p   ^|    aus   den- 
Gleichungen  des  Systems  11'^)  drücken  wir  aus  der  Gleichung  18")  o^x  durch 
X  und  0  aus;  es  ergiebt  sich:         g^  ^x  +  ep 

somit :  . 

,1       9x  e  —  ex         .  ex-'B^ffr 

(l^e^rr,-p  =  — ^     und    p-o.,  =  _-^^-^. 

Diese  Werthe  substituiren  wir  in  der  Gleichung  14''),    wodurch  diese 
übergeht  in:  (^  \ 
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Dnd  hierauB  folgt: 

s  _  (^  —  g^)'      2(jer  —  ga?)  [ex{2  —  e^  —  e  —  ep] 

Sabstitairen  wir  nun  die  Weitbe  für  0?^  und  ^^  in  die  Gleichung  1), 
BO  ergiebt  sich: 
jg-ez+ep)^  ,  {0-exy  ,  2(<f-gg)reic(2-e«)-g-gp]     ^^g-eg  +  ep  ,  ^g_^ 

oder  nach  gehöriger  Redaction: 

19)  e{ca?-jEf)«  +  2(l-ß«)(ea?-jEf)a?-2p(ea;-£f)  +  c»p«  =  0. 

Aufttellang  der  Gleichung  der  Spnronrve  auf  der  Ebene  (Xy  y) 
in  den  Variablen  x^  y. 

In  Folge  der  Gleichung  l)  können  wir  statt  des  in  der  Gleichung  14') 
aaftretenden  Klammeransdrackes : 

[(l-ß«)a;i-.p]a;  +  yiyHrp(p-a?,) 
den  folgenden  setzen: 

[(l-e«)a?,-pj(a;-a?i)+yi(y-yi). 
Aus  der  Gleichung  1)  folgt  nun: 

nnd  aus  der  Gleichnng  IS') : 

VtX 

somit:  o 

,.to-,.)-=<^iaÄ±^£^... 

(1  — e^)iCi— p 
Diese  Werthe  für  y^j  und  y^  {y  —  yj  führen  wir  in  die  Gleichung  14') 
ein  und  bekommen  dann  eine  Gleichung  in  a;^  allein: 

{[(l-e*)a?,-p]«-(l-e«)a:«,  +  2pa:,-p«}x-2[(l-e»)rr,-.p] 

{k.-.,,.-,k,-„)+-"-^j^+!";;.-^«|..o. 

Bei  der  Umformung  dieser  Gleichung  zeigt  sich,  dass  die  von  Xi  nn- 
abhSngigen  Glieder  sich  gegenseitig  aufheben,  so  dass  die  Gleichung  durch 
X,  diyidirbar  wird;  nach  yollstftndiger  Bednction  findet  man  eine  Gleichung, 
die  in  x^  vom  zweiten  Grade  ist  und  lautet: 

20)  2(l-OM  +  (l-e«)(c«a;-4p)a?i-2p(e«a?-.p)  =  0. 

Zur  Herleitung  einer  zweiten  Gleichnng  in  Xi  combiniren  wir  die 
Qleichung  1)  mit  IS'),  indem  wir  aus  der  letzteren  ^i  durch  Xi  ausdrücken 
und  den  betreffenden  Werth  in  die  erstere  einsetzen.     Aus  18')  folgt: 
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_[(l-e»)a;,-p]y. 
^'-(l-e«)a;,-p  +  «' 
diesen  Werth  in  1)  substituirt,  giebt: 

(l-e)*.+  |-(,_^j^^_p  +  ^3,-2p«,  +  P«  =  0. 

Durch  Umformung  ergiebt  sich  hieraas  eine  Gleichung  vierten  Grades  ins,: 
(l-e»)Vi+2(l-e')»(a;-2pX+(l-c»)[a^+(l-c«)i,«-6pa;+(6-OP*l«', 


Durch  successive  Elimination  der  höheren  Potenzen  von  Xi  ans  den 
Gleichungen  20)  und  20')  ergeben  sich  schliesslich  die  zwei  folgenden 
Gleichungen  ersten  Grades  in  o^: 

r(l-c«)[(2-0«»«+4(l-c«)y«+4(e«-2)pa;+4(4-c«)p«]i«:i 
1     -2p[(2-e«)2a?+4(l-e»)y«+(3e«-8)pa;+4(2«e»)pT  =  0, 
r(l-c«)[(2-c«)«a;«+4(l-e«)y«+(3e«-8)pir+4(2-e»)p«]«i 
l     -2p[(3-3c«+e*)ir«+^(l-c*)y»+2(2c«-3)pir+(4-3e2)p»]=a 

Hieraus  folgt  als  Gleichung  unserer  Spurcurve  in  (o;,  y): 
[(2-0«a;H4(l-c«)yH4(e«-2)pa:  +  4(4-e«)p«] 
21)     .[(3-3c«+e*)a?2  +  3(l-  cV+2(2c«-3)pa;+(4-3e2)p«] 

-[(2-c«)V+4(l-e«)y»+(3e«-8)pic  +  4(2-e«)p«]«=a 

Disoassion  der  Doppelonrve. 

a)  Bestimmung  des  Mittelpunktes. 
Die  Gleichung  19),  nach  Potenzen  yon  x  und  g  geordnet,  lautet: 
19,)  e(2-c«)rr«-2a:i5  +  c;er«-2pca;  +  2p^+pV  =  0. 

Zur  Bestimmung  der  Coordinaten  des  Mittelpunktes  dieses  Kegelschnittes 
bedienen  wir  uns  der  Methode  der  Coordinatentransformation  resp.  der  Ver 
Schiebung  des  Coordinatensjstems.    Wir  setzen  zu  diesem  Zwecke: 

x^x+q,     0^g+r, 
wodurch  die  Gleichung  19,)  übergeht  in: 
«(2-c«)(a;'+g)«-2(a;'+g)(i5'+f)+e(/+r)»-2pc(a;'+g)+2p(/+r)+pV==0. 

Bilden  wir  hieraus  die  Glieder,  welche  x,  und  g^  im  ersten  Grade  ent- 
halten  und  setzen    dieselben  =0,    so   ergeben  sich    zur  Bestimmnog  der 
Mittelpunktscoordinaten  g,  r  folgende  zwei  Gleichungen: 
e(2-e«)g-r-pe  =  0, 

aus  welchen  man  findet:  t'—    ' 

^J)  q  =  -. — -j-  =  --•    r  —  —  - 


1-e»        c'  1-e« 
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Aus  diesen  Werthen  geht  hervor,  dass  der  Mittelpunkt  der  Doppel- 
cnrre  senkrecht  üher  dem  Mittelpunkte  0  des  Kegelschnittes  K  liegt  in  einem 
Abstände  gleich  der  halben  grossen  Achse  dieses  Kegelschnittes. 

b)  Bestimmung  der  Asymptoten. 
Die  Tangente  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Doppelcurve  ist  die 
Schnittlinie  der  Ebene  {Xy  g)  mit  der  Tangentialebene  der  deyeloppabeln 
Flftche  längs  der  bezüglichen  Erzeugenden.  Es  geht  hieraus  hervor,  dass 
die  Schnittlinie  der  Ebene  {x,  z)  mit  der  Ebene  E^  welche  der  räumliche 
Repräsentant  des  Fundamentalkegelschnittes  K  ist,  eine  Asymptote  der 
Doppelcurve  darstellt  (siehe  Fig.  10),  so  dass  diese,  stets  eine  Hyperbel 
sein  wird,  was  auch  aus  der  Gleichung  19^)  sich  ergiebt.  Schreiben  wir 
nämlich  diese  in  der  abgekürzten  Form: 

Ax^  +  Bxz  +  Cj?«  +  Da;  +  ^j?  +  JP  ==  0 
and  bilden  den  Ausdruck: 

so  sehen  wir,  dass  derselbe,  abgesehen  von  dem  Falle,  wo  6=1^  also  der 
Fandamentalkegelschnitt  eine  Parabel  ist^  stets  positiv,  also  unsere  Doppel- 
curve eine  Hyperbel  ist. 

Zum   Zwecke    der   analytischen  Bestimmung   beider  Asymptoten   ver- 
schieben wir    das  Coordinatensystem  (o;,  e)   nach   dem   vorhin  bestimmten 
Mittelpunkte  der  Doppelcurve;  dann  lautet  die  Gleichung  der  letzteren: 
23)  e(2-e«)a;'«-2a;V+e0'«+C=O, 


wobei 


<^-<^-^n^.-^'rr^'re/'^ 


'(1-e*)«         (l-e*)»^    (1-e*)» 


somit :  ^ 

23)  e(2  -e«)Ä « -2a;V+  eß^  +^(?^Q. 

Führen  wir  jetzt  Polarcoordinaten  ein,  indem  wir  setzen: 

x'^=^Q  cos  q>,    0^=q  sin  (p, 

so  geht  die  Gleichung  23)  über  in: 

p*[«(2  ^^)co9^q>  -f  esin^tp  —  2sinq>cos(p\  +  p^e'ssr  0. 

Damit  q  unendlich  werde,  muss  der  Coefficient  von  q^  verschwinden: 

e(2  -  e*)co«*<p  +  esm^ip—2s%nq>cosipt=i  0, 
oder: 

etg^fp-2tgtp'\-e(X-^)^0. 

Hieraus  ergeben  sich  für  tgq>  die  zwei  Werthe: 

2-6« 

tg^Pi  —  — — -»    i9<P%^e. 

Dem  Werthe  9,  entspricht  demnach  die  schon  oben  auf  geometrischem 
Wege  gefundene  Asymptote,  die  Fall -Linie  der  Ebene  E.    Dem  Werthe  fp^ 
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entspricht    die    zweite    Asymptote,    deren    Gleichung,    bezogen    auf  das 
ursprüngliche  Coordinatensystem  (x^  0)  lautet: 

pe    _2-c«/  p    \ 

oder:  '^T^  "VV''T:^r 

24)  (2-««)ir-eir-2p  =  0. 

c)  Bestimmung  der  Grenzpunkte. 

Nicht  der  vollstftndige  Kegelschnitt  19)  ist  Doppelcurve  der  deTeloppablen 
Fläche,  sondern  nur  ein  begrenzter  Theil  desselben.  Dieser  erstreckt  sich 
von  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  auf  (o;,  0)  liegenden  Asymptote  bis 
zu  den  zwei  Punkten  Da,  D^^  welche  den  auf  der  Brennpunktsachse  liegenden 
Scheiteln  Ä^  B  dea  Fundamentalkegelschnittes  K  correspondiren  (Greni- 
punkte  der  Doppelcurve).  Aus  der  Gleichung  des  Kegelschnittes  K  ergeben 
sich  für  die  Scheitel  der  Brennpunktsachse  die  Abscissen: 

P  P 

Xa  =  T~r~: »    ^* ' 


1  +  e'    -^^       1-e 

Setzen    wir    den    zweiten    dieser  Werthe    in   die  Gleichang  18")  des 
Systems  11")  an  die  Stelle  von  x^  ein,  so  folgt: 

eaj  +  e[(l-c«)j^-p]-ir  =  0, 
und  hieraus:  ^     ,       > 

Diesen  Werth  in  die  Gleichung  19)  der  Doppelcurve  ftlr  g  substitairt, 
liefert  den  entsprechenden  Werth  fttr  x : 

p(et-.e  +  2) 

*-       2(1-6) 

und  damit  findet  man  filr  $  selbst; 

#»e(«  +  ej>)«^  2(l-e) 

Die  Coordinaten  des  ersten   Orenzpanktes  ergeben  sich  aof  dieselbe 

Weise,  wenn  man  den  Wertb  -r^—  benatzt.    Wir  haben  daher  fBr  beiät 
'  1  +  e 

Grenzpnnkte  folgende  Coordinaten  werthe: 


25) 


•  f>(e«  +  e  +  2)  _ye(-e«-e  +  2) 

'^"■-    *--     2(l  +  e)     '     '' W+^)        ' 

_         „      !>(<«- e  + 2)  „       j>c(-e«+c  +  2) 

^»-     *»^ 2(l-e)     '     '» W=^) 


Die  arithmetischen  Mittel  dieser  Coordinaten  stimmen  mit  den  Mittel- 
punkts-Coordinaten  der  Doppelcurve  überein,  woraus  hervorgeht,  dass  die 
Gpenzpunkte  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  sind. 
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d)  Sohnittpunkte  der  Doppelourve  mit  der  Achse  x. 
Setzen  wir  in   der  Gleichung  19i)  j9  =  0,    so   folgt  eine  quadratische 
Gleichung  in  «:  (2-«»)a,«-2j,:r+j,V  =  0. 

Ans  dieser  ergeben  sich  für  x  die  zwei  Werthe: 

26)  *i=P5    fc"=2Z^- 

Dem  ersteren  entspricht  der  Brennpunkt  des  fest  gegebenen  Kegel- 
schnittes Kf  ein  Punkt  des  Kegelschnittes  19),  der  aber  nicht  zu  dem 
Theile  gehört,  der  wirklich  Doppelcurve  ist.  Dem  zweiten  Werthe  h" 
jedoch  ein  Punkt  der  Curve  19),  der  wirklich  zur  eigentlichen  Doppelcurve 
gehört;  in  diesem  besitzt  die  Spurcurve  der  developpablen  Fläche  auf  (x^y) 
einen  Doppelpunkt  K'\  Mittelst  der  Gleichungen  18")  und  1)  findet  man 
fOr  die  zwei  symmetrisch  zur  o;- Achse  liegenden  Punkte  des  festen  Kegel- 
schnittes K,  welche  diesem  Doppelpunkte  correspondiren ,  die  Coordinaten : 

27)  ..  =  ^.   ,*  =  ±^.^4^. 

Während  Xk  stets  reell  ausfUUt,  kann  y^  auch  imaginär  werden;  dies 
passirt  für  e  >  2.  Gemäss  des  Werthes  für  h"  liegt  für  e  <  f/2  der  Doppel- 
punkt stets  auf  derselben  Seite  der  Directrix  f^  wie  der  Brennpunkt;  für 
e=3^,  wo  also  K  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  fällt  der  Doppelpunkt  ins 
unendliche.  Für  e>y2  wird  V  negativ,  das  heisst,  der  Doppelpunkt 
liegt  jetzt  auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  Directrix ,  wie  der  Brennpunkt. 
Bei  e  =  2,  wo  ^a  =  0  wird ,  fällt  der  Doppelpunkt  in  den  auf  der  negativen 
o;- Achse  gelegenen  Scheitel  Da  und  verliert  infolge  dieser  Lage  die  Natur 
eines  Doppelpunktes;  er  ist  ein  gewöhnlicher  Punkt  der  Spurcurve  ge- 
worden. Die  Doppelcurve  besitzt  bei  dieser  Annahme  den  Punkt  K"  zum 
Grenzpankt  Für  e>2  wird  der  Doppelpunkt  isolirt,  denn  nach  dem 
Ausdruck  in  27)  wird  jetzt  yk  imaginär,  das  heisst,  der  bezügliche  Punkt 
des  Originalkegelschnittes  K  ist  nicht  mehr  reell. 

Discussion  der  Spurcurve  auf  (Xj  y). 

a)  Bestimmung  der  Maxima  und  Minima. 

Diese  Punkte  entsprechen  denjenigen  des  Original kegelschnittes  JST,  wo 
die  Tangenten  mit  der  positiven  Richtung  der  rc- Achse  Winkel  von  45^ 
resp.  von  135^  einschliessen.  Ist  ^  der  Winkel,  den  die  Tangente  im 
Punkte  (X|,  yi)  des  Kegelschnittes  K  mit  der  positiven  Richtung  der  rc- Achse 
bildet,  80  folgt  aus  der  Gleichung  3) : 

(l-e«)a?i-l> 
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Somit  ergiebt  sich  für  ^  =  45^  die  Bedingung: 
^^     (l-e»)a;,-|>^ 


oder: 

nnd  für  i/;  =  135® 

oder: 


Vi 


Diese  Gleichungen,  in  Verbindung  mit  der  Bedingung,  dass  (a^n  ^i) 
auf  dem  Originalkegelschnitte  liege,  liefern  folgende  vier  Punkte  aaf  K 
(siehe  Fig.  10): 


28) 


X 


*.           (l-e*}(2-e»)      ' 
pe 

Mg         ^—     .    .                                             • 

Z 

u 

1         p[2-c*-<!^2-e»J 
*«-       (l_e.)(2_e«) 

(l-e«)(2-c') 
pe 

*•          V2~e* 

p[2-e'-e}/2-e*] 
"''='      (l-e'')(2-c«)     ' 
pe 

r~V2-y 

Die  entsprechenden   Punkte   Q^,   Q|,,   Q«,  Qu   der   Spurcurve  ergeben 
sich  nun  durch  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichungen: 

18')  yi«-[i-«')*i-p](y-y,)=o. 

20)  2(l-c«)«a!»,  +  {l-e*)(c»«-4p)a;,-2p(e»a!-p)  =  0. 

Man  findet  fttr: 

p[2-c«+e/2^«] 


29) 


a;  = 


(1  -c«)(2-e«) 


-  =  «i. 


p[l+e/2-e«] 

p[2-e«+e^2:^«]_ 
(l-e«)(2-e»)      "  *' 

p[\+e]/r:?] 


ö. 


__p[2-e«-e^2-e»]_^ 
*-       (l_e«)(2-c»)  "      " 


p[l-g^2-e''J 
l-c* 


=yi+ri. 


r  = 


p[2-e*-e}/2^\ 


--=1» 


(l_e'')(2-e») 
p[l-e/2=?] 


Man  sieht,  dass  die  Abscissen  dieser  Punkte  auf  der  Spurcurve  and 
der  entsprechenden  Punkte  auf  K  mit  einander  übereinstimmen,  was  auch 
geometrisch  evident  ist,  wie  früher  schon  beim  allgemeinen  Falle  bemerkt 
wurde. 

Je  einem  Maximum  und  Minimum  der  Spurcurve  entspricht  auch  ein 
Maximum  resp.  Minimum  der  Doppelcurve;  denn  geometrisch  folgt ,  dass 
sich  die  Tangenten  in  entsprechenden  Punkten  dieser  zwei  Gurven  auf  der 
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^- Achse  schneiden.  Geometrisch  ist  auch  klar,  dass  diese  Stellen  der  Doppel- 
curve  dieselben  Abscissen  wie  die  entsprechenden  Punkte  der  Sporcurve 
besitzen  und  ihre  Ordinaten  z  aas  den  Ordinaten  y  der  Letzteren  durch 
Mnltiplication  mit  e  sich  ergeben.  Man  hat  daher  fttr  diese  zwei  Stellen 
der  Doppelcurve  folgende  Coordinaten : 


30) 


p[2-eHg/^-e^]  _ 


Dx  id.  mit  JD» 


Dz  id.  mit  D« 


(l_e.)(2_e'') 


y  = 


_  ep[l  +  eK^^«]_ 


1-e» 


«y. 


^ ._  p[2-e«-e/2-e«]  _  ^ 


l~e^ 


=  cy. 


Diese  zwei  Punkte  sind  gleichfalls  wie  die  Orenzpunkte  die  Endpunkte 
eines  Durchmessers  der  Doppelcurve. 

b)  Scheitel  der  Spurcurve. 
Den  Scheiteln  A^  B  ^q^  Fundamentalkegelschnittes  K  auf  der  Brenn- 
punktsachse  entsprechen  Funkte  Qa<,  Qb  der  Spurcurve  auf  eben  derselben. 
Da  die  Spur-Curve  der  Ort  des  Gegenpuukte  zu  den  Punkten  der  Directrix  f 
in  Bezug  auf  die  Tangenten  des  Kegelschnittes  K  ist,  so  folgt,  dass  die 
Abscissen  dieser  Scheitel  der  Spurcurve  das  Doppelte  der  Abscissen 
der  entsprechenden  Scheitel  von  K  betragen.  Es  ergeben  sich  daher  für 
Qa  und  Q^  die  Abscissen: 

2p  ,  2p 


31) 


Xa== 


l  +  e 


aj6  = 


l-e 


(siehe  die  Abscissen  Xa  und  x^  auf  S.  304). 


21 


A.l 


c)  Rttckkehrpunkte  der  Spurcurve. 

Die  Schnittpunkte  der  Rttckkehrcurve  der  developpablen  Fläche  mit 
der  Bildebene  sind  Rückkehrpunkte  der  Spurcurve  derselben.  Zu  ihrer 
Bestimmung  ordnen  wir  die  Gleichung  21)  nach  Potenzen  von  y: 

[(2.c«)«(l.e«)a^-2(2.e«)(4.c2.c*)px»+(16-3c*-c«)pV-4c^4-««)|>»a;+4cV]=0 

Jedem  Werthe  von  x  entsprechen  zwei  im  Allgemeinen  von  einander 
verschiedene  Werthe  von  y\  also  vier  Werthe  von  y,  wovon  je  zwei  dem 
absoluten  Werthe  nach  einander  gleich ,  dem  Vorzeichen  nach  entgegen- 
gesetzt sind.  Wenn  nun  die  Curve  Rückkehrpunkte  aufweist,  so  können 
es  deren  nur  zwei  sein,  da  die  Curve  vierter  Ordnung  ist  und  bereits 
einen  Doppelpunkt  besitzt.  Aus  Sjmmetriegründen  liegen  diese  zwei  Rück- 
kehrpunkte symmetrisch   zur  a;- Achse;  für  den   betreffenden  Werth  von  x 
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stimmen  die  zwei  zagebörigen  Werthe  von  y^  mit  einander  überein.  Wir 
werden  daber  diesen  Wortb  Ton  x  finden,  wenn  wir  in  der  Gleicbung  21j) 
die  Bedingung  einftlbren,  dass  ibre  Discriminante  gleich  Nall  sei,  das  heiset: 

Entwickelt  man  diese  Gleicbung  nacb  Potenzen  von  x^  so  zeigt  sich, 
dass  die  von  x  unabbttngigen  Glieder  sieb  gegenseitig  aufheben ,  die  Gleichung 
daber  mit  x  resp.  mit  ^x  dividirbar  wird  und  alsdann  lautet: 

oder.  e«a^+24e*px«+  192eVa?+  152p»  =  0, 

32)  (c»a;  +  8p)»=0. 

Hieraus  ergiebt  sich:  g« 

X  = ?• 

Substituiren  wir  diesen  Wertb  in  die  Gleicbung  21,),  so  folgt: 

*~    c*(e»-l) 
Die  zwei  Rttckkehrpnnkte  besitsen  somit  folgende  Coordinsten: 


33)  Ql 


«=-?£, 

e* 


^— l^-'^^^^^^^- 


Während  x  immer  reell  ausf&Ut,  können  die  Werthe  von  y  auch  imaginlr 
werden.  Dies  tritt  immer  ein,  wenn  e^l  ist,  das  beisst,  wenn  cler 
Fundamentalkegelschnitt  und  damit  auch  die  Regelschnitte  des  gesuehteo 
Systems  Ellipsen  sind.  In  diesem  Falle  besitzt  die  Spurcurve  keine 
Rttckkehrpunkte.  Ist  1  <1  e  ^  2^  so  bat  unsere  Curye  stets  zwei  reelle 
und  Ton  einander  verschiedene  Rückkehrpunkte,  welche  auf  der  ent- 
gegengesetzten Seite  von  der  Directrix  f^  wie  der  Brennpunkt  F,  liegen. 
Für  e=  2  fallen  die  zwei  Rückkehrpunkte  zusammen  und  zwar,  wie  ans 
den  Ausdrücken  in  31)  folgt,  in  den  auf  der  negativen  o;- Achse  gelegenen 
Scheitel  Qb.  Nacb  Früherem,  Gleichung  27),  rückt  in  diesem  Falle  aoeh 
der  Doppelpunkt  an  diese  Stelle  und  es  beben  sich  die  SingularitSten 
auf  zu  einem  gewöhnlichen  Funkte  der  Spurcurve.  Rücksicbtlich  der 
developpablen  Fläche  berührt  in  diesem  Grenzfalle  die  Rückkehrcurve  in 
Qb  die  Bildebene.    Für  e7>2  werden  die  Rückkehrpunkte  wieder  imaginSr. 

Bestimmen  wir  noch  die  Punkte  des  Originalkegelscbnittes ,  welche  den 
Rückkehrpunkten  der  Spurcurve  entsprechen.  Wir  benutzen  hierzu  die 
Gleichung  20): 

2(l-e«)«ii^  +  (l-e«)(c«aj  -4p)rr,-  2p(e«aj~p)  ==  0. 
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8p 
Setzen  wir  hierin  für  x  den  Werlh §"'  ^^  folgt: 

und  hieraus:     t  [(l-«')*.-3p]«=0 


x,  =  - 


3p 


Die  Gleichung  1)   des  Fundamentalkegelschnittes    liefert   alsdann    den 
entsprechenden  Werth  für  y^: 

Vi  =  ±  -izv  /(4-e*)(e«-lT 

Die   zwei   betreffenden  Stellen   des  Kegelschnittes  K  haben  somit  die 
folgenden  Coordinaten: 

3p 


34)  B' 


*      1  — e* 


y,  =  j^^(4-0(e«-l). 


d)  Asymptoten  der  Spurcurye. 
Ist  der  fundamentale  Kegelschnitt  K  eine  Hyperbel ,  erhält  die 
Enveloppe  der  Directrixen  stets  zwei  Asymptoten.  Sie  schneiden  sich  mit  den 
Asymptoten  des  Kegelschnittes  K  auf  der  Directrix  f  und  liegen  resp.  mit 
diesen  symmetrisch  zu  f.  Hiermit  ist  ihre  geometrische  Construction 
gegeben;  aber  auch  die  analytische  Bestimmung  gestaltet  sich  sehr  einfach. 
Die  Bichtungen  der  Asymptoten  des  Kegelschnittes  K  ergeben  sich  aus  der 
Gleichung  1)  zu  t^+ 1/^^ 

und  da  sie  selbst  den  Mittelpunkt  0  von  der  Abscisse  -z — -^  enthalten,  so 
lauten  ihre  Gleichungen 

oder: 


36) 


(e«-  l) X  +y^-l.y  +  p  =  0. 
Ihre  Schnittpunkte  mit  der  Directrix  ^  der  ^- Achse,  besitzen  somit  die 


Coordinaten:  « 


Aas  der  Gleichung  21j)  der  Spurcnrye  ergeben   sieh  die  Richtungen 
ihrer  Asymptoten,  indem  man  das  Polynom,  bestehend  aus  den  Oliedem 

vierten   Grades  in  »,  y,   gleich  Null   setzt   und   ans   dieser  Gleichung  - 
bestimmt:    4(i_e*)V+(l-e*)(8-8e«+c*)«V+(l-e')(2-e»)»a!*=0, 

4(1  -6«)(?) V  (8  -  8c«+  e«)g)  +  (2  -  ««)»=  0, 
woraus  folgt: 
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/yy      -(8-8e*+<*)±e« 
W™  8(1-«*) 

(yV ,    /^yY_(e*-2)* 

Dem  enteren  Werthe  entsprechen  imaginSre  Richtungen  (-j,  wShrend 
aus  dem  zweiten  folgt: 

e»-2 


somit 


/yV^     e«-2  /yy^_ 


2^C»- 1         \«/  2^6«- 1 

Da  nun  diese  Asymptoten  die  Punkte  y=  +  auf  der  y-Acbse 

enthalten ;  so  werden  ihre  Gleichungen:  yer-'l 


36) 


d:  (e»-2)Ä-.2/?^.y  +  2p  =  0, 


gj^  (e«-2)a?  +  2j/e»-l.y  +  2p  =  0. 

Die  Figuren  10  — 15  zeigen  uns  die  verschiedenen  Formen,  welche  die 

Enveloppe    der  Directrixen   (punktirt)    annehmen    kann.     In   Figur  10  ist 

3  6      4. 

ess^i   somit  das  Achsenverhältniss  der  bezüglichen  Ellipsen  —  =  ^*    Die 

Spurcurye  besitzt  keine  Rückkehrpunkte ,  wohl  aber  den  zwischen  derDirectrix 
f  und  dem  Brennpunkte  gelegenen  Doppelpunkt  K"  in  der  Entfernung: 

pe'         9 

Ton  der  Direotrix;   seine  entsprechenden  Punkte  K  auf  dem  Fundamental- 
kegelschnitte  K  besitzen  die  Abscisse: 

2p  30 
^*=23^==4TP- 
Die  Spurcurve  hat  hier  die  Directrix  f  zur  Doppeltangente;  die  be- 
treffenden Berührungspunkte  Qcj  Qd  entsprechen  den  Scheiteln  C,  D  der 
kleinen  Achse  des  Regelschnittes  K.  Ausser  den  Scheiteln  Qa ,  Qb  ^^^  ^^ 
Maximal-  und  Minimalstellen  Qx,  Qz\  Qy^  Qu  sind  noch  vier  weitere  zur 
^- Achse  symmetrisch  gelegene  Punktepaare  der  Spur-Curve  nebst  ihren 
entsprechenden  Punkten  auf  K  markirt.  Die  strich -punktirte  Curre  re- 
prftsentirt  die  ümklappung  der  Doppelcurve  in  die  Bildebene.  Die  Fall- 
Linie  E{Br)  der  Ebene  E  ist  eine  ihrer  Asymptoten.  D«,  Dk  sind  die 
Grenzpunkte  von  den  Coordinaten: 

.,  _  p(e«+e  +  2)  _  37  „  _  pg(-e>-e  +  2)  _  ^ 

"^"^      2(l  +  e)     ""40^'    ^«^        2(1 +e)        ""200^' 

p(e«-e  +  2)_ll^      ,^^_Pe{-e^+e  +  2)_42 
^*-     2(1 -e)      "5^'    ^*"'        2(1 -c)        ~25^- 
Die  Tangenten    in   diesen  Punkten   geben  Qa  resp.  Qt  und  schliessen 
mit  der  positiven  Richtung  der  o^- Achse  den  Winkel  180  — a  ein.    Unsere 
Figur   enthält   für    den    beliebigen  Punkt  P  auf  K  die   vollst&ndige  Con- 
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stniction  des  entsprechenden  Punktes  Q  der  Spurcurve  mit  seiner  Tangente 
nnd  des  entsprechenden  Punktes  Dp  der  Doppelcurye  nebst  seiner  Tangente. 
Skizzirt  sind  anch  als  Enveloppen  ihrer  Tangenten  die  Projectionen  der 
Bückkehrcurve  der  developpablen  Flfiche  aaf  die  Bildebene  und  auf  die 
Ebene  {x^  0),  Die  Erstere  ist  symmetrisch  zur  Achse  x  und  zeigt  auf  der- 
selben zwei  Rückkehrpunkte ,  welche  den  Grenzpunkten  der  Doppelcurye 
entsprechen ;  sie  berührt  K  in  den  Scheiteln  der  kleinen  Achse  und  besitzt 
die  Sehnen  X  J*,  JJZ  zu  Doppeltangenten.  Die  Letztere  ist  von  einfacherer 
Gestalt  als  diese;  denn  je  zwei  zur  Ebene  (a;,  i?)  symmetrisch  gelegene 
Tangenten  projiciren  sich  auf  (x,  0)  in  eine  einzige;  diese  Curre  hat  den 
Mittelpunkt  der  Doppelcurye  zum  Wendepunkte  und  die  Asymptote  EBr 
zur  Tangente  in  demselben. 

Je  kleiner  e  wird,  desto  kleiner  wird  die  Ellipse  K  —  bei  festem 
Brennpunkte  F  und  fester  Directrix  f  — ,  desto  näher  rücken  somit  die 
Punkte  Qci  Qa  s-uf  f  und  der  Doppelpunkt  K"  nach  E  und  desto  mehr 
rücken  die  Scheitel  Qa  und  Q^  einander  näher.  Im  Grenzfalle  e  =  0 
reducirt  sich  K  auf  den  Punkt  J^,  nach  1)  anzusehen  als  unendlich  kleinen 
Kreis  yon  der  Gleichung:       (-^_♦J^2  1  -.2— .q 

Die  Spurcurve  geht  über  in  den  doppelt  gelegten  Kreis  vom  Mittel- 
punkte F  und  dem  Radius  p,  was  durch  die  Gleichung  21  j)  auch  bestätigt 
wird.     Für  c  =  0  geht  nämlich  dieselbe  über  in: 

V+  [8a:«-  16pa;]y«+  4a^-  16p«8+  16p»fl;»=  0, 
oder  in; 

ix'  +  y'^2pxy^0. 

Die  Kegelschnitte  des  gesuchten  Systems  sind  Punkte,  die  als  unendlich 
kleine  Kreise  anzusehen  sind  und  alle  mit  F  zusammenfallen. 

Nähert  sich  e  dem  Werthe  1 ,  so  entfernen  sich  Qo  und  Qa  von  E  und 
der  Doppelpunkt  K'\  sowie  der  Scheitel  Qa  nähern  sich  dem  Brennpunkte  F, 
während  der  andere  Scheitel  Qa  sich  immer  weiter  von  diesem  entfeiiit. 
Im  Grenzfalle  e=l,  wo  K  eine  Parabel  ist,  degenerirt  die  Spurcurve  in 
die  unendlich  ferne  Gerade  und  in  das  Perpendikel  in  F  auf  die  ^- Achse 
als  dreifach  zu  rechnende  Gerade,  was  durch  die  Gleichung  21 J  bestätigt 
wird;  denn  setzen  wir  in  derselben  e=  1,  so  geht  sie  über  in: 

0.y*  +  0y«+0a;*-4paj8+12p«Ä»-12p»a;  +  4p*=0, 
oder  in: 

Die  Kegelschnitte  des  Systems  bestehen  hier  aus  dem  Büschel  der 
doppelt  gelegten  Strecken  FP.  ^ 

In  Figur  11   ist  JT  eine  Hyperbel  mit  6  =  7'     Der  Doppelpunkt  K" 

25 

liegt  nun  rechts  vom  Brennpunkte  F  und  hat  die  Abscisse  -ttP]  ^^^  ®^^' 

32 

sprechenden  Punkten  JT  des  Fundamentalkegelschnittes  kommt  die  Abscisse  -=-p 
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zu.     Die  Spurcurve  hat  zwei  Asymptoten    and   zwei  Rückkehrpnnkte  von 
den  Coordinaten: 

8p      128  ^P(^'-^)w7Ä — wn—T^    39y39      ^„. 

Diese  Letzteren  fallen  nahezu  mit  dem  Maximalpunkte  Qy  resp.  Minimal- 
punkie  Qx  zusammen. 

In  Figur  12  ist  e=  ^2,  also  A'eine  gleichseitige  Hyperhel.  Der  Doppel- 
punkt fällt  ins  unendliche;  die  Tangenten  in  demselben  sind  die  zur  je -Achse 
parallelen  Asymptoten.     Die  Rückkehr  punkte  haben  die  Coordinaten: 
«  =  -4p.    y  =  ±Pf^  =  a. 

Die  entsprechenden  Punkte  B  des  Fundamentalkegelschnittes  haben  die 
Abscisse  —  3p  und  sind  daher  die  Endpunkte  der  Ordinate  im  zweiten 
Brennpunkte  F*.  ^ 

In  Figur  13  isj;  e  =  ^ ;   der  Asymptotenwinkel  des  Kegelschnittes  K  ist 

stumpf.  Der  Doppelpunkt  K"  liegt  nun  auf  der  negativen  o;- Achse  und 
besitzt  die  Abscisse  —  9p*,  den  entsprechenden  Punkten  K  des  Fundamental- 
kegelscbnittes   kommt  die  Abscisse  -^8p  zu.     Die  Rückkehrpunkte  haben 

die  Coordinaten:  33  ,7/35         ^^^ 

ir  =  -g-p,     y  =  ±-|g— P  =  0,92p. 

12 

Die  entsprechenden  Punkte  auf  K  sind  durch  die  Abscisse  —  j-p  bestimmt 

In  Figur  14  ist  e  »  2.  Diese  Annahme  liefert  den  auf  S.  305  erwfthnten 
Orenzfall.  Der  Doppelpunkt  und  die  Rückkehrpunkte  fallen  zusammen  in 
den  Punkt  x=:—2p  und  lösen  sich  auf  in  einen  gewöhnlichen  Punkt  der 
Spurcurve ;  die  entsprechenden  Punkte  von  K  fallen  in  den  auf  der  nega- 
tiven rr- Achse  liegenden  Scheitel  B, 

In  Figur  15  besitzt  e  noch  einen  grösseren  Werth ,   nSmlich  3.    Der 

g 
isolirte  Doppelpunkt  A"'  hat  die  Abscisse  —iyPi  während  der  rechts  davon 

gelegene  Scheitel  Qt  durch  x't=^p  bestimmt  ist.  Die  Rückkehrpnnkte 
sind  nun  wieder  imaginär  und  befinden  sich  auf  der  Parallelen  zur  y- Achse 

Q 

im  Abstände  —  qP  von  derselben. 

lat  e  =  00,  also  a  =  90^,  so  degenerirt  A"  in  die  doppelt  gelegte  Gerade  f 
und  die  Spurcurve  besteht  gleichfalls  aus  dieser  Linie  als  Doppelgeraden 
und    dem    isolirten   Doppelpunkte  K"  auf  der   rc- Achse   von  der  Abscisse 

(-7; 5- )      =  —  P }  anzusehen  als  unendlich  kleinen  Kreis ,  was  auch  durch 

die  Gleichung  21^)  bestätigt  wird;  denn  setzt  man  dort  die  Glieder,  welchem 

in  der  höchsten  Potenz  enthalten  (in  der  sechsten)  =  0,  so  folgt  die  Gleichong: 

x^yi  +  ic*  +  2pa?  +  pV  =  0, 

Die  Kogelschnitte  des  Systems   degeneriren  ebenfalls   in  die  Doppellinie  A 
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In  Figur  16  sind  in  Beziehung  zu  Figur  10  einige  Paare  der  Kegel- 
schnitte des  gesuchten  Systems  selbst  gezeichnet.  Der  Einfachheit  wegen 
sind  die  Punkte  des  Fundamentalkegelschnittes  mit  arabischen  und  die  ent- 
sprechenden Punkte  der  Spurcurve  mit  den  entsprechenden  römischen  Ziffern 
bezeichnet.  Für  die  Punkte  1  —  4  und  ihre  zur  rc- Achse  symmetrischen 
fallen  diesbezüglichen  Kegelschnitte  Ki  ins  Innere  von  A",  für  4  und  10 
Tereinigen  sie  sich  mit  K  und  für  die  übrigen  Punkte  von  4  bis  7  und 
ihre  symmetrischen  liegen  sie  ausserhalb  K.  K^  ist  die  kleinste,  K^  die 
grÖBste  Ellipse  des  Systems. 

Zum  Schlüsse  glaube  ich  noch  die  Bemerkung  hinzufügen  zu  dürfen, 
dass  ich  im  Besitze  eines  von  mir  ausgeführten,  gelungenen  Fadenmodelles 
der  developpablen  Flftche  vierter  Ordnung  bin,  welches  bei  Anlass  der 
Mathematikerversammlung  in  München  ausgestellt  war. 

Zarich,  im  März  189S. 
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XVm.  üeber  das  Qaadrat  des  Integrals  einer  linearen  DifEerential- 
gleichnng  zweiter  Ordnung. 

Für  die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihe  ist  jenes 
Quadrat  schon  öfters  betrachtet  worden.  Man  vergleiche  C  lausen,  Crdle'fl 
Journal  Bd.  3  S.  89.  —  Markoff,  Mathem.  Annalen  Bd.  28  S.  586.  - 
In  diesen  Arbeiten  handelt  es  sich  hauptsächlich  um  die  Multiplication 
von  hjpergeometrischen  Reihen;  auf  das  eigentliche  Integrationsproblem, 
auf  Bestimmung  des  integrirenden  Factors  und  dergleichen  wird  nicht  ein- 
gegangen.    Das  soll  nun  in  folgenden  Zeilen  geschehen. 

Es  sei  /  d\ 

1)  T^y"+x^y  +  x,y^O        (xi==fi{x),  y  =  gj 

vorgelegt;  und  man  frage  nach  jener  linearen  Differentialgleichung,  welcher 
jef  =  y*  genügt  Durch  Substitution  von  y  =  >^5  und  Differentiation  nach  f 
ergiebt  sich: 

4  !ry»=  2^ij"-  e'*+2xi  e0+  Ax^b\ 

^j-J^Ty^)  =  2zz"+  2x,ßz'+  2x^z^+2x\zz+%x^zz  +  ix,^, 
mithin,  wenn  z'^  eliminirt  wird, 

Ist  wie  oben  7  =  0,  so  lautet  die  gesuchte  Differentialgleichnng: 

2)  «"'+3a!,«"+(a;'i  +  2a^,  +  4a;(,)<r'+2(2a!,a!o  +  «o)»  =  0. 
Aber  diese  Gleichung  besteht  bereits,  wenn 

^(Ty»)  +  2a;,Ty»=0, 

das  heisst: 

T=  ky-^c  '■^/'i''*     (Ä  =  const.), 
woraus  folgt,  dass 

3)  y"+  a;,y'+  x^y  =  hy^e-^f'^*^' 

ein  erstes  Integral  der  Gleichung  2)  vorstellt. 
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In  e  geschrieben  lautet  es: 

4)  g2Mrf*L^"-^/2+  rc,ÄjEf'+  2xqbA  =  Const., 

und     hiermit    wird    ersichtlich;    dass    ^  =  jerc-'"^*»^*  ein   integrirender 
Factor  der  Gleichung  2)  ist 

Zuweilen  kann  man  aus  der  Bemerkung  Vortheil  ziehen,  dass  sich 
die  nicht  lineare  Gleichung  3)  oder  4)  auf  die  lineare  2)  zurückführen 
lässt.    Ist  speciell  rßj^O,  so  folgt  also  das  Integral  von 

aus 

jef'"+  4a?ojp'+  2x\z  =  0,    y  =  }/^. 

Zwischen  den  drei  willkürlichen  Constanten,  welche  das  Integral  z 
besitzt  und  der  gegebenen  Constanten  Tc  findet  jetzt  eine  Beziehung  statt, 
and  diese  ergiebt  sich,  wenn  man  dem  x  einen  passenden  Specialwerth 
beilegt. 

Sei  etwa  vorgelegt: 

y'-y^hy-'\ 
dann  wird 

0'"-4ä'=O 
mithin: 

Für  a;  =  0  folgt  Ä  =  4ciC2  —  c*o,  sonach  lautet  das  Integral  der  vor- 
gelegten Gleichung: 

Diese  Form  controlirt  man  leicht  durch  die  Annahme  A;  =  0,  womit 

als  wohlbekanntes  Integral  der  entsprechenden  Gleichung  erhalten  wird. 

W.  Hbymann. 

XIZ.  Frojeotiv  -  geometrischer  Beweis  des  Satzes:  Der  geometrische 
Ort  aller  Funkte,  für   welche  die  scheinbare  Grösse  eines  Kegel- 
schnittes dem  Quadranten  gleich  kommt,  ist  ein  Kreis. 

In  der  reinen  projectiven  Geometrie  existirt  der  Kreis,  wie  ihn  die 
Massgeometrie  definirt,  bekanntlich  nicht  Wenn  man  aber  auf  der  uneigent- 
lichen (unendlich  fernen)  Geraden  eine  elliptische  Involution  ein-  für  allemal 
auszeichnet,  die  man  die  absolute  Involution,  ihre  (idealen)  Doppelpunkte 
absolute  Punkte  nennt,  so  kann  man  jeden  durch  die  absoluten  Punkte 
gehenden  Kegelschnitt  einen  Kreis ,  und  den  Winkel,  den  zwei  durch  die 
absoluten  Punkte  harmonisch  getrennte  Geraden  mit  einander  einschliessen, 
einen  rechten  oder  einen  Quadranten  nennen,  und  dadurch  dem  oben  aus- 
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gesprochenen  Satze  eine  Bedeutung  in  der  projectiven  Geometrie  schaffen. 
Der  Weg  zum  Beweise  des  Satzes  führt  über  gewisse  Poncelet 'sehe  Sfttie, 
und  nOthigt  dazu,  etwas  weit  auszuholen,  indessen  glaube  ich,  dass  der 
projectiy- geometrische  Beweis  jener  Poncel  et 'sehen  Sätze  an  sich  von 
Interesse  ist  und  willkommen  sein  wird ,  wenn  ich  dieselben  auch  nur  in 
dem  Umfange  zu  beweisen  vermag;  als  zum  Beweise  des  Hauptsatzes  gerade 
nöthig  ist. 

Ein  Kreisbüschel  (^KH)  enthalte  die  Kreise  KHKiK^...K'K''...,  dann 
giebt  es  einen  Kegelschnitt  ft  Yon  der  Beschaffenheit,  dass  H  die  harmonische 
Contravariante  von  S  und  K  ist^  das  will  sagen,  dass  die  Tangenten  TOn 
H  die  Kreise  K  und  R  in  vier  harmonischen  Punkten  treffen.  Die  ge- 
meinsamen Tangenten  ahcd  von  E  und  H  mögen  K  in  den  Punkten  ÄBCd 
treffen.  Die  zweite  Tangente  von  Ä  an  JET  sei  a\  so  bestimmen  AB  Cd 
und  a  einen  Kegelschnitt  $,  der  der  gesuchte  ist.  Denn  zu  Kit  giebt  es 
eine  harmonische  Contravariante,  sie  hat  mit  H  fünf  Tangenten  aheda 
gemein,  sie  ist  also  J7.  Die  hier  gebrauchten  Sfttze  über  die  harmonische 
Contravariante  sind  in  SchrOter's  „Theorie  der  Kegelschnitte^,  und  daraus 
entlehnt  in  meinem  Buche:  „Die  Kegelschnitte  in  rein  projectiver  Behand- 
lung" auf  S.  117,  rein  projetiv  erwiesen. 

Ist  nun  M  ein  Punkt  auf  K  und  n  seine  Polare  in  Bezug  auf  9,  die 
K  in  N'  und  JV"  trifft,  und  wird  MN'  mit  m',  MN"  mit  m"  bezeichnet, 
so  sind  mW  Tangenten  an  H,  als  der  Contravariante  von  ftZl  Die 
Polaren  n  von  M,  wenn  M  auf  K  läuft,  umhüllen  einen  Kegelschnitt  Z^« 
den  Polarkegelschnitt  von  £  für  $.  Er  gehört  zum  Büschel  QHK).  FSUt 
nämlich  M  auf  einen  Schnittpunkt  HK^  so  fallen  mm''  zusammen,  n  ist 
Tangente  an  K,  Im  Allgemeinen  gehen  durch  einen  Punkt  M  auf  K  zwei 
Polaren  für  $,  nämlich  die  der  Punkte  N' N'\  Fällt  aber  M  auf  einen 
Schnittpunkt  von  HK^  so  fallen  N'N"  zusammen,  es  giebt  nur  eine 
Polare,  nur  eine  Tangente  von  ihm  aus  an  £j,  er  ist  also  ein  Punkt  von 
Kj^j  w.  z,  b.  w. 

Somit  ist  der  Satz  bewiesen:  Ist  ein  Kreisbüschel  iKET)  gegeben, 
und  zieht  man  von  einem  Punkte  M  auf  K  Tangenten  an  H^  die  K  in 
N'N"  treffen,  so  berührt  die  Verbindungslinie  n  yovLN*N"  fortwährend 
einen  und  denselben  Kreis  f,  des  Büschels,  wenn  If  auf  K  läuft,  und 
dabei  MN\  MN"  fortwährend  H  berühren.  Oder:  Ist  ein  Dreieck  JfjN'iT 
einem  Kegelschnitt  K  eingeschrieben  und  berühren  zwei  Seiten  MN\  MN' 
einen  Kreis  J7,  so  berührt  die  dritte  Seite  N'N"  einen  Kreis  K^  des  Büschels 
{SK)  und  zwar  stets  denselben,  wenn  das  Dreieck  so  gedreht  wird,  dass 
die  Ecken  auf  K  bleiben,  und  zwei  Seiten  H  berühren.  —  Bekanntlich 
hat  Poncelet  diesen  Satz  in  allgemeinerer  Gestalt  erwiesen,  allein  sein 
Beweis  stützt  sich  auf  die  Voraussetzung ,  dass  zu  einem  continnirlichen 
Strahlenbüschel  eine  continuirliche  Stützcurve  gehöre,  der  ja  für  algebraische 
Strahlenbüschel  richtig  ist,  was  sich  auf  analytischem  Wege  erweisen  Ifisst 
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Der  Beweis  kann  demnach  nicht  als  ein  projectiv- geometrischer  angesehen 
werden.  Nach  einem  Referat  in  dem  Jahrbache  der  Fortschritte  der  Mathe- 
matik hat  Herr  Andreieff  im  Jahre  1884  in  Charkow  zwei  Abhandlungen 
in  russischer  Sprache  veröffenÜicht,  welche  den  Zweck  haben,  die 
Poncelet'schen  Sätze  rein  projectiv  und  descriptiv  zu  erweisen;  es  wflre 
wQnschenswerth ,  dass  diese  Untersuchungen  durch  üebertragung  in  eine 
gelfiufigere  Sprache  zugänglicher  gemacht  würden« 

Liegen  die  Punkte  M^M^M^M^M^  auf  K  und  sind  {M^M^{M^M^ 
(Jfslf4)(Jlf4itf5)  Tangenten  an  JET,  so  wälzt  sich  {Mf^M^  auf  einem  Kreise  des 
BOschels  (H£),  wenn  die  fünf  Ecken  des  Polygons  auf  K  laufen,  und 
dabei  die  vier  ersten  Seiten  Tangenten  an  H  bleiben.  Denn  nach  dem 
bewiesenen  Satze  wälzen  sich  {MiM^{M^M^  auf  einem  Kreise  K^  des 
Bflschels,  und  wenn  man  jetzt  K^  für  H  eintreten  lässt,  so  folgt,  dass 
sich  {M^M^  auf  einem  Kreise  K^  des  Büschels  {HK)  wälzt.  —  Fällt  M^ 
mit  Jlf|  zusammen,  so  föUt  K^  mit  K  zusammen,  und  man  hat  den  Satz: 
Ist  em  Viereckvierseit  einem  Kreise  K  eingeschrieben  und  einem  Kreise  H 
umschrieben  ^  so  giebt  es  unendlich  vieler  solcher  Vierecke ,  die  geradlinige 
Figur  lässt  sich  mit  Erhaltung  der  vorgeschriebenen  Bedingungen  con- 
tinuirlich  drehen.  Es  ist  leicht,  aus  Sätzen  über  das  eingeschriebene  Viereck 
und  das  umschriebene  Vierseit  nachzuweisen,  dass  die  Verbindungslinien 
gegenüber  liegender  Ecken  des  Viereckvierseits  durch  einen  Punkt  P'  gehen, 
der  für  H  und  K  dieselbe  Polare  hat,  also  durch  einen  Grenzpunkt  des 
Bttschels  (jET-S:). 

Berührt  die  Gerade  M^M^  in  einer  Lage  des  Polygons  den  Kreis  H, 
80  berührt  sie  ihn  fortwährend,  so  dass  der  Poncelet'sche  Satz  für  das 
Fflnfeckfünfseit  erwiesen  ist  Für  das  Sechsecksechsseit  M^M^..,M^  gilt 
der  Satzi  weil  er  für  das  Dreieck  üf^üfgJlfg  richtig  ist.  Im  Sechsecksechs- 
seit gehen  die  Verbindungslinien  gegenüber  liegender  Ecken  {M^M^{M^M^) 
(Ifjifg)  durch  einen  Punkt,  und  zwar  durch  den  Punkt  F\  einen  Grenz- 
punkt  des  Büschels  (J7£)-  Die  Berührungspunkte  der  Seiten  {MiM^ 
(Jf^lfj)...  (j9fg2fj  mit  H  seien  bez.  M\M\,,.M\,  Betrachten  wir  das 
T\enQ\i(Ji£^M^(Jii[^M^{M^M^{M^M^^  so  schneiden  sich  nach  bekannten 
Sätzen  {M\IS^ ^){M\M\)Im^M^)  in  einem  Punkt  Q.  Die  Polare  dieses 
Punktes  für  H  ist  die  die  Schnittpunkte  von  {M^M^  mit  (Jli^M^  und 
von  {M^M^  mit  {M^M^  verbindende  Gerade,  die  PascaTsche  Gerade 
des  Sechsecksechsseits  M^M^M^M^M^^M^.  Betrachten  wir  das  Vierseit  (iKf^Jf,) 
(3fsJf,)(ilf6ilfc)(ilfe-afi).  so  gehen  die  Geraden  {M\M\)(M\M\){M^M^) 
ebenfalls  durch  einen  Punkt  Q\  dessen  Polare  für  H  die  PascaTsche 
Gerade  des  Sechsecksechsseits  M^Mt..,MQ  ist.  Die  Punkte  QQ'  fallen 
mithin  zusammen,  weil  sie  für  H  dieselbe  Polare  haben.  Also  gehen  die 
Verbindungslinien  der  gegenüber  liegenden  Berührungspunkte  des  K  ein- 
geschriebenen H  umschriebenen  Sechsecksechsseits  durch  einen  Punkt,  den 
Pol  der  PascaTschen  Geraden  des  Sechsecksechsseits.  —  Das  Princip  der         j 
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Doalität  giebt  den  Satz:  In  einem  H  umschriebenen  K  eingeschriebenen 
Sechsseitsechseck  {M^M^{M^M^,..{diJ^l^^  schneiden  sich  die  gegenüber 
liegenden  Seiten  in  Punkten  einer  Geraden,  der  Polfyre  des  Brianchon- 
schen  Punktes  des  Sechsseits  in  Bezug  auf  K.  Hieraus  schliesst  man 
weiter,  dass  die  Verbindungslinien  der  gegenüberliegenden  Ecken  des  K 
eingeschriebenen  H  umschriebenen  Sechsecksseits  M^M^  , .  .M^  sich  in 
einem  Punkte  P'  schneiden,  der  für  K  und  H  dieselbe  Polare  hat,  in  einem 
Grenzpunkte  des  Büschels  {HK). 

Liegen  die  Punkte  M^M^.^.Mq  auf  K  und  berühren  die  Seiten  (iV, M^) 
(M^M^).,,{MqM^  den  Kreis  H,  so  beschreibt  die  Seite  M^IH^,  wenn  M^ 
sich  auf  K  verändert,  einen  Büschel  zweiter  Ordnung,  umhüllt  einen 
Kegelschnitt  AT'  des  Büschels  (^A').  Denn  die  Seiten  (M^M^),  (A/jfJ 
berühren,  wie  eben  bewiesen,  fortwährend  einen  Kreis  J^^  des  Büschels 
und  daraus  folgt,  dass  (^9^1)  einen  Kreis  A"'  desselben  Büschels  fort- 
während berührt.  Fällt  Mq  mit  M^  zusammen,  oder  berührt  ^^^i  den 
Kreis  H,  so  folgt  daraus  der  Poncelet'sche  Satz,  für  das  Achteck  und 
das  Neuneck.  Für's  Zehneck  folgt  er  aus  dem  Fünfeck,  hingegen  bleibt 
er  für*8  Siebeneck  unerwiesen. 

Es  ist  mir  noch  gelungen  den  folgenden  Fall  des  Poncele tischen 
Satzes  projectiv- geometrisch  zu  erweisen.  Liegen  die  Ecken  eines  Dreiecks 
M^M^M^  auf  dem  Kreise  A"  des  Büschels  {HK)  und  berührt  {I^^M^)  den 
Kreis  K\  {M^M^  den  Kreis  K'\  und  geht  {M^M^  durch  den  Grenzpunkt P' 
des  Kreisbüschels,  so  lässt  sich  das  Dreieck  unter  Erhaltung  dieser  Eigen- 
schaften drehen.  Um  der  Vorstellung  eine  bestimmtere  Grundlage  zu  geben, 
nehmen  wir  an ,  K  umschliesse  die  Kreise  K'  K"  und  P'  sei  der  im  Innern 
dieser  Kreise  gelegene  Grenzpunkt  des  Kreisbüschels  (HK),  P"  sei  der 
äussere  Grenzpunkt,  und  P  sei  der  Pol  der  Geraden  P'F'\  der  Schnitt- 
punkt des  realen  im  Büschel  enthaltenen  Geraden paares,  P  ist  ein  nneigent- 
licher  Punkt  Die  Seiten  des  den  Curven  des  Büschels  gemeinsamen 
Polardreiecks  PF'P''  seien  P'P'  =  i},  P"P^p\  PP'=i)".  —  Nimmt  man 
einen  der  drei  Punkte  P  zum  Centrum  einer  Collineation ,  die  gegenüber 
liegende  Seite  des  Polardreiecks  zur  Fluchtlinie,  und  ordnet  jedem  Punkte 
auf  einer  Geraden  durch  diesen  Punkt  P  den  Punkt  zu,  der  von  ihm 
durch  P  und  p  harmonisch  getrennt  ist,  so  erhält  man  drei  Collineationen, 
in  denen  jeder  Kreis  des  Kreisbüschels  {HK)  sich  selbst  entspricht.  Ist 
das  Dreieck  M^M^M^  dem  Kreise  K  eingeschrieben  und  sind  {l^i^^{M^M^ 
{M^M^  bez.  Tangenten  der  Kreise  K'K"K"'  des  Büschels,  so  ergiebt  die 
Collineation  mit  dem  Centnim  P  ein  neues  Dreieck  mit  denselben  Eigen- 
schaften, dessen  Seiten  aber  in  umgekehrter  Reihe  auf  einander  folgen. 
Man  kann  es  das  Spiegelbild  des  ursprünglichen  in  Bezug  auf  die  Gerade  f 
nennen.  Die  Collineation  mit  dem  Centrum  P"  liefert  zwei  neue  Dreiecke 
mit  denselben  Eigenschaften,  man  kann  sie  die  Spiegelbilder  der  Torigen 
in  Bezug  auf  die  Gerade  p"  nennen.    In  zweien  dieser  vier  Dreiecke  folgen 
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die  Seiten  auf  einander  in  gleichem  Sinne,  in  den  beiden  anderen  in  ent- 
g^egengesetztem.  Sind  von  den  Kreisen  K'K"K"'  zwei  einander  gleich, 
so  ist  die  Aufeinanderfolge  der  Seiten  ohne  Belang.  Die  Collineaiion  mit 
dem  Centram  P'  liefert  keine  neuen  Dreiecke. 

Nun  construii'en  wir  ein  Dreieck ,  von  dem  zwei  Ecken  M^  M^  auf  die 
Punkte  fallen,  in  denen  |>  den  Kreis  K  trifft,  während  {M^  M^  den  Kreis  K' 
und  {M^Sil^  den  Kreis  K*'  berührt.  Der  Punkt  M\  sei  von  M^  durch  ^ 
und  P  harmoniseh  getrennt,  er  liegt  auf  iT,  und  {M^M'^{M^M\)  berühren 
ebenfalls  K'  bez.  K'\  wie  aus  der  Collineaiion  mit  dem  Centrum  P  folgt. 
Dreht  mau  jetzt  die  beiden  Dreiecke  so ,  dass  {M^  M^  auf  K  bleiben  und  ihre 
Verbindangslinie  durch  P'  geht,  während  {M^M^)  und  (^i^'g)  den  Kreis  ä'j 
{M^M^{M^M'^  den  Kreis  ÜT"  berühren,  und  M^M^M\M\  auf  K  liegen, 
so  fallen  in  der  Anfangslage  M^J^^  und  M\M\  zusammen.  {M^Jtf\)  mag 
mit  A, ,  (M^M\)  mit  h^  bezeichnet  werden,  in  der  Anfangslage  fallen  h^h^ 
zusanunen,  berühren  aber  auch  weiter  bei  der  Drehung  fortwährend  einen 
and  denselben  Kreis  H  des  Büschels  (HK)  nach  den  bisher  bewiesenen  Sätzen. 
Die  Geraden  h^  sind  die  Polaren  der  Paukte  M^  von  K  für  einen  Kegelschnitt  $', 
wenn  E'  die  harmonische  Contravariante  zu  AT^'  ist  und  \  sind  die  Polaren 
der  Funkte  A/g  von  K  in  Bezag  auf  einen  Kegelschnitt  Ä",  wenn  IC"  die 
harmonisch  Contravariante  zu  ES"  ist.  Wie  aber  die  Punkte  M^M^  ein- 
ander projectiv  (involutorisch)  zugeordnet  sind,  so  sind  auch  die  Geraden 
^i^si  ^®  Polaren  von  M^M^  für  S'  und  St''  einander  projectiv  zugeordnet. 
In  vier  Lagen  aber,  nämlich  wenn  M^  auf  einen  der  Punkte  fällt,  die  p 
mit  AT  gemein  hat,  oder  wenn  M^  auf  einen  Punkt  föllt,  die  p'  mit 
IC  gemein  hat;  fallen  h^h^  zusammen.  In  diesen  Fällen  gehen  nämlich 
h^h^  gleichzeitig  entweder  durch  P  oder  durch  P'\  Folglich  fallen  h^h^ 
und  folglich  fallen  die  Punkte  M^M^,  und  die  Pauktet '3 ^'^  fortwährend 
zusammen,  das  Dreieck  M^M^M^  lässt  sich  also  so  drehen,  dass  M^M^M^ 
fortwährend  auf  K  bleiben  und  {M^  M^  {M^  M^  fortwährend  K'K''  berühren 
nnd  (.Vj  M^  durch  P'  geht. 

Nun  schreiten  wir  zum  Beweise  des  an  der  Spitze  dieser  Zeilen  stehenden 
Satzes.  Es  soll  der  geometrische  Ort  der  Punkte  gesucht  werden,  in  denen  die 
an  einen  Kegelschnitt  H  gezogenen  Tangenten  von  den  absoluten  Punkten 
harmonisch  getrennt  sind.  Der  Mittelpunkt,  der  Pol  der  uneigentlichen 
Geraden  für  H  sei  P'.  Von  einem  Paare  AÄ  der  absoluten  Involution 
ziehen  wir  die  vier  Tangenten  an  £r,  a^a^  von  A ,  a\ a\  von  A'.  Ein  Kreis 
K  durch  die  Punkte  (ß^a'^^a^a^^  für  den  die  Verbindungslinie  (a^d^ 
(a^a^  Durchmesser  ist,  enthält  auch  die  Paukte  (fl^d^id^d^^  weil  die 
Geraden  a^a\  und  ebenso  a^a\  mit  einander  dem  Quadranten  gleiche  Wiukel 
bilden.  Die  Verbindungslinien  der  gegenüber  liegenden  Berührungpunkte  des 
Vierecks  a^a\a^a\  und  die  Verbindungslinien  der  gegenüber  liegenden  Ecken 
des  Vierseits  {(iid^(a\a^{a^d^{a\a^  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  der 
sowohl  für  H  als  auch  für  K  dieselbe  Polare  (die  uneigentliche  Gerade)  hat, 
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das  heisst,  der  Kegelschnitt  H  and  der  Kreis  haben  beide  denselben  Mitid- 
punkt  F\  Einfache  Lagenbetrachtnngen  lehren,  dass  Kreis  und  Kegel- 
schnitt sich  nicht  in  reellen  Punkten  schneiden.  Das  K  eingeschriebene 
Dreieck  {aiOk^{a^a\)[dia^  berührt  mit  seinen  zwei  ersten  Seiten  a^ a'j  den 
Kegelschnitt  H  und  die  dritte  Seite  (Oj  a',)  (a\  o^)  geht  durch  den  Grenz- 
punkt  F'  des  Kegelschnittbüschels  iJSK).  Folglich  lässt  es  sich  mit  Er- 
haltung dieser  Eigenschaften  nach  den  hier  bewiesenen  Poncele  fachen 
Sätzen  drehen.  Zieht  man  demnach  von  irgend  einem  Punkte  des  Kreises  K 
Tangenten  an  H^  so  liegen  die  beiden  weiteren  Schnittpunkte  dieser 
Tangenten  mit  K  auf  einem  Durchmesser  von  K^  und  die  Tangenten  schliessen 
deshalb  einen  Quadranten  ein ,  gehen  durch  ein  Paar  der  absoluten  In- 
volution. Der  Kreis  K  ist  demnach  der  geometrische  Ort  aller  Ponkte, 
in  denen  die  scheinbare  Grösse  des  Kegelschnittes  H  einem  Quadranten 
gleichkommt. 

Nachwort    Inzwischen  ist  mir  der  allgemeine  projective  Beweis  der 
Poncel  et 'sehen  Sätze  gelungen.  j.  Thomäb. 
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Ueber  die  Auflösung  der  Gleiohungen 
vom  fünften  Orade. 

Von 

Dr.  W.  Heymann 

in  Gheamits. 
(tSohluBs  des  s^eeiten  Theilen.) 


Hierzu  Tafel  VI  Fig.  1-26. 


C.  Ueber  Kettenfanetionen.'*' 

Ein  weiteres  Mittel,  die  Wurzeln  einer  Gleichung  durch  conyergente 
nnendliche  Processe  za  erhalten,  bieten  die  Eettenfonctionen  dar.  Die- 
selben sind,  abgesehen  von  den  Eettenbrüchen,  bisher  nicht  so  beachtet 
worden,  als  sie  es  yerdienen.  Dies  mag  seinen  Grand  darin  finden,  dass 
wir  Annftherongsmethoden  besitzen,  die  schneller  zum  Ziele  führen.  Aber 
bei  jenen  praktischen  Methoden,  wie  die  Newton'«che  und  Grftffe'sche, 
tritt  der  Functionsbegriff ,  also  das  analytische  Gebilde,  welches  die  Wurzeln 
der  Gleichung  darstellt,  derartig  zarttck,  dass  eigentlich  blos  eine  Zahlen- 
tabelle der  Näherungswerthe  übrig  bleibt.  Die  einfiichsten  Kettenfanctionen, 
und  nur  solche  wollen  wir  verwenden,  sind  dagegen  hinschreibbare  ana- 
lytische Ausdrücke,  so  weit  wenigstens,  dass,  wie  bei  unendlichen  Reihen,  das 
Bildungsgesetz  deutlich  hervortritt  Es  l&sst  sich  mit  ihnen  mindestens  in 
dem  Umfang  rechnen,  als  mit  Beihen,  und  sie  erlauben  eine  sehr  einfache 
geometrische  Deutung,  durch  welche  zugleich  ersichtlich  wird,  ob  sie 
convergent  oder  divergent  sind. 

*  Vergl.  die  Abhandlang  des  Verfassers  „Theorie  der  An-  and  ümlänfe  and 
Anfldeang  der  Gleichungen  vom  vierten,  fflnften  and  seoliBten  Grade  mittelst 
goniometrificher  and  hyperbolischer  Functionen".  Joamal  für  Mathem.  Bd.  CXUI.  — 
In  dieser  Arbeit  massten  die  Grandprincipien  nnserer  Theorie  nochmals  kurz 
gestreift  werden.  Die  dort  mitgetheilten  Anwendangen  sind  aber  neu  and  schliessen 
sich  den  hier  folgenden  ergänzend  an. 
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Eine  Eettenfunction  wird  durch  ein  System  von  Gleichungen 

oder  durch  einen  Ausdruck 

X  =  (Pi^2  9$  * '  •  9nXn 

definirt,  wobei  die  (p  gegebenen  Functionen  bedeuten.* 
Für  1 

VA=fl*+—     (*=!»  2,...n) 

Xk 

entsteht  ein  gewöhnlicher  Eettenbruch;  für 

(Pk^'l^Ok  +  Xk 

würde  man  eine  Eettenwurzel 


erhalten,  und  in  gleicher  Weise  kann  man  von  einer  Eettenpotenz,  einem 
Eettenlogarithmus  u.  s.  f.  sprechen.  Offenbar  wird  man  endliche  und  un- 
endliche Kettenfimctionen  zu  unterscheiden  haben,  und  von  den  letzteren 
sind  die  periodischen  besonders  bemerkenswerth.  Eine  solche  ist  darch 
nachstehendes  Gleichungssjstem  definirt: 

das  heisst 

^  =  Vi 9^8  •••  W9i 9i  •••  9*9^1  Vj •  •  •! 

und  die  Periode  heisst  9>i  7«  •  • .  q>i» 

Der  besondere  Gegenstand  unserer  Abhandlung  erlaubt  uns  nicht,  auf 
allgemeine  Fragen  über  Eettenfunctionen  einzugehen.  Wir  bescbrftnken  uns 
Yielmehr  auf  den  Fall  zweier  Oleichungen,  die  eine  reap.  zwei  periodische 
Eettenfunctiotien  definiren,  und  zeigen,  dass  diese  Functionen  unter  allen 
Umständen  die  reellen  Wurzeln  jener  Gleichungen  darzustellen  Ycrmögen, 
aus  denen  sie  eben  abgeleitet  wurden. 

L  Allgemeine  Erörteimugen. 

Es  seien 

1)  y  =  9(«)    und    y^^{x) 

irgend  zwei  Functionen,  aber  man  nehme  an,  dass  sich  selbige  leicht  umkefaien 
lassen  und  bezeichne  die  Umkehrung,   also  die  inversen  Functionen,  dacch 

2)  «  =  9"^(y)     und    Ä  =  i(;"Uy)i 

dann  definiren  die  Gleichung  bei  kreuzweiser  Zusammenstellung  zwei  Ketten- 
functionen. 


•  Das  gelegentliche  Fortlassen  der  Klammem  hinter  dem  FunctioHBEeicben 
kann  hier  nicht  zu  MiesTerständnissen  führen. 
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Ans  x=q>^^y  nnd  y^s=z<fpx  folgt  nämlich 

ans  a;=^~^y  und  y  =  (px  folgt  dagegen 

nnd  hier  bedeutet  Xq  einen  zunächst  unbestimmten  Anfangswerth,  während 
die  positive  ganze  Zahl  X;  die  Anzahl  der  Perioden  q>-^iif  resp.  'flf^tp  an- 
giebt.  Man  bemerke  auch,  dass  zwei  auseinander  abgeleitete  Gleichungen, 
wie  y=^fpx  und  aj  =  9~^y,  die  Relationen 

fpqi-^a^qfia=^a   und    q>'-^q>a^q>^a^a 
nach  sich  ziehen. 

Fragen  wir  zunächst  nach  der  geometrischen  Bedeutung  obiger  Eetten- 
fonctionen  und  sehen  demgemäss  y  s=  9>  (o?)  und  ^  =  ^(x)  als  Gleichungen  zweier 
Curven  an ,  die  sich  mindestens  in  einem  reellen  Punkte  schneiden  mögen.  — 
Indem  wir  das  erste  Element  der  Eettenfnnction  3)  bilden  also  ^x^^  so 
berechnen  wir  die  Ordinate  y^  der  Curve  %ff  welche  zu  Xq  gehört.  (Man 
betrachte  die  beiden  Figuren  1  und  2  gleichzeitig.)  Denken  wir  jene 
Ordinate  parallel  zu  sich  verschoben,  bis  sie  Ordinate  der  Curve  q>  wird, 
80  gehört  zu  ihr  eine  Abscisse  rCj,  welche  offenbar  durch  ^'^^'^x^  aus- 
drflckbar  ist.  Verlängern  resp.  kürzen  wir  jetzt  die  Ordinate  wieder  bis 
zur  Curve  ^,  so  berechnet  sich  ihr  Werth  mittelst  ^9>""*^aJo  =  ^n  und 
wenn  der  Process  so  fortgeführt  wird ,  dann  erhalten  wir  einen  gebrochenen 
Zug,  der  dem  Schnittpunkte  der  Curven  tp  und  tf;  zustrebt.  Die  Coordinaten 
der  Brechpunkte  sind  durch  die  sich  aneinander  reihenden  Glieder  der 
Eettenfnnction  bestimmt,  insbesondere  liefert  die  Function  3)  durch  ihre 
Perioden  successive  Abscissenwerthe  a;^^)  x^^.,,Xk^  welche  sich  von  der 
Abscisse  des  Schnittpunktes  immer  weniger  unterscheiden. 

Durchläuft  man  die  gebrochenen  Züge  rückwärts,  wendet  man  also 
die  Eettenfnnction  4)  an,  so  entfernt  man  sich  vom  Schnittpunkte.  Die 
erste  Eettenfnnction  ist  daher  als  convergent,  die  zweite  als  divergent 
zu  bezeichnen. 

Ans  den  Figuren  ist  weiter  ersichtlich,  dass  man  «Anläufe**  nnd 
.Umläufe"  zu  unterscheiden  hat.  Liegt  ein  Umlauf  vor*  (Fig.  2),  so 
oscillirt  der  Werth  der  convergenten  Eettenfnnction  gegen  den  Werth  der 
festen  Schnittpunktsabscisse  und  unterscheidet  sich  immer  weniger  von 
derselben.  Bei  Umläufen  wird  man  von  rechts  drehenden  (Uhrzeiger- 
bewegnng)  und  links  drehenden  zu  sprechen  haben.  Anläufe  sind  im  All- 
gemeinen doppelt  (links  und  rechts  vom  Schnittpunkte)  vorhanden  (Fig.  1). 

Unserer  geometrischen  Deutnng  liegt  die  wesentliche  Voraussetzung 
zu  Grande,  dass  wenigstens  ein  reeller  Schnittpunkt  der  Curven  fp  nnd 
^  vorhanden  ist  Andemfolls  sind  die  Eettenentwickelungen  zunächst  sinnlos. 
Man  hat  sich  von  dem  Vorhandensein  des  Schnittpunktes  um  so  mehr  zu  über- 
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zeugen ,  als  die  Läufe  resp.  Eettenfunctionen  anfänglich  convergent  ersehenen 
können,  dann  n&mlich,  wenn  die  Cnrven  sich  anfangs  einander  nfthern, 
ohne  indess  zum  Schnitt  zu  gelangen  (Fig.  3  und  4).  ~  Auch  solche  Fragen, 
ob  der  Umlauf  rechts  oder  links  drehend  ist,  auf  welche  Curve  der  Anfangs- 
punkt 0^01  ^0  ^^  Laufes  gelegt  wird,  ob  die  eine  Kettenfunction  3)  oder 
die  inverse  Function  4)  convergirt,  entscheidet  man  gewöhnlich  am  zweck- 
m&ssigsten  durch  eine  Orientirung  an  der  Figur. 

Immerhin  lassen  sich  analytische  Kriterien  aufstellen,  sobald  man  die 
beiden  Curventangenten  des  Schnittpunktes  construirt  denkt  nnd  die  LSufe 
zwischen  jenen  Tangenten  in  der  Nähe  des  Schnittpunktes  verfolgt,  üeber- 
haupt  empfiehlt  ee  sich,  den  Fall  zweier  sich  schneidenden  Geraden  als  ein 
erstes  üebungsbeispiel  zu  wählen. 

Bemerken  wir  über  die  analytischen  Kriterien  nun  Folgendes:  Um 
festzustellen,  auf  welcher  Curve  der  Anfangspunkt  des  convergirenden 
Laufes  liegt,  errichte  man  die  zu  Xq  gehörige  Ordinate  dem  Schnittpunkte 
so  nahe,  dass  die  Curven  q>  und  ^  sicher  beide  getroffen  werden.  Denkt 
man  sich  an  beide  Curven  die  zu  Xq  gehörigen  Tangenten  construirt,  so 
ist  der  Anfangspunkt  des  convergirenden  Zuges  der  Berührungspunkt  der 
schwächer  geneigten  Tangente.  In  den  Figuren  1  und  2  liegt  jener 
Anfangspunkt  auf  ^,  denn  wir  wollen  ausdrücklich  verabreden,  dass  wir 
die  Züge  stets  in  Abscissenrichtung  beginnen.  Die  analytische  Be- 
dingung dafCLr,  dass  der  convergirende  Zug  auf  ^  beginnt,  ist  demnach 
absolut  (ohne  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen) 

*'W<9>>o), 
wobei  der  Strich  die  Ableitung  nach  x  anzeigt. 
Zugleich  erkennt  man,  dass 

3)  a;jta=[ip— '^a5j(*)  convergirt  resp.  divergirt, 

4)  a?jt  es:  [tf;  - '  g)  XqY^^    divergirt  resp.  convergirt , 
je  nachdem  absolut  ,,    .  <r    ,,   . 

üebrigens  muss  vorausgesetzt  werden,  dass  obige  Ungleichung  f&r 
einen  Punkt  {^wischen  dem  Anfangspunkt  und  Schnittpunkt  nicht  etwa  in 
die  entgegengesetzte  umschlägt.  Sollte  dies  eintreten,  so  wäre  ein  neuer 
Anferngspunkt  zwischen  der  fraglichen  Stelle  und  dem  Schnittpunkte  zo 
wählen.  Gleiches  gilt,  wenn  zuMlig  ^'(^o)  =^  il  9^ Vo) >  sollte  diese  Be- 
liehung  aber  für  jedwedes  x  stattfinden,  dann  wäre  überhaupt 

ein  Fall,  der  für  uns  belanglos  ist    Man  vergleiche  die  Untersuchung  der 
trinomisohen  Gleichung  in  Abschnitt  2. 

In  der  Nähe  des  Schnittpunktes  Xj  y  der  Curven  tp  und  ^  findet  eis 
Anlauf  reep.  ein  Umlauf  statt,  je  nachdem  (p\x}  und  ^'(x)  gleiche  oder  entgegen* 
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gesetzte  Vorzeichen  besitzen*  Ist  für  den  Schnittpunkt  <r'(^)  =  tfi' (a;) ,  so 
findet  Berührung  statt.  Bildet  man  die  Resultante  der  gleichzeitig  be- 
stehenden Gleichungen  ,  .         ,  s      n 

9)'(a;)- !/;'(«)  =  0, 

so  wird  man,  wie  bekannt ,  auf  die  Discriminante  A  der  erstgenannten 
Gleichung  geführt,  und  das  Vorzeichen  yon  A  entscheidet  dann,  ob  zwei 
reelle  oder  imaginäre  Schnittpunkte  vorhanden  sind,  während  A  =  0  die 
Berührang  anzeigt. 

Ist  für  den  Schnittpunkt  9?'(ä:)  =  —  t//' (rc) ,  ein  Fall,  der  nur  bei  Um- 
ISufen  eintreten  kann,  so  bilden  die  Tangenten,  welche  im  Schnittpunkte 
an  die  Curven  q>  und  ijf  gelegt  werden,  mit  der  positiven  Bichtung  der 
Abscissenachse  zwei  Winkel,  die  sich  zu  180^  ergänzen.  Die  Bedingung 
für  das  Eintreten  eines  solchen  Schnittes,  welcher  ^supplementär"  heissen 
möge,  wird  erhalten,  wenn  man  die  Resultante  A'  der  gleichzeitig  be- 
stehenden Gleichungen  .  .  .  .       ^ 

bildet  und  lautet  A'=0.  Ist  A'  von  Null  versehieden,  so  entscheidet 
sein  Vorzeichen ,  ob  der  convergente  Umlauf  in  der  Nähe  des  Schnittpunktes 
rechts  oder  links  drehend  ist.  Eine  definitive  Angabe  hierüber  kann  jedoch 
nur  im  besonderen  Falle  gemacht  werden.  Die  Abscissen  solcher  Schnitt- 
punkte, für  welche  <p'(^)  e=  +  ^'(o;),  lassen  sich  selbstverständlich  ohne 
Kettenentwickelung  finden,  sobald  tp  und  ^  ganze  Functionen  bedeuten 
(gremeinschaftlicher  Theiler), 

Wenn  eine  oder  beide  der  Functionen  q>  und  if;  transcendent  sind ,  so 
verstehen  sich  die  BegniBfe  Resultante  und  Discriminante  im  weiteren 
Sinne.     Sei  etwa 

y=>tp{x)^logXy    y=^il}{x)  =  mx)    logx  —  mx^^O^ 

and  der  Logarithmus  auf  die  Basis  e  bezogen,  dann  hat  man  nach  obigen 
Vorschriften  Folgendes:  Berührung  tritt  ein,  sobald 

-  =  »it,  das  heisst  wenn  %{— )  — 1=0, 

X  VI»/ 

also  i 

♦»  =  -'    oder  A  =  »»c  — 1  =  0. 
e 

Die  Abscisse  des  Berührungspunktes  ist  x  =  e^  und  es  ezistiren 

zwei  reelle  Schnittpunkte  für  A<0     (Fig.  5), 

„      zusammenfallende        „    A  =  0 

{m  >  0). 
keine  Schnittpunkte  „    A>0 
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Ein  supplementärer  Schnitt  tritt  ein,  sobald 

-  =  —  w,  das  heisst  wenn  logl )  +  l  =  0, 

also  m=-c,  oder  A'=wi  +  «  =  a 

Die  Abscisse  jenes  Schnittpunktes  ist  x  =  —f  und  es  existirt  in  der 
Nähe  dieses  Punktes  ein  convergenter 

rechts  drehender  Umlauf  für  A'  >  0  (Fig.  5), 
links         „  „  „    A'<0(m<0). 

Für  A'=0  wird  die  Drehrichtung  unbestimmt 

Bei  Umläufen  kann  der  eigenthümliche  Fall  vorkommen,  dass  der 
gebrochene  Zug  immer  in  sich  zurückkehrt ,  also  ein  Bechteck  bildet.  Ein 
solchör  Umlauf  möge  „indifferent*  heissen,  und  er  tritt  ein,  wenn  die 
Abscisse  des  ersten  Brechpunktes  mit  jener  des  vierten  Brechpunktes  zo- 
sammenf&llt,  das  heisst,  wenn  rc^  »a;o(vergl.Fig.6).  Nun  ist  für  einen  Umlauf 
entweder  «g  =  [g)-»*a^]W, 

oder  a^^liJ^-^^^oFi 

und   üben   wir  hier  beiderseits   die  Operation  ^"^tp  resp.  <p~^^  ans,   so 

entsteht  iß'^^q>x^=^q>''^'ipx^  resp.  g)'*^^a?j  =  ^'"*9)Äo, 

also  für  X2  =  Xq  in  beiden  Fällen: 

5)  g>~'  ^a^o  =  *"*  9>^o  =  «r 

Dieses  ist  die  Bedingung,  dass  der  vom  Anfangspunkt  oPq,  jfo  aus- 
gehende Umlauf  ein  indifferenter  sei«  Ist  sie  erfüllt ,  so  reduciren  sich  die 
beiden  Eettenfunctionen 

3)  «^  ==  [g,- 1  ^  a^]{*)  resp. 

4)  a:,=  [*-»ip«oy*> 

*^  Xk^Xf^,  wenn  k  gerade  ist, 

Xjbs=ap|,  wenn  k  ungerade  ist 

Der  indifferente  Zug  kann  natürlich  vermieden  werden ,  wenn  man  für 
«0  einen  anderen Werth  setzt,  welcher  der  Schnittpunktsabscisse  näher  konmii 
Nur  beiläufig  sei  daraufhingewiesen,  dass  ein  Umlauf  erst  nach  zwei  volleo 
Umdrehungen  (Fig.  7)  oder  nach  n  Drehungen  in  sich  zurückkehren  kaon, 
dann  dass  zwei  Curven  9  (ar)  =  c  +  f{x)  und  ^  (a?)  ==  c  —  f{x)f  für  welche  dem- 
nach ^»'(x)  s  _  i^'(a;)  überhaupt  nur  indifferente  Umläufe  besitzen. 

Endlich  sei  noch  bemerkt,  dass  ein  anflLnglich  convergenter  Umlauf 
nach  und  nach  in  einen  indifferenten  übergehen  kann.  Er  erreicht  alsdann 
den  etwa  im  Innern  des  indifferenten  Umlaufes  liegenden  Schnittpunkt  nie^ 
und  die  entsprechende  Kettenfunction  für  Xk  schwankt  schliesslich  zwischen 
zwei  bestimmten  endlichen  Werthen  hin  und  her.  Zu  gleicher  Zeit  kann 
innerhalb    des  indifferenten  Umlaufes  ein  dem  Schnit^nnkt  zustrebender 
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Lauf  vorhanden  Bein,  der  rückwärts  dnrchlanfen  ebenfalls  in  den  in- 
differenten Zog  übergeht. 

ErOrtem  wir  jetzt  jene  Vorgänge  an  dem  einfachen  Beispiel  einer 
trinomischen  Gleichung. 

2.  Die  trinomische  Oleichnng  e''  +  ag  +  h  =  0. 

Es  sei  n  eine  ganze  positive  Zahl,  a  und  b  positiv,  sonst  aber  be- 
liebig, dann  hat  man  folgende  vier  Fälle  zn  unterscheiden: 

«)  0"  +  aj5  +  »==O, 
ß)  Ä"-aÄ  +  &  =  0, 
y)  ip"  -|-  aÄ  —  &  =  0, 
ö)  Ä»-aje?-6  =  0. 

Ist  fi  ungerade,  so  gehen  die  Formen  a)  und  ß)  aus  y)  und  6)  her- 
vor, wenn  man  tf  mit  ^0  vertauscht;  wir  betrachten  in  diesem  Falle  nur 
die  letztgenannten. 

Ist  n  gerade,  so  gehen  die  Formen  et)  und  y)  bei  der  gleichen  Ver- 
tauschung  aus  ß)  und  6)  hervor;  es  würden  daher  abermals  die  letzt- 
gfenannten  in  Frage  kommen« 

üebrigens  wollen  wir  uns  schon  mit  Bücksicht  auf  den  Fall  fi  =  5 
auf  ungerade  n  beschrfinken;  es  treten  hierbei  bereits  alle  die  Vorgänge 
ein,  die  uns  interessiren.  —  Transformiren  wir  die  Formen  y)  und  d) 
mittelst  t 

und  setzen  »_ 

b.a  "-*  =  c, 
BO  entsteht  beziehentlieh 

I)  a;"  +  jr-c  =  0, 

II)  Ä»-«-c  =  0, 

wo  c  eine  positive  Zahl  bedeutet 
Betrachtung  der  Form 
I)  «"  +  fl?  —  c  =  0  (n  ungerade). 

Wir  zerfallen  dieselbe  in 

yz=g^z=z(p     und    y  =  c  —  «  =  ^, 

dann  stellt  y^=^q>  eine  höhere  Parabel  dar,  welche  durch  die  Punkte 
(—1,  —1)5  (0,  0);  (-1-1,  +1)  geht  und  in  (0,  0)  ihren  einzigen 
Inflexionspunkt  besitzt*  Die  Tangente  in  (0,  0)  flült  mit  der  Abscissenachse 
zusammen.  Weiter  ist  y=^  eine  Gerade,  welche  auf  beiden  positiven 
Achsen  die  Strecke  c  abschneidet  (Fig.  8 — 10). 

Weil  -~-  =  na;"""*  immer  positiv,    -z— =  — 1  immer  negativ  ist,  so 
dx  dx 

kommen  hier  nur  Umläufe  vor. 
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Die  Stelle^  wo  ftb:  ein  gewisses  c  >  0 

dq>  _      d^ 
dx  ""       dx 
wird,  ist  bestimmt  durch     ^^-i_.i 

das  heisst  /1\"^ 

Führt  man  diesen  Werth  in  I)  ein,  so  ergiebt  sich 


n 


6)  c  =  (n+l)fi«-S 

das  heisst  die  in  unserer  Theorie  mit  A'  bezeichnete  Form*  wird 

7)  A'=n»(^->-(«+i)"-*. 
Sonach  beginnt  der  convergente  Umlauf 

auf  tp,  rechts  drehend,  wenn  A'  >  0  (Fig.  8  u.  9), 
auf  q>^  links  drehend,  wenn  A'^^O  (Fig.  10). 
Im  ersten  Fallle  ist  die  Schnittpnnktsabscisse  bestimmt  durch 

das  heisst  durch  die  Ketten wurzel 


8)  x==^j/  c  —  J/c-J/c P^c  — Äo, 

im  zweiten  Falle  durch 

das  heisst  durch  die  Kettenpotenz 

9)  .     x  =  c-[c-[c [c  -a?o3."]*r- 

Als  Anfangs  werth  kann  man  in  beiden  Fällen  x  =  0  wählen;  die  dann 
sofort  erscheinenden  genaueren  Näherungswerthe  können  natürlich  für  sich 
als  geeignetere  Anfangswerthe  angesehen  werden. 

Ist  A'ssO,  so  versagt  die  Regel,  nach  welcher  der  Anfangspunkt  des 
Umlaufes  für  eine  fest  angenommene  Abscisse  Xq  auf  der  schwächer  geneigten 
Curve  liegt,  denn  links  vom  Schnittpunkte  würde  9>'(^o)^^'(^o);  dagegen  rechte 
vM  >  ^'(^o)  t  wobei  sich  die  Betrachtung  selbstverständlich  auf  ein  Gebiet 
bezieht,  welches  passend  zu  begrenzen  ist  und  hier  etwa  als  das  durch 
die  Achsenabschnitte  c,  c  bestimmte  Quadrat  in  Frage  kommen  kann.  Je 
näher  man  dem  Schnittpunkte  kommt,  desto  weniger  unterscheidet  sich  der 
Umlauf  von  einem  indifferenten.  Die  entsprechende  ganz  ungenügend  eon- 
vergirende  Kettenfunction  kommt  aber  gar  nicht  in  Betracht,  weil  die 
Abscisse   des  Schnittpunktes   auf  andere  Art   ermittelt  wurde.     Ueberdies 

*  A'  wird  also  genau  nach  denselben  Regeln  hergeleitet,  wie  die  Dis- 
criminante  A»  nur  dass  bei  dieser  9'=+^^'  ist 
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sei  bemerkt,  dass  wir  in  Abschnitt  3  auf  den  Fall  ungenügender  Convergenz 
zurückkommen  und  ihn  durch  Drehung  des  Coordinatensjstems  heben. 
Zahlenbeispiel:  (^„  5)    ^+a;-c  =  0. 

Die  Coordinaten  des  kritischen  Punktes  sind: 

ic=^^  =  0,668  7403;    y  =  0,133  7481, 

^^^«^  c  =  0,802  488  4. 

Für  andere  c  entscheidet  das  Vorzeichen  von 

A'=.55(j*-6*  =  3125c*-1296 

darüber,  welche  Eettenfunction  anzuwenden  ist. 

o)  Sei  0=10;  A'}>0,  dann  ergeben  sich  die  Coordinaten  der  Brech- 
punkte  des  rechts  drehenden  Umlaufes  aus  folgender  Tabelle: 


x  =  fp 

y  =  10-a; 

«;,  =  0,000 

yo=  10,000 

«,  =  1,585 

yi=  8,415 

ic,  =  1,531 

»,=  8,469 

«,=  1,533082 

y,=   8,466918 

«,=  1,533010 

»,=   8,466  990 

«j  =  1,533  012  8 

y5=   8,466  987  2 

«e  =  1,533  012  7 

ye=   8,466987  3 

Hierdurch  ist  nach  drei  einzelnen  Umläufen  die  einzige  reelle  Wurzel 

"^^^  a:5+a;-10  =  0 

bestimmt;  sie  hat  den  Werth 

«==1,533012  7 

und  ihre  Genauigkeit  reicht  bis  an  die  siebente  Decimale. 

Wegen  der  Beurtheilung  des  Fehlers  beachte  man ,  dass  die  zu  lösende 
Gleichung  g,(a;)-.  i|r(ic)  =  0 

nach  Eintragung  von 

3)  fl?*=[<P"*i^a?o]<*>  resp/ 

4)  a:*=[i^-Va?oP 

übergeht  in    ^[^-i^a-JC*-«^  ,;;[^-i^a?oP=:y^,,_y,  =  , 

Die  Differenz  5  der  beiden  zuletzt  berechneten  Ordinaten  ist  daher  ein 
Maass  für  die  Genauigkeit  der  ermittelten  Abscisse  (Wurzel).  In  obigem 
Beispiel  wird  a  =  y^  -  ye  =  -  0,000  000  1. 
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ß)  Sei  c=s0,2;  A'<0,  dann  ergeben  sieb  die  Coordinaten  derBrech- 
punkte  des  links  drehenden  Umlaufes  aus  folgender  Tabelle: 


a?  =  0,2-y 


a?o  =  0,200 


y  =  sfi 


^0  =  0,000  32 
^1  =  0,000  317  4 
y,  =  0,0003175 


«1  =  0,199  68 
a;,  =  0,199,682  6 
Hierdurch  ist  nach  einem  einzigen  Umlauf  die  reelle  Wurzel  von 
ä5  +  «-0,2  =  0 
bestimmt;  sie  hat  den  Werth 

«  =  0,199  6826 
and  ihre  Genauigkeit  reicht  bis  an  die  siebente  Decimale.   Der  Fehler  betrigt 
^=y»  -yi  =  +  0.000000 1. 

Untersuchen  wir  jetzt,  unter  welchen  Umständen  ein  indifferenter 
Umlauf  eintreten  kann.     Die  Bedingung  für  einen  solchen  war 

5)  V'l'a^o^**^«!)» 

und  weil  für  unser  Beispiel 


so  wird  9>~VaJo  =  fc-«o.     t/'-^V«o  =  c-*;i 

10)  (c-V)*  =  <J-«^. 

Diese  Gleichung  vom  Grade  n'  fOr  x^  fasst  zunSchst  sämmtliche  Warzeln 
der  Gleichung  ^(a,«)- v(i^,)  =  0 

in  sich,  denn  Nr.  5)  reducirt  sich  auf  die  Identit&t  Xq^x^^  sobald  9) s^t* 
Hierin   spricht   sich   nun   das   selbstverständliche   Resultat   aus:   Wird  der 
Anfangspunkt  des  Umlaufes  in  den  Schnittpunkt  der  Curyen  (p  und  ^  veriegt, 
dann  ist  der  Lauf  indifferent;  er  hat  sich  su  einem  Punkte  verdichtet. 
So  genügt  beispielsweise  der  Gleichung: 

««  +  x-2  =  0 

x=lj  und  dieser  Werth  wird,  weil  A']>0,  durch  die  Kettenwarzel 

x  =  -f^2-j/2 f/2^ 

dargestellt.  Unter  den  unendlich  vielen  Anfangs werthen,  die  man  dem  s« 
ertheilen  kann,  reducirt  der  Wurzel  werth  Xq=1  augenblicklich  die  unend- 
liche Kettenfunction  auf  x=\. 

Betrachten  wir  die  Sache  aber  zuerst  so,  dass  wir  x^  bestimmt  an- 
nehmen und  nach  den  zugehörigen  Werthen  von  c  fragen.  Sei  x^^^i 
dann  folgt  aus  10): 
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c"  =  c, 
und  hier  sind  die  reellen  Wurzeln  c  =  0  und  c  =  +  1 ,   von  denen  aber 
nur  c  =  +  l  mit  der  Bedingung  eines  positiven  c  verträglich  ist. 

In  der  That  besteht  jetzt  der  Umlauf  in  jenem  Quadrat,  welches 
dorch  die  Achsenabschnitte  1  und  1  bestimmt  ist  (Fig.  9).  Die  Drehrichtung 
erscheint  im  Quadratenum fange  natürlich  unbestimmt,  in  den  benacbbarten 
ümlSufen  entspricht  sie  der  ührzeigerbewegung.  Denn  da  für  jedes  positive 
ganze  n  immer  n**  >  (n+  1)"'^  ^^  lautet  das  entscheidende  Kriterium  7): 
A'=«»-(n+l)«-'>0. 

Eben  deshalb  hat  mau  fdr  die  Schnittpunktsabscisse 


11)  x=j/l-j/l---fl-x„ 


and  diese  Eettenwurzel  oscillirt  für  Xq  —  0  (oder  Xq=^1)  zwischen  0  und  1 
hin  und  her.  Setzt  man  dagegen  für  Xq  einen  Werth  zwischen  0  und  1, 
80  tritt  Convergenz  ein.  So  ergiebt  sich  beispielsweise  für  n  =  5;  Xq^O^ö 
nach  zwölf  einzelneu  üml&ufen 

»==0,754877  7, 

y  =  0,245  122  3 
mit  einer  Genauigkeit  bis  an  die  siebente  Decimale.    Die  Convergenz  ist 
eine  schwache,   weil   dieser  Schnittpunkt  nicht   weit  von  dem  früher  be- 
stimmten kritischen  Punkte  entfernt  liegt.    Wir  kommen  auf  eine  bequemere 
Berechnung  in  Abschnitt  3  zurück. 

Für    das  Studium   der  Eettenfunctionen   ist  es  nicht  unwichtig,    dass 
man  auf  alle  indifferenten  ümlftufe  achte.    Die  vorliegende,  durch 

y  =  05"     und    y  =  1  —  » 
definirte  Eettenfnnction  besitzt  für  ungerade  (positive)  n  noch  einen  zweiten 
indifferenten  Umlauf.    Orientiren  wir  uns  zunfichst  an  einem  Beispiel  und 
setzen  n  =  3 ,  dann  lautet  die  Gleichung  10)  zur  Bestimmung.des  Anfangs- 
punktes jener  ümlSufe  (i  _  ^js  —  i  _  ^^^ 

das  heisst  ÄÖ-3aJ«  +  3»8-»  =  0, 

wobei  der  Index  von  x  unterdrückt  wurde.     Dieses  zerfällt  nun  in 
fl?(a:-l)(x8  +  ic~l)(a?*  +  a;«-2Ä-l)  =  0. 
Die   ersten   beiden    Factoren   bestimmen    den    schon    bekannten  qua- 
dratischen Umlauf;   der  nächste  Factor  bestimmt  die  Wurzeln  der  eigent- 
lich zu  Grunde  liegenden  Gleichung 

sfi  +  x-l^O, 
deren  reelle  Wurzel  auf  einen  zu  einem  Punkte  verdichteten  Umlauf  hin- 
weist; es  verbleibt  daher  jc*+3ä*  — 2«  — 1  =  0 

und  diese  Gleichung  besitzt,  wie  sich  sogleich  zeigen  wird,  ausser  zwei 
complexen  Wurzeln  die  beiden  reellen: 
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07' =  +  1,153  721 3, 
ar"=-0.535687  2. 
Thats&cblich  ergeben  sich  diese  Werthe,  wenn  wir  einen  rechts  drehenden 
Umlauf  ansetzen  durch  die  Gleichungen 

wobei  als  Anfangsabscisse  ein  Wertfa  zu  nehmen  ist,  der  sicher  ausserhalb 
des  quadratischen  Umlaufes  (0;  1)  liegt  also  etwa  a;  =  —  1  oder  x  =  -0,5. 
Im  ersten  Falle  nähert  man  sich  dem  gesuchten  indifferenten  Umlauf 
{x'\  x")  von  aussen  her,  im  zweiten  von  innen  her  (Fig.  11).  Dass  andi 
im  zweiten  Falle  der  gegen  (x';  x")  convergirende  Umlauf  rechts  drehend 
ist,  kann  aus  dem  geometrischen  Bild  kaum  ersehen  werden,  wir  stellen 
daher  die  Coordinaten  einiger  Brechpnnkte  des  erst  nach  elf  ümlAufen  ge- 
nügend convergirenden  Laufes  in  folgender  Tabelle  zusammen. 


»>  =  py 

y=l-* 

a?o  =-0,500 

»0  =+1,500 

X,  =  +  1.145 

y,  =-0,145 

»,  =-0,525 

y,  =+1.525 

a»,  =  +  1,151 

•      •••••• 

y,  =-0.151 



ir,9  =  +  l,153  7212 

y,j  =  -0,153  7212 

»„  =  -0,5356872 

y«,  =  +  1.535687  2 

a;,i  =  +l,153  7213 

y«  =  - 0,153  721 3 

»„=-0.5356872 

y„  =  +  l,535687  2 

Die  Coordinaten   der  Brechpunkte   des  indifferenten  Umlaufes  (x]x') 
sind  daher  a;'=+  1,153721  3,      y'  =  +  1,535687  2, 

a;"  =  -0;535687  2,     y'=- 0,153  721  3 
und  man  bemerke,  dass 

aj'-  ic"=  y- y  =  1,689 408 5, 
woraus  zu  schliessen  ist,  dass  auch  der  zweite  indifferente  Umlauf  (o;'; /) 
quadratisch  ist.    Das  vorliegende  Beispiel  zeigt,  wie  die  gegen  zwei  feste 
Werthe  oscillirende  Eettenfnnction  gleichzeitig  zwei  Wurzeln  einer  Gleichung 
zu  bestimmen  vermag. 

Würde  man  die  inverse  Kettenfunction ,  welche  durch 

»  =  i-y,   y^^ 

definirt  ist,  benutzen,  so  durchliefe  man  die  soeben  betrachteten  ümlSafe 
rückwärts.  Der  erste,  dessen  Anfangsabscisse  d? ss  —  1  war ,  divergirt  links 
drehend,  wie  man  sofort  sieht,  ausserordentlich  stark.    Der  zweite,  dessen 
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Anfaugsabscisse  ar  =  — 0,5  war,  convergirt  links  drehend  gegen  den  in- 
differenten ümlanf  (0;  1).  —  Endlich,  um  alle  Fälle  zu  erledigen,  sei 
hijitQgefügt ,  dass  ein  links  drehender  im  Innern  des  Quadrates  (0;  1) 
beginnender  Umlauf  gegen  (0;  1)  convergirt,  dass  dagegen  ein  ebendört 
beginnender  rechts  drehender  Umlauf ,  der  wieder  mittelst 

a&zQsetzen  wäre,  dem  einzig  yorhandenen  reellen  Schnittpunkt  der  Curyen 

(p  und  ^  zustrebt  und  dessen  Coordinaten  zu 

a*  =  0,682  327  8     {x^^Oß) 

/  =  0,317  672  2 
ergiebt.  "^         ' 

Um  die  letzten  Betrachtungen  allgemeiner  zu  fassen ,  kehren  wir  noch 

einmal  zu  der  Gleichung 

5)  (p"-*i(;a?  =  "^"^gja? 

zurück.     Dieselbe  ergiebt,  wie  wir  sahen,  ausser  den  sämmtlichen  Wurzeln 

der  Gleichung  ip{x)^  ^{x)  =.0 

auch  alle  jenen  x,  welche  den  Anfangspunkt  eines  einfachen*  indifferenten 
Umlaufes  bestimmen.  Offenbar  können  wir  alle  Fragen  unter  einen 
Gesichtspunkt  bringen,  wenn  wir  die  Schnittpunkte  der  beiden  Curven 

12)  12=  g>-^^a7  =  VC«)     und     iy  =  tf;-'g>a?  =  (J)(a?) 

aafsuchen.  Obwohl  jetzt  complicirtere  geometrische  Bilder  entstehen,  so 
bleiben  doch  die  Eettenfunctionen  die  alten,  nämlich 

3)  X,  =  [<p-*t(;a^of ) 
nnd 

4)  a?jt=[tf;-Va?ol(*). 

Sollen  für  unser  Beispiel 

y  SS  a?»=:  qp,    y  =  c  —  a?  =  if;     (n  ungerade) 
aosser  dem  Schnittpunkt  auch  die  Anfangsabscissen  der  indifferenten  Um- 
läufe  bestimmt   werden,    so   ermittele   man    die  reellen  Schnittpunkte  der 
beiden  parabolischen  Curven 

Diese  beiden  Curven  sind  der  früheren  Parabel  9»  congruent,  und  ihre 
Lagenverhftltnisse  erkennt  man  aus  Figur  12  nnd  13.  Es  sind  fttnf 
reelle  Schnittpunkte  vorhanden,  und  diese  werden  —  ganz  dem  vorigen 
Ansatz  entgegengesetzt  —  sämmtlich  durch  Anläufe  erreicht. 

Speeiell  für  c  =  l,  wie  auch  in  Fig.  12  angenommen  ist,  findet  man: 
I.Zwei  Schnittpunkte    mit    den    Coordinaten   0;     1   und   1;  0.     Diese 

entsprechen  dem  früheren  indifferenten  Umlauf  (0;  1). 

^  „Einfach''  bedeutet  hier:  Nach  einer  Umdrehung  in  sich  zurflckkkehrend. 
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2.  Zwei   Schnittpunkte  mit  den   Coordinaten  x;  tf  und  «';  f{\    Diese 
entsprechen  dem  früheren  indifferenten-  Umlauf  {x''^  x"). 

3.  Ein    Schnittpunkt    mit    den    Coordinaten    x^;  f{^.    Dieser   entspriibt 
•  dem  früheren  Schnittpunkte  a?^;  y^. 

Da  nur  Anläufe  vorkommen,  besteht  kein  Zweifel  darüber,  dass  die 
Anfangspunkte  der  Läufe,  welche  nach  den  Punkten  {pfi\  irf)^  {x;  ij*), 
(a:";  iy")  zustreben,  auf  der  Curve  Y  gelegen  sind.  Für  die  Abscisscn 
dieser  drei  Punkte  gilt  daher  die  convergente  Eettenentwiekelung 

X,  =  [<D-«H'«J<*)  =  j/l  -  j/l  -  • . .  j/mi. 

wobei  etwa  folgende  drei  Anfangswerthe  für  x^  in  Betracht  kommen: 
a?o  =  0,5,  a:o=l,2,  x^^^-^Ofi. 
Man  vergleiche  die  vorhin  genau  angegebenen  Werthe  von  ofi^  x  und  %\ 
welche  jene  Anfangswerthe  rechtfertigen  und  welche  durch  die  letzte  Ketten- 
wurzel in  der  That  reproducirt  werden.  Die  besonderen  Zahlen  beziehen  sich 
auf  den  Fall  n  =  3.  Durch  die  inverse  Eettenfunction  mit  den  Anfangs- 
werthen  ^^^  =  0,5  resp.  o^^ssO,?  (dieselben  liegen,  wie  n5thig|  auf  ver- 
schiedenen Seiten  von  a?^)  würde  man  die  Abscissen  d;  &=  0  resp.  x  =  1  be- 
stimmen, wenn  solches  überhaupt  erforderlich  wäre.  —  Man  beachte  noch, 
dass  infolge  der  symmetrischen  Lage  der  Parabeln  (Fig.  12)  ganz  all- 
gemein die  Beziehungen 

X  =  i|  =  1  —  y       und     x  =  ij  =  1  —  y 

stattfinden,  so  dass  immer 

ic  — ic=y  — y  , 

also  der  Umlauf  {x\  x')  ein  quadratischer  ist. 

Schwieriger  liegt  die  Sache ,  wenn  c^l.  In  diesem  Falle  hat  mu 
zu  untersuchen,  für  welche  Werthe  von  c  die  Curven  0  und  Y  zur  Be- 
rührung kommen,  womit  entschieden  wird,  ob  ein  oder  drei  oder  {ttnf 
Schnittpunkte  und  dementsprechend  kein  oder  ein  oder  zwei  indifferente  Um- 
läufe zwischen  tp  und  ^  vorhanden  sind.  Sei  fi  =  3,  so  ergiebt  die  Rech- 
nung, dass  für  4  ,—  4  /— 
^                               o^^V^     und     c  =  gl/6 

Berührung  eintritt.  Im  ersten  Falle  haben  sich  die  früheren  Punkte  (0;  l)i 
{x^\  vf)  und  (1;  0)  zu  einem  einzigen  zusammengezogen.  In  diesem 
Punkte  durchsetzen  sich  die  Curven,  es  findet  eine  Berührung  zweiter 
Ordnung  statt,  und  er  entspricht  dem  kritischen  Punkt  des  GurvensTstems 
9,  ^  (mit  supplementärem  Schnitt).  Zwischen  q>  und  ^  ezistirt  jetzt  nur 
noch  ein  indifferenter  Umlauf.  —  Im  zweiten  Falle  haben  sieb  die 
früheren  Punkte  (0;  1)  und  {x"\  i{')  einerseits  und  (1;  0)  und  (»';  ff) 
andererseits  zu  einem  Punkte  zusammengezogen.  Mithin  findet  zwischen 
(p  und  ^  abermals   nur    ein    indifferenter  Umlauf  statt  (Quadrat  mit  der 
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Seite  y^)^  und  innerhalb  desselben  verbleibt  der  Schnittpunkt  (sfi;  ^). 
Diese  Bemerkungen  behalten  ihre  Giltigkeit  auch  für  jedes  andere  positive 
ganze  ungerade  n;  nur  die  numerischen  Werthe  von  c  ändern  sich.  Her- 
vorgehoben sei:  Anlaufe  zwischen  Curven,  welche  eine  Berührung  zweiter 
Ordnung  eingehen,  convergiren  in  der  Nähe  des  Berührungspunktes  ebenso 
unvollkommen,  als  Umläufe  in  der  Nähe  eines  supplementären  Schnittes. 

Ganz  im  Allgemeinen  steht  fest,  dass  bei  obiger  Untersuchung  nur 
drei  wesentlich  verschiedenerFälle  eintreten  können,  von  denen  die  zwei 
erwähnten  Grenzfälle  bilden.  Immer  wird  sich  ein  Anfangswerth  Xq  so 
angeben  lassen*,  dass  man  den  gesuchten  Schnittpunkt  {ofi*^  if)  durch  einen 
Anlauf,  also  {sfi\  ^)  durch  einen  Umlauf  erreichen  kann.  Nur  dann,  wenn 
in  (sfi^  rj/^)  eine  Berührung  höherer  Ordnung  oder  in  {sfi;  y^)  ein  supplementärer 
Schnitt  eintritt^  ist  das  Verfahren  unzureichend,  aber  auch  überflüssig. 

Ist  n  gerade,  so  kann  höchstens  ein  indifferenter  Umlauf  vorkommen. 

Betrachtung  der  Form 
II)  a;"—  0?  —  c  =  ü    (n  ungerade). 

Wir  zerfallen  dieselbe  in 

ys=:ix^s=(p    und    y  =  c  +  a;  =  i(', 
dann  stellt   y  ^  qf   dieselbe  Parabel  wie  früher  dar,    während  die  Gerade 
|f  SS  ^  jetzt  auf  der  negativen  Abscissenachse  und  positiven  Ordinatenachse 

die  gegebene  Strecke  c  abschneidet  (Fig.  14  u.  15).    Weil  j-  =  wa?"-^  und 
T-=l  immer  positiv  ist;  so  kommen  hier  nur  Anläufe  vor. 
Die  Stelle,  wo  für  ein  gewisses  c  >  0 

dq>  _  diff 
dx  "*  dx 
wird,  also  Berührung  stattfindet,  ist  bestimmt  durch 

das  heisst  _  _  f  1^"*^ 

lind  das  betreffende  c,  welches  diesen  Fall  veranlasst,  ist 

13)  c  =  (n-l)n"^^. 

Dementsprechend  wird  die  Discriminante  der  trinomischen  Gleichung  II) 

14)  A  =  n-c«-»-(«-l)"-S 
und  wir  haben  für: 


*  Insbesondere  ist  der  Anfangswerth  a;o=0  zulässig,  so  lange  c<(n  +  l)n  "-i 
oder  c  >•  1;  liegt  aber  e  zwischen  diesen  Grenzen,  so  übersehe  man  den  indifferenten 
Umlauf  nicht,  der  den  Schnittpunkt  (x^,  y^)  möglicherweise  sehr  eng  umechliessen 
kann.    Ein  stets  passender  Anfangswerth  ist  die  Abscisse  des  kritischen  Punktes 
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A  >  0    einen  reellen  Schnittpunkt  (Fig.  14) , 

A  ^  0    drei  reelle  Schnittpunkte  (Fig.  15). 

.Die  Schnittpunktsabscisse  des  Punktes  a,  welche  positiv  ist,  wird  unter 
allen  Umständen  durch  einen  Anlauf  erreicht ,  der  etwa  im  Goordinaten- 
anfang  beginnt  {x^s^O),  und  er  ist  durch  die  aus  den  Gleichungen 

hervorgehende  Ketten wurzel: 

15)  XA=[^->*aJoJ^>-|/c+|/c  +  --.+T/c  +  a:o     («b  =  0) 

bestimmt. 

Durch  dieselbe  Eettenwursel  ergiebt  sich  auch  die  (negative)  Abscisse 
des  Schnittpunktes  ß.  Der  Anlauf  beginnt  auf  ^  und  zwar  entweder 
zwischen  den  Punkten  ß  und  y  oder  auch  unterhalb  des  Punktes  ß.    Im 

ersten  Fall  kann  man  ohngefähr  ^o  ^=  '  ( ~~ )"      wählen,  im  zweiten  Xq  =  —1, 

weil  die  negativen  Wurzeln  der  Gleichung  II)  sicher  echte  BrtLche  sind. 
Der  dritte  Schnittpunkt  y  wird  durch  einen  Anlauf  erreicht,  der  auf  ^ 
beginnt,  daher  ist  seine  Abscisse  durch  die  inverse  KettenentwickeluDg 
(Kettenpotenz) 

16)  a?it  =  [t-V^oF^ 
bestimmt. 

Als  Anfangsabscisse  wählt  man  hier  Xq^O  oder  2;^  =  —  c  oder  auch, 

falls  man  zwischen  ß  und  y  beginnen  will,  »o—""  \j* 

Ist  A  =  0,  so  ändert  sich  in  der  Rechnung  nichts  wesentliches. 
Die  Abscisse  von  a  wird  nach  wie  vor  mittelst  der  Kettenwarzel  15)  be- 
stimmt; für  die  Abscisse  von  ß  resp.  y  sind  beide  Entwickelungen 

und 

a;,  =  [^-ig,rroP,  (x,c=0) 

gleichzeitig  convergent  und  liefern  den  bereits  bekannten  Werth. 
Zahlenbeispiele:(^^5)    aj5-x-c  =  0. 


1 


Die  Goordinaten  des  Berührungspunktes  sind 

Xi 


?  =  -|7g-  =  -0,6684703;    y  =  - 0,133  748  1, 

^^^«^  c  =  0,534  992  2; 

für  die  Discriminante  findet  man' 

A  =  5V-4*  =  3125c*~256. 

Digitized  by  CjOOQIC 


Von  Dr.  W.  Hbtmann. 


337 


Oq)  Sei  c  =  10;  A  >^  0,  dann  ergeben  sich  die  Coordinaten  der  Brech- 
pankte  des   auf  der  Geraden  beginnenden  Anlaufes  aus  folgender  Tabelle: 


x=h 

2^  =  10  +  « 

«0  =  0,000 

yo  =  10,000 

ar,  =  1,685 

y,  =  11,585 

«,  =  1,632 

y,  =  11,632 

«,=  1,633550 

y,  =  11,633  650 

«^  =  1,633587  8 

y«=  11,633  587  8 

«5=1,633  688  9 

y5=  11,633  588  9 

«,  =  1,633  688  9 

y«=  11,633  588  9 

Die  einzige  reelle  Wurzel  der  Qleichnng 
a!8-«-10  =  0 

"*'^°  «  =  1.633  5889 

und  der  Fehler  beträgt    ,^y^_y^^  +  o,0000000, 

das  heisst,  er  könnte  erst  in  der  achten  Decimale  constatirt  werden. 

o)  Sei  c  =  0,2;  A  <C  0,  dann  sind  drei  Schnittpunkte  vorhanden. 
Für  den  Schnittpunkt  a^  dessen  Abscisse  st-ets  positiv  und  >>  1  ist,  setze 
man  a^Q  ==  1 ,  dann  ergeben  sich  die  Coordinaten  der  übrigen  Brechpunkte 
wie  folgt: 


« 

=  1^ 

y  =  0,2  +  « 

a^  = 

1,000 

yo=  1,200 

«,= 

1,037 

y,=  1,237 

«,= 

1,0434 

y,=  l,2434 

ai,= 

1,0446 

y,=  1,2445      . 

«>*  = 

1,04472 

y,=  1,24472 

«6  = 

1,044  755 

y,=  1,244  755 

«8  = 

1,044  7605 

ye=  1,244  7605 

«7  = 

1,044  7614 

y,=  1,244  761 4 

«8  = 

1,044  7616 

y8=  1,244  761  6 

Die  positive  reelle  Warzel  der  Gleichung 

««-r«-0.2  =  0, 

^•"^  «'=1,0447616 

Md  der  Fehler  beträgt  ,^y^_y^__0,0000002. 

ß)  Fflr  den  Schnittpunkt  ß,  dessen  Abscisse  negativ  ist,  ergiebt  sich, 
falls  mit  «gss  — 1  begonnen  wird: 
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^^n 

y  =  0,2  +  « 

«0  =  - 1,000 

yo  =  - 0,800 

a;,  =  -  0,956 

y.  =  - 0.756 

«,  =  -0,945  7 

y, 0,7457 

«^  =  -0,9429 

y, 0,7429 

«^  =  -0,94232 

y,  =  - 0.742  32 

itg  =  - 0,942  145 

y5  =  - 0,742 145 

«j  =  - 0,942  101 

ye  =  - 0,742  101 

a;,  =  -0,942090  7 

y,  =  - 0,742  090  7 

«8  =  -0,942  087  8 

y8  =  - 0,742  087  8 

a;j  =  - 0,942  0871 

yj  =  - 0,742  0871 

«10 =-0,942  086  9 

y,„=-0,742086  9 

J=yg-yj^=:-0,0000002. 

y)  Für  den  Schnittpunkt  y^  dessen  Abscisse  ebenfalls  negatiy  ist,  er- 
giebt  sich,  falls  mit  jC^^O  begonnen  wird: 


a;  =  y-0,2 


y==Ä^ 


iro  =  -0,000 
fl?,  ==-0.200 
a:,  =  -0,20032 
a^j  =  -0,200  322  5e 

d'=  y,  -  y,  =  - 0,0000000,. 
Die  negativen  Wurzeln  der  Gleichung 

a^-a;-0,2  =  0 


yo  =  -0,000 
3fi  =  -0,000  32 
y, -=-0,000  322  06 
y,  =  - 0,000  322  5, 


sind  demnach 


rr"=-0,942  086  9    und    «"=^0,2003226. 


S.  XTdber  die  Steigenmg  der  Convergens. 

Die  Betrachtung  der  geometrischen  Bilder  fCLr  die  Eettenfunctionen 
leigt,  dass  der  Schnittpunkt  der  Curren  bisweilen  erst  nach  üeberschreitimg 
einer  erheblich  grossen  Anzahl  von  Brechpunkten  mit  brauchbarer  An- 
näherung erreicht  wird.  Das  Extrem  einer  ungenflgenden  Convergenz  ist 
beispielsweise  ein  indifferenter  Umlauf,  aber  auch  bei  Anlaufen  kann  die 
Convergenz  sehr  zu  wünschen  übrig  lassen.  Im  Allgemeinen  ist  das  Vor- 
dringen zum  Schnittpunkt  ein  asymptotisches^  das  heisst ,  die  Läufe  sind 
unendlich  oft  gebrochen;  immerhin  kann  man  bei  passender  Fortschreitnngs- 
richtung  dem  Schnittpunkte  oft  nach  wenigen  einzelnen  Zügen  betrScbtlieb 
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nahe  kommen.  Diese  Fortschreitangsrichtong  ist  durch  das  Coordinaten- 
sjstem  bedingt  und  kann  durch  Drehung  desselben  abgeändert  werden. 

Drehen  wir  die  positive  Abscissenachse  OX  entweder  im  positiven 
Sinn  (Fig.  16  u.  18)  oder  auch  im  negativen  Sinn  (Fig.  17  u.  19)  um  den 
Winkel  «,  bis  sie  in  die  Lage  OTT  kommt,  so  gelten  folgende  Trans- 
formationsgleichungen : 

das  heisst: 
17)  y^'QX+v, 

An  Stelle  der  Curvengleichungen  y^=^(p{x)  und  y  =  tp{x)  treten  die 

anderen      ^  ==  9 («?)- ^«  =<!>(«?)     ^nd    f;  =  '^(Ä)  -  (iaj  =  Y(ic), 

und  hier  kann  q  so  gewShlt  werden,  dass  die  Gonvergenz  erheblich  steigt. 
In  der  That  giebt  es  ein  (>,  für  welches  der  in  {x^y  y^  auf  ^  beginnende 
Lauf  den  Schnittpunkt  {x\y)  sofort  erreicht ,  nämlich: 

X  —  Xq 

aber  dieser  Werth  ist  von  vornherein  ebenso  wenig  bekannt,  als  die  Schnitt- 
pnnktscoordinaten  selbst.  Man  muss  sich  also  zunächst  damit  begnügen, 
einen  ohngefähr  passenden  Werth  für  q  auszuwählen;  zur  genauen  Be- 
stimmung von  X   dient  die  Kettenfunction. 

Die  Curven  t;  =  <t>  und  t;  s=  V  können  von  Neuem  auf  ein  rechtwinkliges 
System  bezogen  werden ,  so  dass  unsere  früheren  Betrachtungen  ohne  Weiteres 
Geltung   behalten.    Wenn  für  den  Schnittpunkt  der  Curven  tf/  und  q>  die 

^  dx         dx 

erfallt  ist,  so  waren  die  Umläufe  in  der  Nähe  des  Schnittpunktes  beinahe 
indifferent.  Dieselbe  Bedingung  für  die  Curven  <t>  und  V  (auf  rechtwinklige 
Coordinaten  bezogen)  lantet: 

das  heisst  ,  ,  , 

Die  Bedingungen  a)  und  b)  widersprechen  sich  also,  das  heisst: 

Werden    die  Umläufe    in    der  Nähe  des   Schnittpunktes   der 

Curven  g>  und  tf/  indifferent  ^   so  werden   sie   es   sicher  nicht  für 

die  Curven  O  und  Y. 

Weiter  überzeuge  man  sich  am  geometrischen  Bilde,  sowie  an  den  früher 

aufgestellten  analytischen  Kriterien,  dass  man  in  dem  disponiblen  q  ein  Mittel 

dO  d^ 

besitzt,  das  Vorzeichen  von  -7—   nnd  -7—  für  ein  bestimmtes  x  zu  reguliren, 

dx  dx  %  T 
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das  heisst:  Man  kann  der  Abscissenachse  immer  eine  solche  Lage  ertheilen, 
dass  nach  Belieben  ein  Anlauf  oder  ein  Umlauf  erscheint.  Ebenso  sei  be- 
merkt, dass  man  das  Vorzeichen  von  A'  (vergl.  Abschnitt  2)  in  der  Hand 
hat,  das  heisst:  Man  kann  bewirken,  dass  der  Umlauf  sich  nach  Belieben  rechts 
oder  links  dreht,  oder  anders  gesagt:  Man  kann  vorschreiben,  auf  welcher 
Curve  der  Lauf  beginnen  soll;  und  das  ist  für  das  Folgende  sehr  wichtig. 
Hingegen  ist  q  ohne  Einfluss  auf  die  Bedingung 

denn  selbstverständlich  kann  die  Coordinaten- Transformation  an  etwa  ein- 
tretender Berührung  der  Curven  nichts  Sndern«  —  So  lange  aber  BerüfaroDg 
nicht  statt  hat,  existiren  im  Schnittpunkte  zwei  getrennte  Tangenten  an 
beide  Curven,  und  es  mag  dem  geneigten  Leser  überlassen  bleiben,  sich 
darüber  zu  orientiren,  wie  die  Lage  der  Abscissenachse  zu  wühlen  iai, 
damit  der  eine  oder  der  andere  der  soeben  erwähnten  Fälle  eintritt. 

Dagegen  müssen  wir  eine  andere  Angelegenheit  noch  erörtern.  Die 
Darstellung  der  Eettenfunction  verlangt,  dass  mindestens  eine  der  Functionen 
<I>  oder  V  invers  angeschrieben  werden  kann.  Dies  ist  aber  nur  möglieh, 
wenn  eine  der  Functionen  (p  oder  ^  linear,  höchstens  quadratisch  ist;  in 
allen  anderen  Fällen  würde  die  Rechnung  weitläufig,  meistens  sogar  un- 
ausführbar.   Wir  setzen  daher  von  jetzt  ab  voraus^  dass 

"^'^^  v  =  Y(aj)  =  (a  -  9)a?  +  &, 

das  heisst  »i^h 

üebrigens  führt  das  keine  Einschränkung  herbei,  weil  die  zu  lösende 
Gleichung  g>{x)^ax--b^O 

so  allgemein  bleibt,  wie  die  Function  q>  selbst 

Indem  nun  auf  die  ümkehrbarkeit  von  0  verzichtet  wird,  muss  der 
Anfangspunkt  des  convergirenden  Laufes  stets  auf  die  Curve  tp  verlegt 
werden,  nicht  auf  die  Gerade  if;.  Der  Lauf  geht  dann  unter  schiefer 
Abscissenrichtung  nach  t^,  von  da  in  (verticaler)  Ordinatenrichtung  wieder 
nach  (p  u.  s.  f.  —  Man  vergl.  Fig.  16  und  18  und  ersetze  in  selbigen  ^  durch 
eine  Gerade. 

Die  convergente  Kettenfunction  ist  jetzt  ausschliesslich  definirt  durch 

aj==— —  =  Y-*(t;),     t;=  9(0?)  — (iaj  =  <l>(ic), 
das  heisst 

18)  Xk=-VV-^<t>XoY^\ 

Statt  der  Abscissenachse  könnte  auch  die  Ordinatenachse  gedreht  werden; 
doch   kommt  das  nur  auf  eine  Vertauschung  der  Bollen  von  (p  und  ^  QÜt 
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fp'^  resp.  t^~'  hinaus.  Beide  Achsen  zu  drehen  ist  ebenso  überflüssig  als 
in  der  Rechnung  undurchführbar. 

Zahlenbeispiel:  ic6  +  a;-l==0. 

Wir  zerlegten  bereits  in  Abschnitt  2  diese  Gleichung  in 
y  =  aj5  =  ^,    yc=l-ajs=t^ 

und  sahen ;  dass  die  Ketten wurzel  Xk  ^  [ip'^  ^  x^]^''^  für  0^0  =  0  einem  völlig 
indifferenten ,  für  Xq  =  0,5  einem  sehr  schwach  convergirenden  Umlaufe  ent- 
sprach.    Transformiren  wir  daher  obige  Curyengleichungen  mittelst 

17)  y^QX  +  v,    g  =  tga, 

80  entsteht  1  —  v 

v^  cfi^  QX  =  <i>{x)    und    g—  ^  =  V"^(y). 

Ala  Anfangsabscisse  wählen  wir  auf  Orund  der  früheren  Angabe 
a;^s0,75;  das  ist  also  ein  Werth,  welcher  sich  sehr  bald  bei  der  gewöhn- 
lichen Eettenentwickelung  einstellt,  dessen  Verbesserung  auf  sieben  geltende 
Decimalen  aber  nur  langsam  von  statten  geht.  Da  der  Punkt  {Xq  ;  Pq)  den 
gesuchten  Schnittpunkt  {x]  p)  immerhin  nahe  liegt,  so  drehen  wir  die 
Abscissenachse  zweckmässig  parallel  der  Tangente*,  welche  im  Punkte 
(^0)  ^o)  ^^  ^^®  Curve  g>  gelegt  wird  und  erhalten 

das  heisst  \aiC/,=,^ 

Die  Tabelle  zur  Berechnung  der  genaueren  Schnittpunktscoordinaten 
ist  hiemach:    == 


Inf 

2,6 


»  =a!*—  1,6» 


»0«=- 0,962  695 
»,  =  -0,9626818 
»,  =  -0,9626819 


«,  =  0,750 
»,=0,754  882  8 
«,  =  0,754877  7 

Der  Fehler  beträgt    3'  ==  ^^  _  „^  «=  0,000  000 1 
nnd  die  einzige  reelle  Wurzel  von 

ist,  wie  früher  angegeben, 

«  =  0,754877  7. 

Bisweilen  wird  ^  erst  nach  Anwendung  einer  geeigneten  Sabstitntion 
linear.    Nehmen  wir  als  Beispiel  die  allgemeine  trinomische  Gleichung: 

*  MaB*wird  jetzt  auch  die  Ursache  der  schnellen  Convergenz  in  den  Beispielen 
«nf  Seite  830  nnd  888  erkennen.  >  i 
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19)  z^  +  aeP+h^O  {ny^p), 

in   welcher  n  und  p  ganze  positive  Zahlen  bezeichnen,  die  zn  einander 
relaÜT  prim  seien.     Dieselbe  iBsst  sich  mittelst 

1  n 

Zs^a^-Vx    nnd    fts=a"~Pc 
auf  yier  Normalformen   redaciren   nnd   zwar,    wenn  n  und  p  gleichzeitig 
ungerade  sind,  auf  a^  +  af  — c  =  0, 

nnd,  wenn  n  gerade,  p  ungerade  ist,  auf 

ä"  — af  4-c  =  0, 

flj"  — a^P  —  c  =  0, 
wobei  0   immer   positiv  ist.    Vergl.  die    analoge    Darstellung   für|^  =  l 
(Abschnitt  2).     Der  Fall    eines  geraden  p    Iftsst  sich  vOUig  ausschliessen 

1 

durph  die   Substitution  a?  =  — ,   weil   vermöge  derselben  n  — »  ao  Stelle 

u 

von  p  tritt,  und  etwaige  Abweichungen  betreffs  der  Vorzeichen  lassen  sieh 

durch  die  Vertauschung  von  x  mit  —  x  vermeiden.    Die  Untersuchung  hat 

sich  daher  mit  den  Parabeln 

y=3x^  und  resp.  y  =  c  —  xP  oder  y  =  c  +  af  oder  y  =  af  —  c 

zu  beschäftigen. 

Im  Falle  ungenügender  Convergenz  setze  man  sfi  =  ^^   dann  treten 

statt  obiger  Curven  die  folgenden  auf: 

yP  =  J"  und  resp.  y  =  c  —  J  oder  y  =  c  +  |  oder  y  =  |  —  c. 

Man  erreicht  hiermit,  wie  verlangt,  dass  immer  die  eine  der  Curren, 

n 

nämlich  ^,   eine   Gerade  vorstellt.    Was  die  Parabel  y^l''  anlangt,  so 

tiberzeugt  man  sich,   dass  sie  sich  in  der  äusseren  Erscheinung  von  einer 

Parabel  y  =^  x**  nur  dadurch  unterscheidet,   dass  sie  weniger  steil  ansteigt 

als   letztere.     Man   kann   daher  die  Curvenbilder  in  Figur  8  -—15  zu  einer 

ersten   Orientirung    benutzen.     Etwas    anders  würden    die  Betrachtongeo, 

wenn    wir    für  p  gerade   Zahlen   zulassen  wollten.     Die  Parabel  verlfioft 

dann  nur  auf  einer  Seite  der  Ordinatenachse  und  besitzt  im  Coordinaten- 

anfang  eine  Spitze. 

Fügen  wir  noch  hinzu,  dass  die  logarithmischen  Gleichungen 

log0  +  ae^  +5  =  0, 

"^^^P-       s  v  +  acP«'+5  =  0    [e^^-baslognat) 

stets  in  die  Normalformen 

logx  +  inx  =  0    oder  auch    logx+x+c==^0 

transformirt   werden    können   und   sich    dann  unseren   Betrachtungen  gvt 
anpassen  (Fig.  5). 
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Als  üebungsbeispiel  sei  auf  die  QleichuDgen 

hingewiesen;  welche  in  Abschnitt  2  zur  Bestimmung  der  indifferenten  um- 
Iftnfe  dienten.  Nachdem  hier  f|^  =  r^^  gesetzt  ist,  kann  die  Drehung  der 
Abscissenachse  leicht  vorgenommen  werden,  und  dann  ergiebt  sich  x  weit 
schneller  als  in  der  auf  Seite  332  mitgetheilten  Tabelle. 

4.  Die  Formel  von  Newton.  —  Differenzengleiohnngen. 

Nachdem  wir  uns  im  vorigen  Abschnitte  dahin  yerstSndigt  hatten ,  dass 
y  =  ^  als  beliebige  Gerade  eingeführt  werde ,  gehen  wir  jetzt  noch  einen 
Schritt  weiter  und  setzen  ip  =  0.  Wir  betrachten  also  die  Schnitte  der 
Cnrve  y  »  ^  mit  der  Z- Achse,  das  heisst,  wir  suchen  die  reellen  Wurzeln 
der  Gleichung  9  =  0. 

In  diesem  Falle  ergiebt  eine  Drehung  der  X-Achse  um  a  Folgendes: 

ic= »     v  =  (p{x)'-QX     (p=/^a), 

Q 

and  man  kann  nun  die  Abscissenrichtung  nach  und  nach  zweckmässig  ab- 
ändern, so  nämlich,  dass  sie  mit  der  Bichtung  der  Tangenten  übereinstimmt, 
welche  in  den  aufeinander  folgenden  Brechpunkten  an  (p  gezogen  werden 
(Fig.  20).  Bezeichnen  Xk  und  Xk  + 1  zwei  sich  folgende  Abscissen  des 
Anlaufes  an  9,  t;^  und  Vk  +  t  die  zugehörigen  Ordinaten^  so  ist 

Vk  =  (p{Xk)  —  QkXki      Qk  =  <P  (Xk)',     «A  + 1  = > 

mithin  g,  (xk)  —  Xk  <p  («*) 

**+» VJ^) — 


oder 


Xk+i  =  Xk rj—;r9 

(p  {Xk) 


wo  9   die  Ableitung  von  9  nach  x  bedeutet. 

Hiermit  gelangen  wir  zur  Newton*schen  Näherungsformel,  die  eben 
nichts  anderes  als  eine  Kettenentwickelung  definirt.  Nun  könnte  es  scheinen, 
als  ob  unser  früherer  Kettenansatz  ein  erster  und  unvollkommener  Schritt 
zu  einer  Näherungsmethode  sei,  welche  schliesslich  einer  Verbesserung 
f&hig  wird  und  auf  die  von  Newton  hinausläuft.  Aber  man  darf  nicht 
verkennen,  dass  eine  einfache  Eettenfunction  —  und  nur  solche  sind  ge- 
meint —  an  sich  ein  so  elementares  Gebilde  darstellt,  dass  dieses  einer 
analytischen  wie  geometrischen  Betrachtung  wohl  werth  ist*  üebrigens 
zeigt  sich  in  der  Analjsis,  z.  B.  bei  der  elementaren  Berechnung  von  n, 
dass  man  auf  einfache  Kettenfunctionen,  selbst  wenn  sie  schwach  con- 
▼ergiren,  keinesfalls  verzichten  kann. 

In  der  Theorie  der  Differenzengleichungen ,  die  wir  nur  ganz  beiläufig 
streifen  wollen,  wird  die  Kettenfunction :  ^  j 
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flj«  =  /^»)(fl?o),    XQ  =  const. 
betreffs  ihrer  Abhängigkeit  von  u  studirt  resp.  als  Integral  der  Gleichnng 

angesehen.  Dort  werden  im  Allgemeinen  dem  u  nicht  mehr  ganz  positiTO 
Zahlwerthe  beigelegt,  und  es  erwächst  die  Aufgabe,  die  letzte  Gleichimg 
durch  solche  Functionen  zu  integriren ,  welche  für  jedes  u  Geltung  haben. 
Gelingt  es,  eine  solche  Function  in  endlicher  Form  ausfindig  zu  machen, 
so  ist  diese  für  ganze  positiTe  u  nach  gehöriger  Bestimmung  der  periodischen 
Gonstanten  zugleich  ein  endlicher  (geschlossener)  Ausdruck  für  die  anend- 
liche Eettenentwickelung. 

Ein  Beispiel  hierzu  bildet  die  Differenzengleichung 

welcher  augenscheinlich 


=  ]/2  +  j/2  +  ]/2  +  ...|/2  +  «i, 


(1).        («)  (s;  (IT) 

genügt.  Die  Indices  (1),  (2),...(t«)  zeigen  die  Anzahl  der  vorhandenen 
Wurzelzeichen  an ,  und  man  wolle  bemerken ,  dass  hier  von  einer  Abfindernng 
der  Eettenfunction  (Verstärkung  der  CouTergenz)  nicht  die  Bede  sein  kann. 
Die  Form  ist  charakteristisch.  Andererseits  genügt  obiger  Gleicbong 
auch,  wie  leicht  zu  prüfen, 

aj^  =  2eoÄ(Ä;.2-«'),    ks^period.  Const. 

Setzt  man  den  Werth  von  Xq  fest,  ^^  =  0^  so  muss  sich  die  periodische 
Constante  k  so  ausmitteln  lassen^  dass  die  beiden  für  Xu  gewonnenen 
Functionen  coincidiren.     Für  u  =  l  ergiebt  sich 

a?,  =  |/2c=2cas|, 
das  heisst  ,       n 

Wir  gelangen  mithin  zu  der  bekannten  Formel: 

««  =  j/2  +  |/2  +  . . .  T/2  =2aw(«  .2-<«+"). 

<«)  iV  (»1 

1/9 
Hierbei   ist  über  n  nur   so  viel  vorausgesetzt,  dass  «w  j  =  -jp>  das 

heisst,  dass  n  der  halbe  Umfang  eines  Kreises  vom  Badius  1  ist  Will 
man  n  numerisch  feststellen,  eo  bilde  man 


2«+».'|/2  -|/2  +|/2  +  . . .  |/2  =  2»+'.  j/2-2aw(»  .2-(«+") 

(I)         m  (») 

=  2"+ »«»(«.  2 -(«  +  «). 
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Der  letzte  Ausdruck  geht  für  2-<»  +  2)  =  tf  über  in 

sinnd 
6 
und  nShert  sich  mit  abnehmenden  i  der  Zahl  n.  Ein  solches  d  stellt  sich 
aber  ein,  wenn  u  hinreichend  gross  angenommen  wird,  und  es  ist  bekannt, 
dass  man  beispielsweise  für  u=10,  wo  die  Kettenentwickelung  links  den 
halben  Umfang  des  regelmässigen  2<'+^=4096-Ecks  Yorstellt,  das  einem 
Kreise  mit  dem  Radius  1  inschrieben  ist ,  den  Werth  yon  n  bis  auf  sieben 
Decimalen  genau  erhält. 

Was  die  Eettenwurzel  für  Xu  anlangt,  so  entspricht  ihr  ein  conyergenter 
Anlauf  zwischen  einer  Geraden  „  . 

und  dem  positiven  Zweig  einer  Parabel 

«=+yy;  («0=0)  (Fig.  21). 

Die  betreffende  Eettenwurzel  convergirt  gegen  den  Werth  2 ,  das  heisst, 
sie  liefert  die  positiye  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung 

a;«-a:-2  =  0. 

Die  andere  Wurzel  könnte  durch  einen  links  drehenden  conyergenten 
Umlauf  erhalten  werden,  dem  die  Eettenwurzel 

«;  =  _j/2-j/2--.y2 

entspricht ;  letztere   convergirt  gegen  den   Werth  ^  1 ,   kommt  aber  jetzt 
nicht  in  Betracht* 

Die  dem  Sinus  entsprechende  Eettenwurzel 


^=]/2-|/2+|/2  +  ...j/2 


X- 

wird  geometrisch  veranschaulicht  durch  einen  convergenten  Anlauf  zwischen 
einem  Ereis  y^+j/A^-x^ 

und  einer  Parabel  ,  ,775 /         ./jrx     ,_.      „g.. 

aj  =  +V2-y,     («0  =  ^2}    (Fig.  22). 

Die  Eettenentwickelung  convergirt  nach  Null  (Scheitel  der  Parabel), 
und  die  mit  2*+'  multiplicirten  Abscissenwerthe  nähern  sich  fttr  zu- 
nehmende u,  (u  =  0,  1,  2^...)  der  Zahl  fc. 

Die  betrefifende  Eettenwurzel  geht  aus  der  Gleichung 

hervor    und    stellt  speciell   die  Doppellösung  a;  =  0  dar.     Aber  auch  die 
anderen  Lösungen  gelangen  zur  DarsMtaq^y^ämlich  durch: 

*  Allgemeiner  ist  f  fir  c  ^  ;^  +  1%  unjt^r  Z^ia^-f^^tive  Zahl  >  1  verstanden, 

Vc-^Vc  +  VcT^  =  A  +  1  'uwi  -T^  i  rc  ^Vc^^F^/.    Oben  war  X  =  i;  c  =  2. 

.'«♦-../  '      '/  DigitizedbyCjOOQlC 


346        üeber  die  AuflösuDg  der  Gleichangen  vom  fünften  Grade, 
das  heisst 


'=+|/2+j/2-|/2---jA=±V^. 

und  dieser  Eettenwarzel  entsprechen  mit  Bücksicht  auf  das  doppelte  Vor- 
zeichen zwei  Umläufe  (Fig.  22). 

5.  Qnadrinomische  Oleiohnngen. 

Es   kommt  hier  auf  eine  möglichst  zweckmässige  Spaltung  der  Tor- 
gelegten  Gleichung  in  zwei  Gurvengleichungen 

ys=(p(a:)     und    y  =  ^{x) 
an.    Wir  gehen  daher  am  besten  von  letzteren  aus ,  um  rückwärts  die  zn 
lösende  Gleichung  zu  formiren  und  machen  folgende  Annahmen. 

A.  Es  sei 


/  ä"=  a+y\ 


das  heisst  />x     /  „        n«  -u      r^ 

Diese  Gleichung  ist  so  allgemein,  wie 

y)  rr*"  —  aa?"  — j5a?  — y  =  0, 
weil  der  Coefficient  von  x  durch  eine  einfache  Transformation  in  1  verwandelt 
werden  kann.  Durch  das  definirende  Gleichungssystem  a)  ist  nur  ein  bestimmter 
Fall  herausgegriffen.  Bei  einer  erschöpfenden  Behandlung  mttssten  (Sbnlidi 
wie  bei  den  trinomischen  Gleichungen)  die  verschiedenen  Vorzeichenweduel, 
welche  in  obigen  Gleichungen  möglich  sind,  unterschieden  werden. 

Zahlenbeispiel:  n  =  2, 

^"«  ;j4.16^«  +  8iP  +  24  =  0 

entsteht  für /^  =  - 2a;:     ai'^4x^^x+\,5  =  0, 

^"^  ^^^««^  (ä«  -  2)«  =  a;  +  2,5  =  y«, 

^^^^  a;«=2    +y 

y«=2,5  +  a: 
Die  tabellarische  Kettenentwickelang  hierzu  findet  man  am  Schluss. 
B.  Es  sei  tx^=  a  +y     \ 

''^  \y^{h  +  xyr 

^^  ^®^««*  13)    a;"  -  x«  -  26ic  - a  -  6«  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  so  allgemein  wie 

y)    ä"  — aa?'— j8«— y  =  0. 
Zahlenbeispiel:  n  =  5 

^^^  a^-a;«-2a;+l=0 

^""^^^  «5  +  2  =  (a:  +  1)«  =  y  (Fig.  24:t- 
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C.  Es  sei 


das  heisst 


•y  =  0. 


ß)  «(a^-a)«-6a?- 1=0. 

Diese  Gleichang  ist  so  allgemein,  wie 

y)  a:*-+*-aa;"  +  i  — /3 ab- 
zahlen beispiel:  n  =  2 

x(jx?- 


folgt 

das  heisst 

oder 


4)«  =  rr  +  l, 

X 

x'^4  +  y 


y'=l  + 


1 


(Fig.  25). 


Wir  wollen  damit  abscbliessen,  dass  wir  für  die  drei  letzten  Zahlen- 
beispiele  die  Currenbilder  geben  und  die  Kettenfunctionen  explicite  be- 
rechnen. Die  jeweiligen  Anfangswerthe  x«  der  Läufe  entnehmen  wir  der 
Anschauung.  Betrachtet  man  die  obigen  quadrinomischen  Oleichungen 
ganz  im  Allgemeinen,  so  lassen  sich  immer  bestimmte  Grenzen  angeben, 
zwischen  welchen  diese  Anfangswerthe  liegen.  Eine  solche  Untersuchung 
müsste  die  verschiedenen  Fälle  herausgreifen,  in  denen  die  Curven  ip  und 
if  zur  Berührung  kommen  oder  supplementäre  Schnitte  liefern.  Sie  er- 
fordert also  eine  genauere  Discussion  der  Coordinaten  der  kritischen  Punkte 
sowie  der  Discriminante  A  und  der  Form  ^\  Hierdurch  kann  aber  das 
AnflOsungsproblem  der  algebraischen  Gleichungen  durch  Kettenfunctionen 
an  theoretischem  Interesse  nur  gewinnen. 

Tabellen  der  Kettenfnnctionswerthe* 

A.    Auflösung  von  rr*— 4«*— /c+ 1,5  =  0. 
Coordinaten  des  Anlaufes  für  Punkt  o  (Fig.  23) : 


x  =  +  }/2+y  =  v-^ 

y  =  +  y2,ö  +  x=fi> 

«0  =  0,000 

yo=  1.581 

x^  =  1,892 

yi  =  2,096 

«,  =  2,025 

y,  =  2,127 

«,  =  2,03154 

y3  =  2,128  74 

«^  =  2,031  938 

y«  =  2,128  835 

»5  =  2,031  953  7 

ys  =  2,128  838  3 

*«  =  2,031  9543 

ye  =  2,128  838  5 

Fehler:  d  =  yß-ye= -0,000000 2* 


*  Der  Fehler  bezieht  sich  nach  dem  Früheren  auf  die  Gleichung  9)(a;)'-V'(a;)  =  0. 
Für  die  Gleichung  q>*{x)  -  ^«(a:)  =  0  ist  er  dagegen  «*- 1  -  ä». 

Digitized  by  CjOOQIC 


348        üeber  die  Auflösung  der  Oleichnngen  vom  fELnften  Qrade. 


Coordinaten  des  rechts  drehenden  Umlaufes  fflr  Punkt  ßi 


a!  =  +  ^^2+y  =  9)-» 

y ^2,6  +  «=-^ 

«0  =  0,000 

yo  =  -  1.581 

«,  =0,647 

y,  =-1.774 

xt  =  0,475 

y,=- 1,725 

aj,  =  0,525 

y,  =  - 1,739 

Xt  =0,611 

y,  =  - 1,735 

«5=0,514  8 

yj  =-1,7363 

Xg  =  0,513  5 

y«  =-1,7360 

«,  =  0,513  81 

y,  =-1,73603 

Xg  =  0,513  781 

yg  =-1,736028 

a;,  =0,513  7820 

y,  =-1,736024  8 

»10=0,513  7851 

y.o=- 1,7360256 

«„=0,513  7844 

y„  =  - 1,736  025  6 

Fehler :  3*  =  y„  -  y,  j  ==  0,000  000  0. 


Coordinaten  des  links  drehenden  ümlaofes  für  Punkt  f. 


«  =  -^2+y=v-' 

y  =  +  ^2,5  +  «  =  i(> 

«0  =  -  0,000 

yo  =  1.581 

x^  =  -  1.892 

y,  =  0,779 

*,  =  - 1,667 

y,  =  0,913 

«3  =  - 1,707 

y,  =  0.891 

«,  =  - 1,700 

y4  =  0.894 

«j  =  -  1,701  27 

yj  =  0,893  72 

«e  =  - 1,701 09 

yg=  0,893  82 

X,  =  -  1,701 122 

y,  =  0,893  799 

«8  =  -1,701 117  2 

y8  =  0,893  802  3 

«,  =  -1,701117  9 

y9  =  0,892  802  3 

Fehler:  d  =  y8-ys,  =  0,000  0000. 
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Coordinaien  des  Anlaufes  für  Pankt  8: 


a5  =  -j/2+y  =  -<p-» 

y=-^2,5  +  a!=-i(; 

a!o=  0,000 

yo=- 1.581 

«,  =  -  0,647 

y.  =-1,361 

ic,  =  -  0,799 

y, 1,304 

a^  =  -  0,834 

y,  =  -  1,291 

«4  =-0,842  2 

y^  =  -  1,287  6 

«5  =-0,8440 

y,  =-1.2869 

xg  =-0,84444 

y,  =-1,28666 

«7  =-0,844507 

y,  =  -1,286659 

»8-      0,844  695 

y8  =  - 1,286  622 

«9  =-0,844617 

y9=- 1,286  617 

«,„=-0,844  6217 

y,o=- 1,2866152 

»,!=- 0,8446210 

y„=- 1,286  6150 

Fehler :  3'= ^u  "  ^lo  =  0|000  000  2. 
Sonach  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

aj4_4a.«_a.  4.1,5  =  0 
mit  einer  Genauigkeit  bis  an  die  siebente  Decimale  bestimmt  zu 
X  =  2,031 954  3  o?'"  =  -  1,701 1 17  9 


ic"=0,513  7844 


3?'^=- 0,844  6210 


x'+  x=  2.545  738  7  x"+  «'^=  -  2,545  738  9 

das  heisst  ^^^  ^-^  ^-..^  ^jy^  0,000000. 

Man  bemerke,  dass  sämmtliche  Lösungen  in  dem  Tjrpus 


a?  =  +  j/2  ±  'f/2,5  +  ^2  ±  ^2,5  +  .  .  . 

enthalten  sind,  wenn  die  Vorzeichen  in  festgesetzter  Weise  wechseln.  Die 
Gleichung  vierten  Grades  kann  also  durch  wiederholtes  Aufschlagen  einer 
einfachen  Quadratwurzel-Tafel  gelöst  werden. 

um  Einwänden  zu  begegnen,  die  sich  etwa  gegen  den  Umfang  und 
praktischen  Werth  obiger  Tabellen  richten,  sei  Folgendes  hervorgehoben: 
Die  Genauigkeit  der  Coordinatenwerthe  ist  nach  und  nach  zu  steigern  |  man 
kann  sich  anftnglich  mit  einer  Decimale,  dann  mit  zweien  u.  s.  f.  begnügen. 
Sollte  einmal  die  neu  hinzukommende  Stelle  durch  ein  Versehen  fehlerhaft 
sein,  so  wird  dennoch  ein  richtiges  Schlussresultat  erzielt  Dieses  schein- 
bare Paradoxon   erklärt  sich  augenblicklich  durch  das  Wesen  der  An-  wd         . 
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Umläufe  9  die  eben  an  den  verschiedensten  Stellen  begonnen  werden  können 
und  trotzdem  nach  dem  Schnittpunkt  convergiren. 

Wem  die  Anzahl  der  Operationen  (Quadratwurzeln)  zu  gross  erseheint, 
dem  bleibt  allerdings  nichts  anderes  übrig,  als  die  Convergenz  doich 
Achsendrehung  zu  steigern  (Abschnitt  3)  oder  von  der  Ne  w tonischen  Fomel 
Gebrauch  zu  machen  (Abschnitt  4).  Indessen  wolle  man  nicht  verkennen, 
dass  die  Gleichung  a;^»  _  „^  _  ^5^  _  y  =  0, 

nach  Newton's  Methode ,  also  durch 

gelöst,  für  jeden  neuen  Näherungswerth  ein  fünfmaliges  Aufschlagen  der 
Tafeln  erfordert,  weil  vier  Potenzen  und  ein  Quotient  zu  ermitteln  ist 
Vier  Näherungswerthe  auf  diese  Weise  berechnet  dürften  also  nicht  weniger 
Mühe  machen ,  als  die  Bestimmung  von  zwanzig  Coordinaten  in  den  yorhin 
mitgetheilten  Tabellen. 

B.    Auflösung  von   tr*— »»  — 2ic+ 1  =  0. 
Coordinaten  des  Anlaufes  für  Punkt  a  (Fig.  24): 


a;=f"y-2  =  ,,-' 

y  =  («+i)»=* 

X,  =  1,000 

y.  =4,000 

x^  =  1.149 

y,  =4,617 

X,  =  1,212 

y,  =  4,894 

a;,  =  1,234 

%=  5,003 

Xi  =  1,246 

»4  =  5.044 

X,  =  1,249 

yj  =  5,060 

«s  =  1,251 

y,  =  5,065 

a,  =  1,251  12 

y,  =5,067  50 

«8  =  1,251  29 

yg  =5,068  29 

x^  =  1,251  35 

y,  =5.068  56 

«,0=1,251372  9 

yio=5,0686797 

«„=1,2513830 

yu=  5,068  725  5 

«18=1,251386  7 

y„=  5,068  741 8 

«„=1,251387  9 

y„=  5,068  746  5 

x^^=  1,251  387  9 

yu=  5,068  746  5 

Fehler :  «  =  y,»  -  y„  =  0,000  000  0. 
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Coordinaten  des  Anlaufes  für  Pankt  ß\ 


«  =  -l+/y  =  i/»-» 

y  =  (r5  +  2=,> 

«0  =  0,000 

yo  =  2,000 

«,  =  0,414 

y,  =  2.012 

«,  =  0,41840 

y,  =  2,012  82 

«5  =  0,418  7400 

%  =  2,012  8740 

«^  =  0,418757  0 

y^  =  2,012  876  8 

«j  =  0,418  7588 

%=  2,012  876  8 

Fehler:  d' =  %- y^  =  0,000 000  0. 
Coordinaten  des  rechts  drehenden  Umlaufes  fdr  Pankt  y: 


«=V'y-2  =  9»-> 

y  =  («  +  i)*=tf. 

«0  =  -  1,000 

yo  =  0,000 

«,  =  -  1,149 

y,  =  0.022 

«s  =  - 1,146  10 

y,  =  0,021 35 

«,  =  -1,146  2400 

y,  =  0,021  386  1 

«,  =  -1,1462312 

y,  =  0,021 383  6 

«j  =  - 1,146  231 5 

yj  =  0,021 383  7 

Fehler:  6  =  y^  -  y^  =  -  0,000  000 1. 
Sonacb  sind  die  drei  reellen  Wurzeln  der  Gleichnng 
«»-««— 2«  +  l  =0 
mit  einer  Genaaigkeit  bis  an  die  siebente  Decimale  bestimmt  zu 
«'=1,251387  9, 
«"=0,4187588, 


«'"=-1,1462315. 


C.  Auflösung  von  «»-8«» +  15«— 1  =  0. 
Coordinaten  des  rechts  drehenden  Umlaufes  für  Pankt  «  (Fig.  25) : 


*  =+|/y  +  4  =  v-' 


«0  =  2,000 
«1  =  2,286 
x,  =  2,280  1 
«j  =  2,280  219  4 
«4  =  2,280218  9 


=-H?M^ 


yo  =  1,225 
y,  =  1,199 
y,=  1,1994 
ys  =  1,199397  7 
y,  =  1,199  397  8 


Fehler:  «  =  y,  -  y^  =  -  0,000  000  1. 
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Coordinaten  des  Anlaufes  für  Punkt  ß: 


x  =  +  ]/p  +  4=<p-i 

,  =  -/l  +  U-^ 

»0  =  2,000 

y«  =  —  1»225 

«,  =  1,666 

y,  =  -  1,265 

aj,  =  1,653  8 

y,  =  -l,266  7 

«j  =  1,653  27 

y,  =  - 1,266  83 

Xt  =  1,653  230 

y,  =  -  1^66  837 

a!5  =  1,653  2280 

ys  =  - 1,266  837  5 

«6  =  1,653  227  8 

yg  =  - 1,266  837  5 

Fehler :  i'  =  y^  -  y^  =  0,000  000  0. 
Coordinaten  des  Anlaufes  f&r  Pankt  /: 


1 

/*•  —                          —  •!•  — 1 

„  _  4^          A   _ 

"^     y«-!"* 

y  _  ar      4  =  qj 

«0  =  0,000 

yo  =  -  4,000 

Xi  =  0,066  66 

y,  =  -3,99556 

xt  =  0,066  82 

y,  =  - 3,995  53 

a!s  =  0,066825  7 

y,  =  - 3,995  534  3 

«4  =  0,066825  7 

y«  =  - 3,995  634  3 

Fehler :  ^  =  y^  -  y,  =  0,000  000  0. 
Coordinaten  des  links  drehenden  Umlaufes  für  Pankt  8: 


«  =— /y+4=-v~* 

y  =  -^l+i  =  _^ 

«0  =  -  2,000 

yo  =  -  0,707 

a;,  =  -  1,815 

y,  =  -  0,670 

Xt  =  -  1.825 

y,  =  -  0,672 

«j  =  - 1,824  2 

y,  =  _0,6706 

«4  =  -1,82463 

y4  =  - 0,672  27 

«5  =  -1,824207 

yj  =  _  0,672  173 

a!j  =  - 1,824  232 

y,  =  -  0,672 179 

«^=-1,824  2311 

y,  =  - 0.672  178  5 

«8  =  -  1,8242315 

y8  =  - 0,672  178  6 

Fehler:  i=y,-y^=  0,000000 1.  ^  . 
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Coordinaten  des  Anlaufes  für  Pankt  s: 


x  =  -yy  +  4  =  -<p-' 

y=+j/l+i=^ 

Xq  =  —  2,000 

yo  =  0,707 

x,  =  -  2,169 

y.  =  0,734 

*g  =  -2,1758 

y,  =  0,735 1 

«,  =  -2,17603 

»3  =  0,735  15 

x,  =  - 2,176  040  2 

y,  =  0,735 162  7 

»6  = -2,176  040  7 

^5  =  0,735 152  8 

Fehler:  6' =  jfg - y^  =  0,000 000  1 . 
Sonach  sind  die  fünf  reellen  Wurzeln  der  Gleichung 
a;6_8ir8+15«-l=0 
mit  einer  Genauigkeit  bis  an  die  siebente  Decimale  bestimmt  zu 


0?'=  2,280218  9 
x"=  1,653227  8 
rc''^  0,066  825  7 


a:'+a?"+:r"'=4,000272  4 


a;/r=^  1,8242315 
»^'=-2,176040  7 

fl;i^+a;^'=- 4,000  2722 


das  heisst 


x'+  x'+  «"+  x^^+  x^=  0,000000. 


HachBchrifk. 
Kurze  Zeit  nach  Abschluss  der  vorliegenden  Abhandlung  fand  ich  in 
Hoff  mann 's  Zeitschrift  für  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen 
Unterricht  11.  Jahrgang  S.  68  in  dem  „Bericht  über  die  Thätigkeit  der 
mathematisch -naturwissenschaftlichen  Section  der  34.  Versammlung  deut- 
scher Philologen  und  Schulmänner  zu  Trier**  (September  1879)^  dass  Herr 
Dr.  S.  Günther  daselbst  auf  unendliche  Badicale  aufmerksam  gemacht  hat. 
In  einem  Vortrag  „Eine  didaktisch  wichtige  Auflösung  trinomischer  Gleich- 
ungen* behandelte  er  insbesondere  die  der  Rentenrechnung  entnommene 
Gleichung     g«+i- (l  +  ,)2»+ ,  ==  0,    e==r:a    (l<*<n) 

and  gab  eine  Lösung  derselben  in  Form  einer  Kettenwurzel.  —  Meine  Unter- 
suchungen sind  von  denen  des  Herrn  Günther  völlig  verschieden ,  aber 
ich  möchte  umsomehr  auf  den  erwähnten  Vortrag  aufmerksam  machen  j  als 
hier  von  berufener  Seite  die  didaktischen  Vorzüge  des  sehr  elementaren 
Verfahrens,  welches  sich  auch  in  meiner  Arbeit  findet,  gewürdigt  werden. 
Was  die  principiellen  Mängel  des  Verfahrens  anlangt,  welche  vor  circa 
14  Jahren  thatsächlich  noch  bestanden ,  und  die  Herr  Günther  nicht  ver- 
schweigt, 80  hoffe  ich  dieselben  zum  grössten  Theil  durch  die  geometrische 
Theorie  der  An-  und  Umläufe  beseitigt  zu  haben.  ^^  1 

ZeiUctuift  f.  Mathematik  u.  Physik.  JD.Jahrg.  1894.  C.Hoft.  ^^\Q\t\zeöbyKsfOO^lC 
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Im  AnschluBs  an  Günther  hat  auch  Herr  von  Schaewen  die  Auf- 
lösung obiger  Gleichung  mittelst  Eettenwnrzeln  resp.  Kettenpotenzen  be- 
werkstelligt (dieselbe  Zeitschrift  11.  Jahrgang  S.  264). 

untersucht  man  die  Günther- Schaewen 'sehen  KettenlOsungen  anf 
Grund  der  früher  aufgestellten  geometrischen  Principien,  so  wird  man 
finden,  dass  es  sich  bei  ihnen  um  den  Schnitt  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
mit  einer  höheren  Parabel  ^  =  x"  handelt.  Nach  unserem  Verfahren  kommt 
hingegen  der  Schnitt  einer  Geraden 

a?  =  y  +  c    mit  y  =  «"+* 
in  Frage,  und  dementsprechend  würde  eine  Lösung  der  vorgelegten  Gleichnng 
durch  die  Eettenpotenz 


1       », 


rc+i7c+i7c+i7<'+-"  I 


dargestellt  sein,  wobei  zur  Abktlrzung 


=  c, 


i±l      "•     n+1 
(1  +  0  - 

gesetzt  wurde.     Dass  diese  Lösung  conyergirt  und  neben  den  anderen  die 
einzig  hier  in  Betracht  kommende  ist,  zeigt  das  entsprechende  Curvenbild. 

Chemnitz,  Juni  1893. 
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Integration  der  allgemeinen  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung. 

Von 

Professor  Dr.  August  Weilee. 


1.  Der  Verfasser  des  Yorliegenden  Aufsatzes  bat  1863  in  dem  8.  Band 
Yon  SchlOmilch's  Zeitschrift  eine  Methode  veröffentlicht  zur  Integration 
der  allgemeinen  partiellen  Differentialgleichnng  erster  Ordnung.  Für  den  Fall, 
dass  die  partielle  Differentialgleichung  neben  der  abhängigen  Veränderlichen 
z  nur  zwei  unabhängige  Veränderliche  x  und  y  enthält,  dass  es  sich  also 
nm  die  Integration  der  Gleichung  t/;(jer,  o;,  y,  p,  g)  =s  0  handelt,  ist  bekannt- 
lich diese  Aufgabe  von  Lagrange  in  unübertrefflicher  Weise  gelöst  worden. 
Ich  hatte  mir  die  von  Lag  ränge  gegebene  Lösung  zum  Vorbild  genommen, 
und  es  war  mir  gelungen,  die  Integration  der  allgemeinen  partiellen 
Differentialgleichung  mit  n  unabhängigen  Veränderlichen  in  ähnlicher  Weise 
auszuführen.  Neuerdings  ist  meiner  Methode  die  Berechtigung  abgesprochen 
worden.  Das  hat  mich  veranlasst,  die  Entwickelung  des  Gegenstandes 
historisch  und  sachlich  nochmals  zu  verfolgen. 

Als  ich  zu  der  Lösung  der  Aufgabe  gelangt  war,  wusste  ich  nicht, 
dass  Jacobi  schon  vorher  eine  Lösung  der  Aufgabe  gegeben  und  in 
seinen  Vorlesungen  vorgetragen  hatte.  Ich  habe  das  erfahren ,  als  ich  von 
meinen  Resultaten  Clebsch  Mittheilung  machte,  welcher  damals  einer 
Lehrstelle  an  dem  Polytechnikum  in  Karlsruhe  vorstand.  Clebsch  hat 
mir  sogleich  bemerkt,  dass  die  von  Jacobi  gegebene  Lösung  eine  erheb- 
lich grössere  Anzahl  von  Integrationen  erfordere  als  die  meinige.  Da  die 
letztere  auf  einer  anderen  Grundlage  beruht  als  die  Jacobi'sche,  so  war 
das  für  Clebsch  ein  Anlass,  zu  zeigen,  dass  man  auf  der  Jacobi'schen 
Grundlage  mit  derselben  Anzahl  von  Integrationen  ausreiche,  zu  welcher 
meine  Methode  geführt  hat.  Clebsch  hat  das  in  dem  Journal  für  reine 
und  angewandte  Mathematik  Band  65  veröffentlicht. 

2.  Die  Lösung  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  stützt  sich  in  der  Haupt- 
sache auf  die  Integration  eines  vollständigen  Systems  partieller  Differential- 
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gleichangen,  in  welchen  die  partiellen  Differentialquotienten  der  gesuchten 
^>  Function  nur  linear  Torkommen.  Damit  sich  der  Leser  von  vornherein  eine 
Vorstellung  davon  machen  könne,  wie  sich  die  von  mir  gegebene  Integrations- 
methode  von  der  Jac ob i 'sehen  unterscheidet;  muss  ich  auf  die  Betracbtoug 
zweier  partieller  Differentialgleichungen  von  linearer  Form  eingehen,  welcbe 
ein  voUst&ndiges  System  bilden. 
Diese  Oleichungen  seien: 

ax^  ax^  0X3  ax„ 


dq>        ,    dq>    .    ,    dq>  i%^^ 


in  welchen  a^,  €^...bij  6^...  gegebene  Functionen  der  n  Verftnderlichen 
Xi^  0^2  •  •  •  ^A  sind.  Jede  der  Gleichungen  für  sich  genommen ;  hat  bekannt- 
lich n  —  1  Lösungen  <p.  Das  System  wird  aber  ein  vollständiges  genannt, 
wenn  die  beiden  Gleichungen  n--2  gemeinsame  Lösungen  haben.  Zar 
Abkürzung  seien  die  beiden  Gleichungen  mit  Ä{(p)  =  Oy  f  (9)  «=0  be- 
zeichnet, um  die  n— -2  gemeinsamen  Lösungen  <p  zu  bestimmen,  setit 
Jacobi  eine  besondere  Beschaffenheit  des  vollständigen  Systems  voraas. 
Es  ist  bekanntlich  schon  von  Poisson  gezeigt  worden,  dass  es  Systeme 
partieller  Differentialgleichungen  giebt,  welche  die  folgende  Eigensobalt 
haben:  Ist  (p'=q>i  eine  Lösung  der  Gleichung  B{q>)  =  0,  ist  also  B{<pi)=^0 
eine  identische  Gleichung,  so  ist  auch  «p  i=Ä{<Pi)  eine  Lösung  der  Gleicbang 
5(<p)  =  0,  also  auch  B[A{q>j)']s^O  eine  identische  Gleichung.  Jacobi 
hat  aber  gezeigt,  dass  die  von  Poisson  nachgewiesene  Eigenschaft  immer 
dann  besteht,  wenn  die  Gleichung: 

AlB{q>)]^B[Ä{<p)]=0 

fttr  jedes  beliebige  q>  eine  identische  ist.  Das  System  der  Gleichungen  1) 
und  2)  ist  in  diesem  Falle  von  C  leb  seh  ein  Jacobi'sches  genannt  worden. 
Giebt  man  den  beiden  Gleichungen,  von  welchen  vorausgesetzt  sei,  dass  sie 
ein  Jacobi'sches  System  bilden,  irgend  welche  Factoren,  welche  Functionen 
der  Veränderlichen  Xi,  a^  • . .  x»  sind ,  oder  setzt  man  an  deren  Stelle  swei 
andere  Gleichungen ,  welche  sich  als  lineare  Verbindungen  der  Gleichangen  l) 
und  2)  darsteilen,  so  bilden  die  neuen  Gleichungen  immer  noch  ein  roH- 
ständiges  System,  aber  sie  hören  auf,  ein  Jacobi'sches  System  za  sein. 
Wenn  also  ein  vollständiges  System  partieller  Differentialgleichungen  Tor- 
liegt y  welches  die  erwähnte  Eigenschaft  nicht  hat,  so  verlangt  Jacobii 
dass  man  zwei  lineare  Verbindungen  dieser  Gleichungen  herstelle,  welcbe 
die  erwähnte  Eigenschaft  besitzen,  um  dasselbe  integriren  zu  können. 

Die  von  mir  gegebene  Methode  zur  Integration  eines  vollstfindigeo 
Systems  setzt  nicht  voraus,  dass  dasselbe  ein  Jacobi'sches  sei.  Ich  integrire 
das  vollständige  System  in  jedem  anderen  Falle  ebenso  wie  das  Jacobi'scbe 
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System.  Meine  Methode,  das  vollständige  System  zu  integriren,  bernbt 
darauf,  dass  die  von  P  o  i  s  s  o  n  nachgewiesene  Eigenschaft  des  Systems  anch 
dann  vorhanden  sein  kann,  wenn  dasselbe  nicht  ein  Jacobi'sches  ist. 

3.  Die  unter  1.  besprochene  Arbeit  von  Clebsch  berechtigt  zu  noch 
einer  anderen  Auffassung.  Im  Jahre  1875  hat  Herr  Professor  Mansion 
seine  ^ Theorie  des  ^quations  aux  d^riv^es  partielles  du  premier  ordre**  heraus- 
gegeben. Kapitel  IV  ist  überschrieben:  „Methode  de  Clebsch  et  de  Weiler 
ponr  rintögration  des  6quations  Unfaires  aux  d6riv6es  partielles ,  aux  quelles 
condnit  la  m^thode  de  Jacobi.^  Ich  habe  zur  Zeit  dem  Herrn  Mansion 
angezeigt,  dass  das,  was  Clebsch  in  dem  Journal  für  reine  und  angewandte 
Mathematik  Band  65  über  die  Integration  der  allgemeinen  partiellen 
Differentialgleichung  geschrieben  habe,  nicht  gleichbedeutend  sei  mit  der 
Ton  mir  aufgestellten  Methode.  Daraufhin  hat  mir  Herr  Mansion  die 
Berichtigung  seiner  Darstellung  in  einer  später  folgenden  zweiten  Ausgabe 
seines  Werkes  in  Aussicht  gestellt. 

Clebsch  hat  sich  in  seiner  Besprechung  meiner  Methode  durch  seine 
Voreingenommenheit  für  den  grossen  Analytiker  Jacobi  zu  einer  Un- 
gerechtigkeit verleiten  lassen.  In  jenem  Aufsatz,  Journal  für  reine  und 
angewandte  Mathematik  Band  65,  heisst  es  auf  S.  263:  „Diese  Ver- 
einfachung, welche  die  Anzahl  der  erforderlichen  Integrationen  verringert, 
and  sich  bei  genauerer  Prüfung  als  eine  natürliche  Fortentwickelung  der 
Jacobi 'sehen  Methode  erweist,  besteht  in  Folgendem  u.  s.  w."  Auf  meine 
Methode  zur  Integration  eines  vollständigen  Systems  partieller  Differential- 
gleichungen ist  Clebsch  in  seiner  Besprechung  nicht  eingegangen,  er  hat 
lediglich  die  verminderte  Anzahl  der  erforderlichen  Integrationen  in  Betracht 
gezogen.  Indem  er  sagt,  dass  die  Jacobi'sche  Methode  mit  der  gleichen 
Anzahl  Integrationen  ausreiche,  und  dass  sich  diese  Vereinfachung  als  eine 
natürliche  Fortent Wickelung  der  Jacobi'schen  Methode  erweise,  erweckt 
er  in  dem  Leser  die  Meinung,  dass  die  von  der  Jacobi *sohen  abweichende 
Grandlage  meiner  Methode  etwas  Entbehrliches  oder  Gleichgiltiges  sei, 
was  kennen  zu  lernen  sich  nicht  verlohne.  Clebsch  hat  nicht  erwähnt, 
dass  die  Verminderung  der  Anzahl  erforderlicher  Integrationen  auf  der 
Jacobi 'sehen  Grundlage  Schwierigkeiten  begegnet,  welche  in  meiner 
Methode  nicht  vorhanden  sind. 

In  seiner  Besprechung  hat  Clebsch  auch  nicht  erwähnt,  dass  meine 
Methode  zur  Integration  der  allgemeinen  partiellen  Differentialgleichung  in 
keinerlei  Weise  der  Aufgabe  eine  Beschränkung  auferlegt.  Dies  passt  freilich 
gar  nicht  in  die  Jacobi'sche  Theorie,  in  welcher  neben  den  n  unabhängigen 
Veränderlichen  die  abhängige  Veränderliche  als  nicht  vorhanden  angenommen 
ist  um  die  Integration  der  allgemeinen  partiellen  Differentialgleichung,  in 
welcher  die  Anwesenheit  der  abhängigen  Veränderlichen  vorausgesetzt  ist,  zu 
erledigen,  ist  J  ac  ob  i  zu  einer  Transformation  der  zu  integrirenden  Differential- 
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gleichnng  genöthigt,  in  deren  Folge  die  abhängige  Veränderliche  w^[ßllt, 
die  Anzahl  der  unabhängigen  Veränderlichen  aber  nm  eine  weitere  s«+i 
vermehrt  wird.  Wollte  man  diese  Lösang  ftlr  den  Fall,  dass  neben  zwei 
unabhängigen  Veränderlichen  auch  die  abhängige  Veränderliche  in  der  tu 
integrirenden  Differentialgleichung  vorkommt,  an  die  Stelle  der  von 
Lagrange  für  diesen  Fall  gegebenen  LOsung  setzen,  so  hätte  man  etwas 
viel  weniger  Einfaches  als  vorher,  es  würde  da«  unbedingt  einen  Bfiek- 
schritt  der  Analysis  bedeuten.  Schon  hieraus  ist  ersichtlich,  dass  die 
Jacobi'sche  eine  unvollkommene  Methode  ist  Die  von  mir  aufgestellte 
Methode  hat  die  Eigenschaft,  dass  sie  für  den  Fall  n  =  2  unmittelbar  in 
die  von  Lagrange  gegebene  Lösung  übergeht.  Ich  muss  auch  erwähnen, 
dass  es  keine  andere  Integrationsmethode  giebt,  welche  das  leistet 

Für  alles  das  scheint  Clebsch  kein  Verständniss  gehabt  zu  haben. 
Die  Ungerechtigkeit,  deren  ich  denselben  beschuldige,  liegt  darin,  dass  er 
in  der  Besprechung  meiner  Integrationsmethode  für  dieselbe  nur  insoweit 
eine  Werthschätzung  hatte,  als  er  sie  für  geeignet  hielt,  die  Jacob i'fldie 
Theorie  zu  vervollkommnen. 

4»  Es  ist  mir  damals  bemerkt  worden,  mein  Aufsatz  vom  Jahre  1863 
sei  schwer  verständlich,  insbesondere  seien  die  Begründungen  nicht  ein- 
gehend erörtert.  Ich  habe  daher  in  Schlömilch's  Zeitschrift  Band  XI 
über  denselben  Gegenstand  1875  einen  zweiten  Aufsatz  veröffentlicht: 
„Integration .  der  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  von  un- 
beschränkter Allgemeinheit^.  Dieser  Aufsatz  ist  theil weise  misslangen, 
insofern,  als  ich  in  demselben  versucht  habe,  einige  meiner  Begründungen 
auf  die  in  anderen  Integrationsmethoden  gegebenen  Hülfsmittel  zu  stützen. 
In  diesem  Betreff  enthalten  die  §§  4  und  5  des  Aufsatzes  II  Fehlerhaftes. 
In  dem  gleichen  Sinne  ist  der  §  7  des  Aufsatzes  I  verfehlt 

In  den  mathematischen  Annalen  Band  IX  hat  Herr  Professor  A.  Mayer 
1875  diesem  Aufsatz  II  eine  Besprechung  gewidmet.  In  derselben  hat  im 
Gegensatz  zu  Clebsch  Herr  Mayer  von  vornherein  den  ünterBchied 
zwischen  meiner  Methode  zur  Integration  eines  vollständigen  Systems 
partieller  Differentialgleichungen  von  linearer  Form  und  der  von  Jaoobi 
aufgestellten  hervorgehoben.  Im  §  1  seines  Berichtes  ist  eine  Darstellnng 
meiner  Methode  gegeben,  durch  welche  vollständige  Systeme  integmt 
werden y  obwohl  sie  nicht  Jacobi'sche  Systeme  sind.  Im  §  2  des  Berichtes 
werden  die  simultanen  Systeme  partieller  Differentialgleichungen  von  lineartf 
Form  untersucht,  zu  welchen  die  Integration  der  allgemeinen  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  führt.  Inhaltlich  seines  §  3  geht  Herr 
Mayer  alsdann  auf  die  Integration  dieser  simultanen  Systeme  ein,  und 
zeigt,  dass  meine  Methode  zur  Integration  des  simultanen  Systems  in  der 
Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe  zu  einfacheren  Resultaten  führt,  als  die 
von  Clebsch  vervollkommnete  Jacobi*sche  Methode.  ^^ 
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Herr  Majer  bat  aber  jene  simultanen  Systeme,  zn  welcben  die 
LGsong  der  allgemeinen  Anfgabe  filbrt,  nur  unter  der  Bescbränkung  in 
Betracbt  gezogen,  dass  die  abhKngige  Yerftnderliche  in  der  zn  inte- 
grirenden  partiellen  Differentialgleichung  nicht  vorkomme.  leb  muss  an- 
nehmen, dass  Herr  Mayer  geglaubt  hat,  es  sei  diese  Beschränkung  un- 
erlSsslich.  Ich  kann  nicht  anerkennen ,  dass  die  in  den  §§  2  und  3  seines 
Berichtes  gegebene  Darstellung  des  Gegenstandes  meine  Methode  sei. 

Die  allgemeinere  Auffassung  meiner  Lösung  betreffend  sagt  Herr  Ma  je r 
auf  S.  369  seines  Berichtes:  nHerr  Weiler  behandelt  den  allgemeinen 
Fall,  wo  in  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  die  unbekannte 
Fanction  selbst  auftritt*  In  dieser  Allgemeinheit  genommen  sind  aber 
seine  Resultate  nicht  blos  unklar  dargestellt,  sondern  auch  geradezu  falsch.'' 
Es  ist  das  ein  Irrthum,  in  welchen  Herr  Mayer  yermuthlich  nur  daram 
verfallen  ist,  weil  er  unterlassen  hat,  auf  den  im  §  3  meines  Aufsatzes  II 
gegebenen  Beweis  der  Behauptung  einzugehen,  dass  jene  simultanen  Systeme, 
zu  welchen  mich  die  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe  gefOhrt  hat,  in  der 
That  vollstttndige  Systeme  sind. 

5.  Im  Hinblick  auf  die  unter  4.  erwähnten  Mängel  meiner  Aufsätze 
war  ich  genöthigt,  eine  dritte  Bearbeitung  des  Gegenstandes  vorzunehmen. 
Dieselbe  ist  1877  in  dem  Band  XXII  der  Schlömilch'schen  Zeitschrift 
erschienen:  „Nachträge  zu  meinen  Abhandlungen  über  Integration  partieller 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung^.  In  derselben  werden  diejenigen 
Begründungen,  welche  unter  4.  von  mir  als  mangelhaft  bezeichnet  sind, 
berichtigt.  Die  Resultate  meiner  Methode  erleiden  in  derselben  keine 
Aendernng. 

Auch  diesem  Aufsatz  hat  Herr  Mayer  eine  Besprechung  gewidmet. 
In  dem  Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik  Band  9  (1877)  sagt 
Herr  Mayer  auf  S.  265  über  denselben  Folgendes:  ;,Der  Aufsatz  bringt 
eine  neue  von  den  früheren  Mängeln  befreite  Darstellung  der  Weiler'schen 
Integrationsmethode.  Auch  die  —  —  — •  Dass  aber  die  Weiler*sche 
Reduction  nicht  in  allen  Fällen  anwendbar  ist,  wird  bei  dieser  Auseinander- 
setzung der  Vortheile  der  Methode  nicht  besonders  erwähnt''.  Der  Leser 
des  Jahrbuchs  wird  diesem  Berichte  entnehmen ,  dass  die  oben  unter  4.  be- 
sprochene Allgemeinheit  der  Integrationsmethode  in  der  neuen  Bearbeitung 
voggBfallen  sei.  Es  ist  das  aber  nicht  richtig.  Denn  ich  habe  in  dem 
Aufsatz  III  die  Allgemeinheit  meiner  Integrationsmethode  aufrecht  gehalten. 

6.  Die  zweite  Ausgabe  des  von  Herrn  Mansion  verfassten  Werkes 
.Theorie  der  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung**  ist  1892  in 
deutscher  Uebersetzung  erschienen.  Dieselbe  bringt  das,  was  C  leb  seh 
in  dem  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik  Band  65  über  diesen 
Gegenstand  veröffentlicht  hat,    als  Methode  von  C  leb  seh  (8.  184  — 190). 
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In  Betreff  des  Anderen  sagt  Herr  Mansion  in  einer  Anmerkong;  aln 
der  ersten  französischen  Auflage  dieses  Werkes  hatten  wir  nach  Clebseh 
die  im  §  23  aoseinandergesetzte  Methode  die  Weiler'sche  genannt^  aber 
Weiler  hat  bemerkt,  dass  seine  Methode  von  der  in  diesem  Kapitel  aus- 
einandergesetzten verschieden  ist  Die  Weiler'sche  Methode  wurde  ?od 
Mayer  in  den  Math.  Ann.  1875  Band  9  einer  kritischen  Untersuchung  unter- 
zogen. Es  fehlte  uns  an  Zeit,  um  eine  Analyse  der  Arbeiten  von  Weiler 
zu  geben **.  Da  ich  dem  Herrn  Mansion  mein  Bedauern  darüber  aus- 
drückte, dass  er  auf  meine  Methode  einen  so  geringen  Werth  lege,  sagt 
Herr  Mansion  in  seiner  Erwiderung  vom  22.  Mai  1892  unter  Anderem 
Folgendes:  „M.Mayer,  qui  a  combattu  votre  m^thode,  a  du  ä  la  fin 
avouer  qu*elle  6tait  irr6prochable;  mais  il  a  accompagn6  cet-  aveu  de 
restrictions.    Je  n'ai  pas  voulu  citer  ces  restrictions**. 

Da  also  Clebseh  in  der  Vergleichung  meiner  Methode  zur  Integration 
der  allgemeinen  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  der 
Jacobi 'sehen  den  Umstand  verschwiegen  hat,  dass  meine  Methode  die 
Verallgemeinerung  der  von  Lagrange  gegebenen  Integration  der  Qleichong 
^(^;  ^)  ^;  Pf  9)  =  0  ^b!^)  was  die  Jacobi'sche  Methode  nicht  ist»  Herr 
Mayer  zehn  Jahre  nachher  diese  Thatsache  in  Abrede  zu  stellen  fELr  gut 
gefunden  hat,  da  ferner  Herr  Mansion  derselben  in  seinem  neuesten  Werke 
die  Anerkennung  versagt,  so  halte  ich  mich  für  verpflichtet,  meinen 
früheren  Darstellungen  der  Methode  eine  neue  folgen  zu  lassen.  Ich 
werde  in  den  folgenden  Erörterungen  alle  diejenigen  Hülfsmittel,  welche 
anderen  Methoden  entlehnt  sind,  unberührt  lassen,  und  auf  diesem  W^ 
den  Beweis  führen,  dass  meine  Methode,  ebenso  wie  sie  entstanden,  un- 
abhängig von  anderen  Methoden  auch  leicht  verständlich  ist. 

7.  Bevor  ich  zu  dem  sachlichen  Theile  meines  Aufisatzes  übergehe, 
möchte  ich  mir  nicht  versagen,  dem  Vorwort  des  Herrn  Maser,  des 
Herausgebers  des  Mansion'schen  Werkes,  einige  Zeilen  zu  widmen. 
In  diesem  Vorwort  wird  gesagt:  „Das  Mansion 'sehe  Buch  ist  bisher  das 
einzige  geblieben,  welches  in  so  eingehender  Weise  die  verschiedenen 
Methoden  9  welche  zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleichnngen 
erster  Ordnung  vorgeschlagen  wurden,  historisch -kritisch  beleuchtet,  ihre 
Beziehungen  zu  einander  klar  legt,  ihre  Vorzüge  und  Mängel  gegenseitig 
abwägt  und  jedem  Begründer  dieser  Methoden  das  Verdienst  lässt,  welches 
ihm  zukommt.  Es  ist  das  einzige  Werk  dieser  Art  geblieben ,  einfach  aas 
dem  Grunde,  weil  es  seine  Aufgabe  gleich  in  vollkommener  und  an- 
übertrefflicher  Weise  löste*'.  Die  grosse  und  schwierige  Untemehmang 
betreffend,  bezweifle  ich  nicht,  dass  Herr  Mansion  viel  Mühe  aufgewendet 
hat,  dieser  Aufgabe  gerecht  zu  werden.  Ich  muss  aber  gestehen,  dassniir, 
den  in  diesem  Aufsatz  besprochenen  Theil  seiner  Unternehmung  betreffend, 
die  Lobeserhebung  des  Herrn  Maser  unverständlich  ist    Herr  Mansion 
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hat  eingeräamt,  dass  er  unterlassen  habe,  sich  selbst  ein  ürtheil  über  meine 
Methode  za  bilden,  dass  er  sich  in  diesem  Betreff  darauf  beschränkt  habe, 
die  Besprechungen  und  Auslegungen  der  Herren  Clebsch  und  Mayer  in 
Betracht  zu  ziehen« 

§  1.  Integration  des  ToUständigen  Systems  partieller  DilTerential« 
gleichungen  von  linearer  Form» 

8.  Es  seien  in  den  partiellen  Differentialgleichungen 
»d^  +  ^^d^  +  ^^d^+^  +  ^-d^ 


welche  zur  Abkürzung  mit  ^(9>)  =  0,  B{q>)^=0  bezeichnet  werden,  die 
Coefficienten  a^,  a^...!»!,  2>2 ...  gegebene  Functionen  der  n  Veränderlichen 
a?,,  x^...Xn'  Das  System  der  Gleichungen  il(<p)  =  0,  jB(^)=0  wird  ein 
Tollständiges  genannt,  wenn  dieselben  n  — 2  gemeinsame  Lösungen  haben. 
Ich  nehme  an,  diese  Eigenschaft  sei  vorhanden,  und  werde  aus  meiner 
Annahme  eine  weitere  Eigenschaft  des  Systems  ableiten. 

Die  Gleichung  jB(^)=sO  hat  bekanntlich  »  —  1  Lösungen  g)  =  j3j, 
(p  =  ^1 . . .  g>  =  |3a— 1  •  I^ie  gemeinsamen  Lösungen  der  Gleichungen  B{q>)^=0 
nnd^(9>)s=0  sind  daher  als  Functionen  von  jS^,  ßi*'.ßn-i  zu  betrachten. 
Betrachtet  man  die  unbekannte  <p  als  eine  Function  dieser  n  —  1  Lösungen^ 
so  ist  die  Gleichung  f  (<p)  s=  0  eine  identische,  die  Gleichung  Ä{q>)  =  0 
aber  geht  über  in  die  folgende: 

Ich  theile  durch  Ä{ß^)y  und  habe  die  Gleichung: 

^  dß,^Aiß,)  dß,'^    '"^  Ä{ß,)    dß.^,        ' 

In  die  Coefficienten  der  Gleichung  V)  setze  ich  an  die  Stelle  der  Ver- 
änderlichen x^y  x^.,.Xn--\  die  neuen  Veränderlichen  ß^,  j3g.../3n-i  ein. 
Die  Veränderliche  Xn  föHt  dann  aus  den  Coefficienten  von  selbst  hinaus. 
Dieser  Satz  folgt  ohne  Weiteres  aus  meiner  Annahme^  dass  die  beiden 
Gleichungen  Ä{(p)^0  und  J^(<p)  =  0  ein  vollständiges  System  bilden. 
Wenn  bei  der  Elimination  von  Xt,  x^»,.Xn^i  nicht  auch  die  Veränderliche 
Xh  aus  den  Coefficienten  hinausfiele,  so  könnte  die  Gleichung  V)  nicht  n  — -  2 
Lösungen  haben ,  welche  unabhängig  von  Xn  als  Functionen  der  n  —  l  Ver- 
änderlichen /3| ,  jSj . . .  /3n  - 1  gegeben  sind. 

Wird  diese  Folgerung  nicht  als  überzeugend  angesehen,  so  muss  ich 
freilich  den  Beweis  weiter  ausführen.  Gegenüber  der  Behauptung,  die  Ver- 
änderliche Xn  sei   in  den  Coefficienten   der  Gleichung  1")  noch  vorhanden, 
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nachdem  man  die  Veränderlichen  x^^  x^.'.Xn^t  vermittelst  jS^,  h^^ßm-x 
eliminirt  hat,  kann  ich  darauf  hinweisen,  dass  die  Gleichung  1')  eise 
identische  ist,  nachdem  man  irgend  eine  der  n  —  2  den  Gleichongen 
^(g))  =  0  und  B{q>)  =  0  gemeinsamen  Lösungen  an  die  Stelle  von  <p  eingesetzt 
hat.  Die  Gleichung  1')  würde  auch  dann  eine  identische  sein,  wenn  sie 
partiell  nach  Xn  differentiirt  wird.  Da  nach  der  Voraussetzung  tp  als  Function 
von  ßi^  ß^,,,ßn^i  unabhängig  von  x^  ist,  so  erstreckt  sich  diese  partielle 
Differentiation  nur  auf  die  üoefficienten  der  Gleichung  1'),  welche  alsdann 
übergeht  in: 


^A(ß,) 

.Mßn-i) 

Ä{ß,)  d<p 

dXn      dß^  "^ 

.          Ä{ß,)           dfp 
■^          dXn           dßn-X 

=  0. 

Die  neue  Gleichung  hat  nur  in  dem  Falle  die  erwähnten  n  —  2  Lösungen  7, 
wenn  sie  mit  der  Gleichung  1')  identisch  ist.     Das  Letztere  ist  aber  nicht 

möglich,   wegen  des  fehlenden  Differentialquotienten --r^- •  Es  müssen  daher 

in  der  neuen  Gleichung  auch  die  übrigen  Coefficienten  gleich  Null  sein, 
und  es  folgt  aus  dieser  Forderung,  dass  die  Coefficienten  der  Gleichung  1') 
unabhängig  von  Xh  sind. 

Eine  weitere  Eigenschaft  des  vollständigen  Systems  der  Gleichungen 
^(g>)  =  0  und  £(4)p)  =  0  ist  nun  durch  den  folgenden  Satz  ausgedrQckt: 
Sind  <p  =  /?!  und  q>  ^  ß^  Lösungen  der  Oleichnng  ^(9))  =  0,  so  ist  der 

anotient  -jj^  eine  Function  der  n  — 1  Lösungen  /J,,  ß^...ßn^\^^ 

Mßi) 
demzufolge  selbst  eine  Lösung  der  Gleichung  B  {q>)  =  0. 

Um  diesen  Satz  für  die  Integration  des  vollständigen  Systems  der  nrei 
partiellen  Differentialgleichungen  förderlicher  zu  machen ,  schreibe  ich  anstatt 
djer  letzteren  die  lineare  Verbindung  der  beiden  Gleichungen ,  welche  durch  die 

Elimination  von   3-^  entsteht.    Die  zu  integrirenden  Gleichungen  sind  dann: 
dXi 

von  welchen  die  letztere  nur  n  —  1  unabhängige  Veränderliche  hat  Es  ist 
(p^x^  eine  Lösung  der  Gleichung  2).  Ich  bestimme  eine  zweite  Lösung 
q>  ==  ßi  durch  die  Integration  dieser  Gleichung,  und  erhalte  alsdann  weitere 
Lösungen  derselben  Gleichung  in  der  Form : 

A  { R       ^ 
Es  versteht  sich,   dass  ßn= — Ai^l     ^i^^*  ^<>®^  ®^^ö  weitere  Lösung  der 
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Gleichung  B{q>)  =  0  ist ,  sondern  nur  eine  Function  der  Yorausgehenden  n  —  1 
LCsnngen  d^i,  ß^^  ß^,..ßn~v  Da  nun  die  n— 1  Lösungen  der  Gleichung 
^(^)s=:0  bekannt  sind,  so  setze  ich  dieselben  als  neue  VerSnderliche  in  die 
Gleichung  A{(p)  =  0  ein.    Die  transformirte  Gleichung 

,  d(p        Ajß,)     dq>  .A[ßn.x)     dtp     ^ 

'^  dx,^  Ä{x,)    dß,'^    '    '^  Ä{x,)    dßn^X 

hat  n  —  1  unabhängige  Veränderliche.  Durch  deren  Integration  ergeben 
sich  die  verlangten  n  — 2  Lösungen  des  vollständigen  Systems. 

Es   kann   der  Fall   eintreten,    dass    sich    der  Quotient  — a/\    ^    wo 

A(Xi) 

t<n  ist,  als  eine  Function   der  bekannten  Lösungen  x^^  ßf'ßi-i  der 

Gleichung  2)    darstellt.     Durch   die   vorgeschriebene   Transformation   wird 

dann   die  Gleichung  1)   übergeführt  in  eine  partielle  Differentialgleichung 

mit  «  —  1   unabhängigen  Veränderlichen.    Die  Integration   dieser  Gleichung 

liefert  selbstverständlich  nur  t— 2  Lösungen  des  vollständigen  Systems. 

In  den  obigen  Lösungen  ist  der  Nenner  A{Xi)s:za^,    Es  steht  Nichts 

im  Wege,   in  der  Gleichung  A{q>)^=0  den  Coefficienten  a^  =  l  zu  setzen, 

und   man    sieht   nun,    dass   das   vorliegende  System,    obwohl  es  nicht  ein 

Jacob i*sches  ist,  doch  jene  Eigenschaft  besitzt,  auf  webhe  Poisson  zuerst 

hingewiesen  hat.   Wenn  nämlich  g>=^ß^  eine  Lösung  der  Gleichung  B{g>)  ==  0  - 

ist,  so  sind  ß$=^A{ß^)j  ß^^A{ßj^)...  als  weitere  Lösungen  dieser  Gleichung 

zu  betrachten. 

9.  Drei  partielle  Differentialgleichungen ^ (go)  =  0^  B{g>)  =  0,  O{(p)  =  0 

bilden    ein    vollständiges    System ,    wenn    sie   n  -  3  gemeinsame  Lösungen 

haben.    Um   ein   vollständiges   System  dieser  Art  zu  integriren,    bilde  ich 

zwei  lineare  Verbindungen  der  drei  Gleichungen ,  in  welchen  der  Differential- 

dw 
quotient  — —  fehlt«    Die  zwei   neuen  Gleichungen   geben   eine  lineare  Ver- 

^^'  dq> 

bindung,  in  welcher  auch  der  Differentialquotient  -= —  fehlt    Die  zu  inte- 

ax^ 

grirenden  Gleichungen  haben  nun  die  folgende  Form: 

Es  ist  zu  beachten,  dass  die  Gleichnngen  2)  und  3)  für  sich  genommen 
ein  vollständiges  System  bilden.  Denn  diese  Gleichungen  haben  nach  der 
Voraussetzung  die  n  — 3  Lösungen  des  Systems  der  drei  Gleichungen, 
ausserdem   haben   sie   die   gemeinsame  Lösung  ^sa;^,    welche  nicht  eine     j 
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Lösung  des  Systems  der  drei  Gleichungen  ist  Die  Gleichungen  2)  und  3) 
haben  also  n--2  gemeinsame  Lösungen,  und  bilden  demzufolge  ein  Toil- 
8 tändiges  System.  Die  Gleichung  3)  hat  n  — 2  unabhängige  Veränderliche. 
Es  sind  g>=:  x^j  q>=^x^  Lösungen  der  Gleichung  3) ,  von  denen  die  erstere 
eine  der  den  Gleichungen  3)  und  2)  gemeinsamen  ist.  Ich  bestimme  eine 
dritte  Lösung  <p  =  /a  durch  die  Integration  der  Gleichung  3)  und  erhalte 
alsdann  die  weiteren  Lösungen  in  der  Form: 

^*      B{x,)        ^'       B(x^)         ''»-'         J?(»,) 

Da  uun  die  n  —  l  Lösungen  der  Gleichung  3)  bekannt  sind,  so  setze  ich 
dieselben  als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  2)  ein.  Dieselbe  geht 
über  in: 

9'\  ^  J.    -^^^.0      ^1  1      ^(Yn^\)        dq>       ^  ^ 

welche  gleichfalls  n  —  2  unabhängige  Veränderliche  hat.  Es  ergeben  sich 
aus  derselben  die  den  Gleichungen  2)  und  3)  gemeinsamen  Lösungen. 

Die  Gleichung  2')  hat  die  Lösung  q>=^x^  und  die  weiteren  Losungen 
ß%%  ßs  •  •  *  ß»-^i  welche  sich  als  Functionen  der  n  Veränderlichen  x^^  x^»,,Xm 
darstellen.  Die  gemeinsamen  Lösungen  der  drei  Gleichungen  Ä{(p)=0^ 
3{(p)=zO^  (7(^)  =  0  sind  als  Functionen  dern  —  2  Lösungen  x^^  ßti  ßf*  ß^-t 
zu  betrachten.  Setzt  man  diese  Lösungen  als  neue  Veränderliche  an  die 
Stelle  von  x^,  x^..,Xn-i  in  die  Gleichung  Ä{(p)==0  ein,  so  geht  die- 
selbe über  in: 

V\       ^^    I     ^(^^^    ^^  4-  ^(^3^    ^^    I  .    ^(Pn-a)      dtp     _Q 

^         dx,^   Ä{X,)    dß,'^   A[X,)    dß,^'"^      A{X,)       dßn^t  ' 

Die  noch  übrigen  Veränderlichen  Xn^ii  Xn  fallen  aus  den  Coefficienten  der 
transformirten  Gleichung  von  selbst  hinaus.  Es  bedarf  das  nicht  eines 
weiteren  Beweises.  Wenn  bei  der  Elimination  der  Veränderlichen  x^,  ^^...iiii-i 
nicht  auch  die  Veränderlichen  Xn-\j  Xn  aus  den  Coefficienten  hinausfielen, 
so  könnte  die  Gleichung  T)  nicht  n  —  3  Lösungen  haben ,  welche  unabhängig 
von  oJn-i,  Xn  als  Functionen  der  n  —  2  Lösungen  rc^,  ft,  /?g ...  ßn^i  g^&^^ 
sind.  Die  Coefficienten  der  Gleichung  T)  enthalten  also  neben  den  n  —  'i 
Lösungen  x^y  ß^^  ß»"-  ßn-^i  keine  weiteren  Veränderlichen  des  Systems 
der  drei  Gleichungen »  und  sind  demzufolge  selbst  als  Lösungen  der 
Gleichung  2')  zu  betrachten. 

Es  ist  schon  erwähnt  worden,  dass  die  Gleichung  2^)  die  Lösung  9>  =  ^ 
habe.  Ich  bestimme  durch  die  Integration  dieser  Gleichung  eine  zweite 
Lösung  q)=^ß^^  und  erhalte  alsdann  weitere  Lösungen  derselben  Gleichung 
iu  der  Form: 
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Die  n^2  Lösungen  der  Gleichung  2')  sind  als  neue  Veränderliche  in  die 
Gleichung  ^  (9>)  =  0  einzusetzen.  Die  transformirte  .Gleichung  1')  hatn  — 2 
unabhängige  Verftnderliche.  Durch  deren  Integration  ergeben  sich  die  ver- 
langten n  —  3  gemeinsamen  Lösungen  der  Gleichungen  1 ) ,  2) ,  3). 

10.  Es  hat  nun  keine  Schwierigkeit ,  diese  Methode  auf  die  Integration 
eines  ToUständigen  Systems  von  m  partiellen  Differentialgleichungen  anzuwen- 
den, wo  selbstverständlich  m<t}  ist.  In  der  ersten  Gleichung  behalte  man 
die  sämmtlichen  n  partiellen  Differentialquotienten  von  q>  nach  a^j,  x^ . .  .x„. 
Durch  lineare  Verbindungen  der  m  Gleichungen  bilde  man  eine  zweite,  in 

welcher    der    Differentialquotient  — —  fehlt,    eine   dritte,    in    welcher    die 

Differentialquotienten  -; —  und  -- —  fehlen  u.  s.  w. ,  eine  m*®,  in  welcher  die 
aXi  ax^ 

Differentialquotienten  — —  ?    -^ —  •  •  •  — fehlen.    Es  ist  zu  beachten, 

da?,       arcg         dXn.-m^\ 

dass  die  m— 1  letzten  Gleichungen  ein  vollständiges  System  bilden,  weil 

sie  neben  den  n  —  m  Lösungen  des  Systems  der  m  Gleichungen  die  weitere 

gemeinsame   Lösung   9  =  fl;^    haben.     Ebenso   bilden    die   m  —  2   letzten 

Gleichungen  ein  vollständiges  System ,  weil  sie  neben  jenen  n  —  m  Lösungen 

die  weiteren   gemeinsamen    Lösungen    g>  =  x^  und   tp  ^=  x^    haben  u.  s.  w. 

Auch  die  zwei  letzten  Gleichungen  bilden  ein  vollständiges  System.     Denn 

es  haben  dieselben  neben  jenen  n  —  m  Lösungen  die  weiteren  gemeinsamen 

Lösungen  ys=ajj,  g?  =  a?^ ...  y  =  «'"-«, 

.  Die  Integration  des  vollständigen  Systems  gestaltet  sich  in  folgender 
Weise :  Von  der  letzten  Oleichung  und  von  jedem  der  vorerwähnten  m  —  2 
vollständigen  Systeme  hat  man  je  eine  Lösung  durch  die  Integration 
einer  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  mit  n  —  m  +  1  un- 
abhängigen Veränderlichen  zu  bestimmen.  Auch  die  n  —  m  Lösungen 
des  Systems  der  m  Gleichungen  bestixnmen  sich  durch  die  Integration 
einer  partiellen  Differentialgleichung  mit  n  —  m+1  unabhängigen  Ver- 
änderlichen. Im  Ganzen  sind  also  {m—\)  +  {n—m)  =  n  —  l  Integrationen 
von  partiellen  Differentialgleichungen  mit  je  n  —  m  +  l  unabhängigen 
Veränderlichen  auszuftOiren ,  um  die  n  —  m  Lösungen  des  Systems  der 
m  Gleichungen  zu  erhalten. 

Die  zu  integrirenden  partiellen  Differentialgleichungen  haben  eine  be- 
merkeuswerthe  Eigenschaft:  Hur  die  an  erster  Stelle  zu  integrirende 
Gleichung m)  enthält  die  sämmtlichen  n  Veränderlichen  o;,,  x^.^.Xn  des 
Systems  der  m  partiellen  Differentialgleichungen ,  m—l  derselben 
übrigens  nicht  als  Veränderliche  der  Gleichung  m),  sondern  als  blose 
Parameter.  In  der  Beihenfolge  der  zu  integrirenden  Gleichungen  ent- 
hält die  zweite  neben  den  n  —  m+l  unabhängigen  Veränderlichen  nur 
m  —  2  derartige  Parameter ,   die  dritte  deren  nur  m  —  3  u.  s.  w.     Die 
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m^  Oleichnng,  ans  welcher  sieh  die  n  — mLösniigen  des  yoUst&ndigaL 
Systems  der  m  partiellen  Differentialglelohnngen  ergeben,  enthält  neben 
den  n  —  m  + 1  unabhängigen  Veränderlichen  keinen  derartigen  Para- 
meter. 

Infolge  dieser  Eigenschaft  der  zu  integrirenden  partiellen  Differential- 
gleichungen werden  die  n^m  Lösungen  des  Yollstftndigen  Systems  in 
einer  Yorzngsweise  einfachen  Form  dargestellt  Diese  n  —  m  Lösungen  er- 
geben sich  als  Functionen  von  n  —  m  +  1  Veränderlichen.  Neben  den 
letzteren  enthalten  dieselben  nicht  noch  andere  Veränderliche  des  Systems 
der  m  Gleichungen«  Man  kann  dieselben  leicht  auch  als  Functionen  der 
ursprünglichen  Veränderlichen  darstellen.  Denn  es  sind  jene  n  — m  +  1 
Veränderlichen  als  Functionen  Yon  x^^  x^...Xn  bestimmt  worden.  Man 
darf  aber  annehmen,  dass  durch  die  hierzu  erforderlichen  Substitutionen 
die  n^m  Lösungen  des  Systems  eine  Gestalt  annehmen,  welche  meist 
Yerwickelter  ist  als  die  vorliegende. 

§  2.  Die  allgemeine  partielle  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnan; 

wird  nnrückgeführt  auf  rollständige  Systeme  partieller  Differential- 

gleichnngen  Ton  linearer  Form, 

11.  Ich  schreibe  die  allgemeine  partielle  Differentialgleichung  der 
ersten  Ordnung  in  der  Form: 

*l  (^1  ^W  «2  •  •  • «« »  ft  >  A  •  •  -P»)  =  0* 

wo  Pi,  j)2  •  •  «P"  ^^®  partiellen  Differentialquotienten  Yon  b  nach  a;^,  «|  ...«■ 
sind.  Entsprechend  der  Yon  Lagrange  für  den  Fall  n  =  2  gegebenen 
Lösung  der  Aufgabe  sollen  nun  die  n  partiellen  Differentialquotienten 
l>i  I  A  •  •  •i'n  ^8  Functionen  der  n  + 1  Veränderlichen  0,  d^,  x^...Xn  dar- 
gestellt werden.  Sind  diese  Functionen  bekannt,  so  gelangt  man  zu  des) 
Integral  der  Gleichung  ^^  =  0  durch  die  Integration  der  Yollständiges 
Differentialgleichung : 

dz=^p^dx^+p^dx^-\ VPndXn. 

Die  Bestimmung  der  Wertbe  von  P| ,  p%*  **Pn  wird  bekanntlich  in 
folgender  Weise  zu  Stande  gebracht.  Aus  der  vorliegenden  Gleichung  ^j  =0 
werden  die  n  — 1  ähnlichen  n  Gleichungen  hergeleitet: 

I)  t(;,  =  0,     t/;3  =  0...t^«  =  0, 

in  deren  jeder  links  eine  Function  der  2n  -(-  1  Veränderlichen  z^  x^^x^.^'^k^ 
Pii  P2  -  •  * Fn  steht.     Durch  die  Auflösung  der  n  Gleichungen 

*i  =  0,     *a  =  0,     tf;3=0...t^„=0 
ergeben  sich  die  Werthe  von  p^^  Pf  »Pn  als  Functionen  der  n  +  1  Ver- 
änderlichen  0,    X^y    X^.n.Xn- 

Die  Gleichungen  I)  sind  bekanntlich  Integrale  gegebener  Systeme 
partieller  Differentialgleichungen  von  linearer  Form.  Auf  die  Herleitang 
dieser  Systeme  brauche  ich  hier  nicht  einzugehen.     Die  Herleitung,  welche 
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von  mir  im  §  1  meines  Aufsatzes  II  (1875)  gegeben  ist,  stimmt  im  Wesent- 
lichen mit  den  auch  anderen  Orts  gegebenen  Herleitungen  überein.  Ich 
setze  zur  Abkürzung: 

|(C-|)JS-am))-<*"- 

Darch  die  den  partiellen  Differentialquotienten  nach  Xi  beigefügten  Klammem 
wird  angezeigt,  dass  bei  der  partiellen  Differentiation  auch  die  Grösse  e 
als  Function  von  Xf  gedacht  wird,  dass  also  die  identischen  Gleichungen 
bestehen:       ( djjA  ^  d^  d^      (dq>\^d^  dq> 

KdxJ       dz  ^*  "^  dXi'     \dXi)       dz  ^'  ^  dxi ' 
Es  ist  9  =  ^2  eine  Lösung  der  Gleichung : 

Es  ist  femer  9  =>  ^3  eine  gemeinsame  Lösung  der  zwei  Gleichungen : 

(t,<p)  =  0,     K(p)  =  0, 

9>  =  ^^  eine  gemeinsame  Lösung  der  drei  Gleichungen: 

(*i<p)  =  0,     (^29?)  =  0,     (tp3(p)  =  0, 

und  schliesslicb  g)  =  tf;„  eine  gemeinsame  Lösung  der  n—\  Gleichungen : 

{%  gp)  =  0,     {%q>)  =  0,     {%q>)  =  0  .  .  .  (tf;„.i  9)  =  0. 

12.  Man  bestimmt  aber  auf  diesem  Wege  nicht  das  allgemeine  Inte- 
gral der  Gleichung  t^j  =0,  sondern  nur  ein  vollstftndiges  Integral.  Das 
letztere  hat  die  Form  et  :==  c^^  wo  C|  eine  willkürliche  Beständige  und  a  eine 
bestimmte  Function  der  n  + 1  Veränderlichen  Zy  x^^  x^...Xh  ist;  welche 
n  — 1  weitere  willkürliche  Beständige  c^,  Cj . . .  c«  enthält.  Ist  ein  voll- 
ständiges Integral  bekannt,  so  gelangt  man  zu  dem  allgemeinen  Inte- 
gral auf  dem  folgenden  Wege.  Man  setze  in  das  vollständige  Integral  an 
die  Stelle  von  q  eine  willkürliche  Function  von  c^,  c, . .  •  Cn»  schreibe  das- 
selbe demzufolge  in  der  Form: 

«  =  *(Cj,  C8....c„). 
Es    zeigt    sich,    dass    man    aus    der    Function   «   leicht   n—  1    weitere 
Functionen   von   z,  Xi,  x^...Xn  ableitet,   welche    die  Eigenschaft    haben, 
das  vollständige  Integral  in   das   allgemeine  Integral  überzuführen ,  sobald 
sie  an  die  Stelle  von  ^,  c^...Cn  eingesetzt  werden. 

Durch  die  Differentiation  des  vollständigen  Integrals  or  =  tf;  enteteht  die 
Gleichung:       ^„  ^  ^^  ^ 

"L^dz  +  ^^  dx,  +—-  dx.A 1-  —-dxn  =  0, 

dz      ^dx.^^dx^^^       ^dic/" 

welche  auf  Grund  der  Gleichungen: 

„.       da  da        r^      da        .     da       ^         da        .da 

in  die  unter  11.  erwähnte  vollständige  Differentialgleichung: 
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de  =  p^dxi  +  p^dx^  H +  PndXn 

übergeht.  Es  sind  die  Gleichungen  II)  durch  partielle  Differentiationen  aas 
a  =  ^  abgeleitet ,  und  gleichbedeutend  mit  jenen  Gleichungen ,  durch  welche 
sich  die  partiellen  Differentialquotienten  j)j ,  j'g . . .  Pn  als  Functionen  der 
n  +  l  Veränderlichen  e,  x^^  x^.-.Xn  und  der  Beständigen  (^,  c^-'-Cn 
bestimmen. 

Betrachtet  man  bei  der  Differentiation  der  Gleichung  a  =  ^  die 
Grössen  c^,  c^,..Cri  als  veränderlich,  so  entsteht  die  folgende  Gleichung: 

da        ,    da  .       ,  ^a    ,       ,  .     ^«  j 

Werden  aber  zum  Behufe  einer  Bestimmung  der  veränderlich  gedachten 
Grössen  c^,  c^, .  .c„  die  folgenden  t»  —  1  Gleichungen  aufgestellt: 

,-..  da  ^d^       da  __d^  da  _  drjf 

dc^      dc^      dc^      dc^         dCn      dcn 

so  hat  man  wieder  die  vollständige  Differentialgleichung: 

welche  sich  von  der  obigen  gleichlautenden  nur  dadurch  unterscheidet^  dass 
in  derselben  die  Grössen  c^,  c^..,Cm  nicht  beständig,  sondern  vei^nder- 
lich   sind. 

Auch  die  Gleichungen  II)  erleiden  bei  dieser  Anordnung  keine  Aendemng. 
Indem  man  die  n  —  1  Grössen  c^ ,  r^ . . .  Cn  zwischen  den  n  Gleichungen 

da  da       ^      da  da        ^  da         ,     da        ^ 

elimiuirty  gelangt  man  zu  ein  und  derselben  partiellen  Differentialgleichnng 
1^1=0,  mögen  nun  die  Grössen  c^,  c^ . . .  Cn  als  beständig  oder  als  ter- 
änderlich  gedacht  werden.     Es  folgt  hieraus,  dass  die  Gleichung 

a  =  *(C2i  Cs...c„) 
auch  dann  ein  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  ^1=0  ist,  wenn 
an    die   Stelle    der  Beständigen    e^^  c^.,.Cn   die  erwähnten   veränderlichen 
Werthe  eingesetzt  werden.    Die  Gleichung  o  s=  t^  ist  in  dem  letzteren  Falle 
als  das  Eillgemeine  Integral  der  Gleichung  tf;^  =  0  zu  betrachten. 

13.  Es  lassen  sich  nun  leicht  auch  diejenigen  Werthe  der  partiellen 
Differentialquotienten  p, ,  Pi^-Pm,  welche  in  die  vollständige  Differential- 
gleichung eingesetzt  zu  dem  allgemeinen  Integral  der  Gleichung  V^i^^ 
führen,  aus  den  dem  vollständigen  Integral  entsprechenden  Werthen  dieser 
Differentialquotienten  ableiten.    Werden  die  n  Gleichungen 
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...       da       .da       a       ^«       i    ^^       n        ^'^       i    ^^       f\ 

durch  welche  die  partiellen  Differentialquotienten  |)^,  Pg  ...pn  als  Functionen 
Yon  jer,  o^^ ,  x^.^.Xn  nnd  von  c^ ,  Cg . . .  Cn  ausgedrückt  sind ,  nach  den  n  —  1 
Grössen  c^,  c^...Cii  aufgelöst,  so  ergeben  sich  hiermit  neben  der  zu 
integrirenden  Gleichung  tf;^  =s  0  die  n  —  1  weiteren  Gleichungen : 

Betrachtet  man  die   Grössen  c^,   (^...c»    als   beständig,    so   dienen   diese 
Gleichungen  in  Verbindung  mit  der  zu  integrirenden  Gleichung  ^j  =  0  zur 
Bestimmung   eines   vollständigen  Integrals.     Setzt   man   aber   die   aus  den 
Gleichungen 
.^  da  ,_  d^f         da  __  dtf;     ^      da  __  dt/; 

de,  ""  dcj  '     eiCj  ""  cJ(^  dcn  ^  de* 

herzuleitenden  Werthe  Yon  c^,  c^...Cn  in  die  Gleichungen  IV)  ein,  so  sind 
die  letzteren  identisch  mit  jenen  Gleichungen 

I)  tf;,  =  0,     tf;3  =  0...  t/;«  =  0, 

welche  in  Verbindung  mit  der  zu  integrirenden  Gleichung  tf/j  =  0  zu  dem 
allgemeinen  Integral  führen. 

Die  Yeränderlichen  Werthe  von  Cg,  03...^^  betreffend  führe  ich   die 
neuen  Veränderlichen 

da    ^  da   da 

in  die  Gleichungen  III)  ein.  Offenbar  sind  nun  die  Werthe  von  c, ,  c^...Cn 
willkürliche  Functionen  yon  Xg,  x^.-.Xm.  Man  hat  demgemäss  jede  der 
Grössen  %,  %>'.'^h  als  eine  willkürliche  Function  der  n  — 1  Veränder- 
lichen Xg ,  X3  . . .  Xn  und  je  einer  der  Veränderlichen  <p^^  ^s  •  •  •  9>n  zu  be- 
trachten. 

14.  Da  es  sich  nun  um  die  Bestimmung  eines  vollständigen  Integrals 
handelt,  da  also  die  Gleichungen 

für  den  Fall  hergeleitet  werden  sollen ,  dass  die  Grössen  c^,  c^, , .  c„  be- 
ständig sind,  so  treten  andere  Systeme  partieller  Differentialgleichungen 
an  die  Stelle  der  unter  11.  angegebenen.  Es  ist  q>^  (f^  eine  Lösung  der 
Gleichung: 

1)  (t^i(p)  =  0. 

Es  ist  femer  q>  =  tp^  eine  gemeinsame  Lösung  der  zwei  Gleichungen : 

2)  (tfxg))  =  0,    (92g>)  =  0, 

9  =  94  oiQO  gemeinsame  Lösung  der  drei  Gleichungen : 
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3)  (*i9)  =  0,     {<Pt<p)  =  Oj    (g>8<p)  =  0, 

and  schliesslich  qts=  (p^  eine  gemeinsame  LOsnng   der  n— 1  Gleichnngen: 
n—1)       (i<'i<)p)  =  0,    (gP2gp)  =  0,    (9s<P)  =  0  •  •  •  (<3p«-i9>)='0. 

Der  Nachweis,  dass  die  Systeme  2),  3)  ...  n—  1)  voUstSndige  sind, 
hat  keine  Schwierigkeit,  wenn  man  den  Zusammenhang,  welcher  zwischen 
dem  vollständigen  Integral  der  Gleichung  t^i  =  0  und  dem  allgemeinen 
Integral  dieser  Gleichung  besteht,  nicht  aus  dem  Auge  yerliert.  Ich  brauche 
zu  dem  Vorausgehenden  nur  hinzuzufügen,  dass  es  nicht  nöthig  ist,  in  der 
Gleichung  a  ^  n,{c„  c,. .  .c„) 

die  Beständigen  r, ,  c, . . .  c»  sfimmtlich  zu  Tariiren ,  um  neben  dem  toU- 
stftndigen  ein  weiteres  Integral  der  Gleichung  ^^  =  0  zu  erhalten.  Es  ist 
anheim  gestellt»  von  diesen  Beständigen  beliebig  viele  zu  variiren,  auf 
Grund  von  ebenso  vielen  der  Gleichungen  III)  ^  und  die  übrigen  Beständigen 
unvariirt  zu  lassen.  Man  gelangt  auf  diesem  Wege  jedesmal  zu  einem  Integral 
der  Gleichung  if;^  =  0,  welches  zwar  nicht  das  allgemeine  Integral,  doch 
allgemeiner  als  das  vollständige  Integral  ist. 

Jede  der  unter  11.  angegebenen  partiellen  Differentialgleichungen 
(i^i9>)  =  0,     {%(p)  =  0,     {%(p)  =  0.  ..  (♦„-i <p)  =  0 
hat  die  2n  +  1  unabhängigen  Veränderlichen  ^er,  o^^ ,  ^ . . .  o^ ,  Pi^  Pf-P^} 
und  demzufolge   2n  LOsungen.     Der  Entstehungsart  dieser  Gleichungen  ist 
bekanntlich   zu   entnehmen,    dass   dieselben  neben  der  Lösung  9  »  ^j  die 
n— 1  gemeinsamen  Lösungen: 

o)  ^^'fg»     V  =  *8-"V  =  *« 

haben.  Dass  die  Gleichung  {^p^  gp)  =  0  diese  n  —  1  Lösungen  hat,  ist  mit 
Bezug  auf  das  unter  13.  Gesagte  nur  damit  ermöglicht,  dass  in  derselben 
neben  den  Lösungen 

/3)  g>  ==  9^2 »     <P  =  ^3  •  •  •  9^  =  Vn 

auch  die  Lösungen: 

vorhanden  sind. 

Ich  habe  unter  13.  gezeigt,  dass  die  Gleichungen 

IV)  9«  =  C8,     <p3  =  c,...9„  =  c« 

in  Verbindung  mit  der  Gleichung  ^^  =  0  gleichbedeutend  sind  mit  jenen 
Gleichungen  II),  welche  durch  partielle  Differentiationen  der  Gleichnng 
a  =  Ci  entstanden  sind,  und  zufolge  der  unter  11.  vorgeschlagenen  Ab- 
kürzung in  der  einfacheren  Form: 

geschrieben  werden.  Es  folgt  hieraus,  dass  in  jeder  der  obigen  partiellen 
Differentialgleichungen,     wenn     dieselbe    neben    der    Lösung    1^  ^  t|f|  die 
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L($Bangen  ß)  hat,  auch  die  Lösung  qf^a  vorhanden  ist.  Denkt  man  sich 
die  Verftnderlichen  p^ ,  p,  •  *  *  P«  vermittelst  der  Gleichungen 

^1  =  0,      ygs=(^,      ^j  ss=  Cj  ,  ,  .  g)„  =  (^ 

eliminirt ,  so  fallen  die  partiellen  Differentialquotienten  von  (p  nach  i>i ,  Pg .  •  -Pn 
ans  der  Gleichung  weg.  Wird  alsdann  9  »  a  gesetzt,  so  ist  dieselbe  auf 
Grund  der  Gleichungen  II)  eine  identische.  Da  also  g>  =  a  eine  Losung 
der  Gleichung  (ipj9>)  =  0  ist,  so  sind  nun  die  sSmmtlichen  2 n  Lösungen 
dieser  Gleichung  auf  das  vollstSndige  Integral  a  =  c^  zurückgeführt. 

Daraus,  dass  die  Gleichung  (t^^^)^^  ^^^  Lösungen  a)  hat,  kann 
nicht  gefolgert  werden ;  dass  sie  auch  die  Lösungen  ß)  und  y)  habe.  Führt 
man  aber  die  Gleichung  {'ilfi<p)'=0  über  in  (9>2  9>)  =  0,  indem  man  an 
die  Stelle  von  if;^  =  0  die  weniger  allgemeine  Gleichung  (p^  =  c^  setzt ,  in 
welcher  c^  eine  Beständige  ist,  so  hat  die  Gleichung  {(P2(p)  =  0  neben  den 
Lösungen  <]p  s=  ^^ ,  9  =  qo^  ^^^  weiteren  n  —  2  Lösungen 

« )  ^  =  *s »     V  =  ^4  •  •  •  9  ==  *«• 

Da  also  c,  eine  Beständige  ist,  so  föUt  die  erste  der  Gleichungen  III)  weg, 
und  es  ist  die  Yerfinderliche  x,  nicht  vorhanden.  Die  Werthe  von  C3, 
C| . . .  Cn  sind  nun  als  willkürliche  Functionen  der  Veränderlichen  x,,  x^  ...Xn 
zu  betrachten.  Die  Gleichung  {fp^tp)  =  0  kann  aber  die  n  —  2  Lösungen  a') 
nur  dann  enthalten,  wenn  sie  neben  den  Lösungen 

ß^  g>  =  g>8.     9  =  94«  '  •?»  =  Vn 

auch  die  Lösungen: 

yI  V  =  *si     9>  =  »4  '  •  •  V  =  *« 

hat  Die  Gleichung  {g>2g>)  =  0  hat  auch  die  Lösung  g>  =  a.  Es  sind  daher 
im  (Ganzen  2n  —  1  Lösungen  dieser  GUeichung  bekannt. 

Daraus,  dass  femer  die  Gleichung  {%(p)  «  0  die  Lösungen  a)  hat, 
kann  nicht  gefolgert  werden,  dass  sie  auch  die  Lösungen  ß')  und  /)  habe. 
Lässt  man  aber  diese  Gleichung  übergehen  in  {g>^  (jc^)  =  0 ,  indem  man  an 
die  Stelle  von  %==0  die  weniger  allgemeine  Gleichung  ^5=  c^  setzt,  in 
welcher  c^  eine  Beständige  ist ,  so  hat  die  Gleichung  {q>^  9)  s=  0  neben  den 
Lösungen  ^  »  ^j,  q>  s=z  ip^^  fp  ^  (fz  die  weiteren  n  —  3  Lösungen: 

«")  <p  =  ^4 . . .  9)  =  ^ti' 

Aus  der  Annahme,  dass  c^  eine  Beständige  sei 9  folgt,  dass  hier  die  Ver- 
änderliche Xj  wegfällt,  dass  also  die  Werthe  von  c^ . . .  r„  als  willkürliche 
Functionen  von  x^ . . .  Xn  vorliegen.  Die  Gleichung  (go,  g>)  =  0  kann  aber 
die  11—3  Lösungen  a')  nur  dann  enthalten,  wenn  neben  den  Lösungen 

/T)  go  «  y^  . . .  <3P  =  g)^ 

auch  die  Lösungen 

/O  (JP  =»  X4  .  .  .  (JP  =  Xn 

vorhanden  sind.  Die  Gleichung  (9>3<p)  =  0  hat  auch  die  Lösung  9  »  a, 
und  es  sind  hiermit  2n  —  2  Lösungen  dieser  Gleichung  festgestellt.    Schliess- 
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lieh  findet  man,  daes  in  der  Gleichnng {g>n~i(p)  «=  0  nehen  den  n  +  l  LdsoDgen 
4p  =  t^j,  9'  =  9>fi  9  =  ^8***7^^ 7" I  <P  =  tt  ^^f  ^^^  ^^^^  weitere  L58ang 
<p  =  x„  gegehen  ist,  dass  also  im  Ganzen  n  +  2  Lösungen  der  Gleichnng 
(^n.i<p)s:0  hekannt  sind« 

Das  Vorausgehende  führt  zu  dem  folgenden  Resultat:  Das  System  2) 
ist  ein  vollständiges,  weil  es  2n— 1  Lösungen,  2  weniger  als  im- 
abhängige  Veränderliche  hat;  das  System  3)  ist  ein  vollständiges,  weil 
es  2f»  —  2  Lösungen,  3  weniger  als  unabhängige  Veränderliehe 
hat  U.S.W.  Auch  das  System  n— 1)  ist  ein  vollständiges,  weil  68 
n  +  2  Lösungen,  n-^l  weniger  als  unabhängige  Veränderliche  hat. 

§  8.    Bestimmung  des  Tollständigen  Integrals. 

15.  Zur  Bestimmung  des  vollständigen  Integrals  bedarf  es  der 
Gleichungen: 

IV)  g>8  =  <?2»     9^8  ~  ^3  •  •  •  V"  '^  ^« > 

und  es  sind  unter  14.  die  vollständigen  Systeme  partieller  Differential- 
gleichungen aufgestellt,  aus  welchen  sich  die  Gleichungen  IV)  herleiten. 
Die  Integration  der  vollständigen  Systeme  vereinfacht  sich  erheblich  snf 
Grund  der  folgenden  Regel:  Kennt  man  ein  Integral  des  vollständigen  Systems, 
so  eliminire  man  hiermit  ein  und  dieselbe  Veränderliche  aus  den  Coeffi- 
cienten  einer  jeden  Gleichung  des  Systems.  Es  wird  also  in  jeder  Gleichung 
die  Anzahl  der  Veränderlichen  und  auch  die  Anzahl  der  den  Gleichungen 
gemeinsamen  Lösungen  um  eine  vermindert  Das  transformirte  System 
partieller  Differentialgleichungen  ist  gleichfalls  ein  vollständiges. 
Ich  habe  unter  11.  die  Abkürzung 

|((Ä)S-i^(^))-'*') 

eingeführt^  und  es  ist  9  &=  g>^  eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung: 

1)  (♦i9)  =  0. 

Diese  Gleichung  hat  2n  +  l  unabhängige  Veränderliche.  Eliminirt  man 
aus  den  Coefficienten  vermittelst  der  Gleichung  tfFj  »0  die  Veränderliche  p,, 

so  ist  die  gesuchte  Function  9  unabhängig  von  p^,  also  -= —  =  0.    Die 

ajpi 

transformirte  Gleichung,  welche  mit  (^|9>)i  =  0  bezeichnet  wird,  hat  2s 
unabhängige  Veränderliche.  Durch  ein  Integral  dieser  Gleichung  ist  die 
Gleichung  <jc^2^^  gegeben. 

Es  ist  femer  9  =  (jCg  eine  gemeinsame  Lösung  der  partiellen  Differential- 
gleichungen: 

2)  (tf/i9>)i  =  0,     (9,(p)i  =  0. 

rrr  ^V«  n  f^^\ 

Wegen  -^  s=s  0  ist  in  der  zweiten  Gleichung  der  Differentialquotient  I  j- ) 
nicht  vorhanden.     Dieselbe  hat  daher  2n— 1  unabhängige  Veränderliche. 
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£liminirt  man  vermittelst  der  Gleichung  tp^^Cf  die  Veränderliche  j),,  so 
geht  das  System  2)  über  in  das  neue  System: 

in  welchem  die  zweite  Gleichung  2n  — 2  unabhängige  Veränderliche  hat. 
£ine  Lösung  dieser  Gleichung  ist  gt  =  0?^.  Durch  Integration  bestimme  ich 
eine  zweite  Lösung  9> » /^g  und  erhalte  alsdann  die  weiteren  Lösungen  dieser 
Gleichung:        ^{rf,,ß,\  ^{%ßs\        .         ^{^iß2n.z\ 

Diese  Lösungen  führe  ich  als  neue  Veränderliche  in  die  Glei'iDhung  (^j  q>\  =  0 
ein.  Ich  bestimme  alsdann  ein  Integral  der  transformirten  Gleichung, 
welche  gleichfalls  2n— 2  unabhängige  Veränderliche  hat  Dies  ist  die 
Gleichung  q>^  =  c^. 

Es  ist  femer  tp  =  g>^  eine  Lösung  des  yollständigen  Systems: 

3)  (*i9*)2  =  0»     (9^29)2  =  0,     (989)2  =  0. 

Wegen  -?-5=0,   ——^=0  sind  in   der  dritten  Gleichung  die  Differential- 

quotienten  (  j  und  (-r — j  nicht    vorhanden.      Diese   Gleichung    hat 

daher  2n»3  unabhängige  Veränderliche.  Eliminirt  man  vermittelst  der 
Gleichung  9)3  =  Cg  die  Veränderliche  p^j  so  geht  das  System  3)  über  in  das 
folgende:  (i/;i  9)3  =  0,     (929)3  =  0,     (939)3  =  0, 

in  welchem  die  dritte  Gleichung  2n  —  4  unabhängige  Veränderliche  hat* 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  des  Systems  bilden  für  sich  genommen 
ein  vollständiges  System,  weil  sie  neben  den  Lösungen  des  Systems  der 
drei  Gleichungen  die  gemeinsame  Lösung  9  =  0;^  haben,  welche  nicht  eine 
Lösung  der  ersten  Gleichung  ist.  Im  üebrigen  ist  die  Integration  des 
Systems  3)  etwas  abweichend  von  dem  unter  9.  vorgeschriebenen  Ver- 
fahren, insofern,  als  hier  nicht  wie  dort  die  letzte,  sondern  die  vorletzte 
Gleichung  zuerst  integrirt  wird,  weil  die  Lösungen  der  Gleichung  (929)3  =  0 
gegeben  sind.  Die  Gleichung  (999)2  =  0  hat  nämlich  die  2n  —  2 
Lösungen  a^j,  ß^,  ß^^  1^4  •  •  • /?2n-2*  Ich  habe  die  Gleichung  93  =  ^3  zur 
Elimination  von  p^  verwendet  Da  93  eine  Function  der  Lösungen  x^  y  ß^^ 
1^3«  /^4**-/^n-2  ist,  so  hat  die  Gleichung  (9^9)3  =  0  die  2n  — 3  Lösungen 
^1  >  ß^7  /^4  •  •  •  ft«-2 j  welche  als  Functionen  der  2n  —  2  Veränderlichen  g,  ir^, 
x^.,.Xn,  P4"-Pn  gegeben  sind.  Vermittelst  dieser  2n— 3  Lösungen  eli- 
miniren  sich  die  sämmtlichen  2n  —  2  unabhängigen  Veränderlichen  gy  x^, 
^2  • '  •  ^>  P4  •  •  •  Pn  der  Gleichung  (93  (p\  =  0.  Die  transformirte  Gleichung 
hat  die  Lösung  q)  =  x^  und  die  2n  — 4  unabhängigen  Veränderlichen  ß^, 
Pi'  -  -ß2n-2»  Durch  deren  Integration  bestimme  ich  eine  zweite  Lösung 
9  s=  /,  und  erhalte  alsdann  die  weiteren  Lösungen  dieser  Gleichung  in 
derFonn:        ^^^^^^^  ^  (».y.-),  ^  Ky^..»)» 
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Diese  LOsnngen  sind  als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  (^i<p)3='0 
einzuführen.  Die  transfonnirte  Gleichung  hat  gleichfalls  2n— 4  YerSnder- 
liehe.     Durch  ein  Integral  derselben  ist  die  Gleichung  q>^  =  c^  gegeben. 

Die  Integration  des  Systemes  2)  führt  bekanntlich  nicht  immer  zu  den 
sämmtlichen  2n~4  Lösungen  j?,,  |34 . .  • /?2n-2  der  Gleichung  (92^)3  =  0. 
Wenn  mindestens  die  beiden  Lösungen  ß^y  ß^  gegeben  sind,  so  erhält  man 
die  weiteren  Lösungen  der  Gleichung  {qt^  ^)^  =  0  vermittelst  der  Gleichung 
(98^)»  ="^1  ^^  welche  sie  eingesetzt  werden  sollen,  nach  der  bekannten 
Eegel  in  der  Form:  ^^^^^  ^^^^ 

Es  ist  femer  g>  s=  (p^  eine  Lösung  des  vollständigen  Systems: 
4)  (^19)3  =  0,     (9>«v)8  =  0,     ((P8g?)3  =  0,     (94<P)s  =  0- 

Wegen  ——^=0,      -   ^  =0,      -^  =  0  sind  in  der  vierten  Gleichung  die 
dpi  dft  dp^ 

Differentialquotienten  (-j^)»    ("T^)'    i'd)  ^^^^*  vorhanden.     Dieselbe 

hat  daher  2n  —  5  unabhängige  Veränderliche.    Eliminirt  man  vermittelst  der 
Gleichung  (p^  =  c^  die  Veränderliche  P| ,  so  geht  das  System  4)  über  in  das 
folgende:    (^,y)^  =  o,    (9,9)«  =  0,     {g>,ip\  =  0,    {n<p\^0, 
in  welchem  die  vierte  Gleichung  2n  — 6  unabhängige  Veränderliche  hat 

Die  drei  letzten  Gleichungen  des  Systems  bilden  gleichfalls  ein  voll- 
ständiges System,  weil  sie  neben  den  Lösungen  des  Systems  der  vier 
Gleichungen  die  gemeinsame  Lösung  <p  =  a?|  haben ,  welche  nicht  eine 
Lösung  der  ersten  Gleichung  ist  Zum  Behuf  der  Integration  des  Systems 
dieser  drei  Gleichungen  hat  man  darauf  zu  achten,  dass  die  gemeinsamen 
Lösungen  der  Gleichungen  {g>^  g>\  =  0  und  (tp^  g^)^  s=  0  bekannt  sind.  Die 
beiden  Gleichungen  {<Pi(p\  =  0  und  {g>i(p)^  =  0  haben  nämlich  die  2  n  — 4 
gemeinsamen  Lösungen  Xi^  y^^  7s '  Yi-'-y^n-i-  Ich  habe  die  Gleichung 
q>^  ss=  C4  zur  Elimination  von  p^  verwendet  Da  g>^  eine  Function  der  2ii  — 4 
Lösungen  a^^,  ^2,  ^3,  y^^-^y^n-^  ^^^9  ^^  haben  die  Gleichungen  (<)E)2  9))4=0 
und  (939)4  =  0  die  2 n—- 5 Lösungen  x^^  y^^  Yi^^y^n-^^  welche  als  Functionen 
der  2w  — 3  Veränderlichen  «,  x^j  x^..,Xnt  Pf'Pn  gegeben  sind.  Ver- 
mittelst dieser  2n  ^  5  Lösungen  eliminiren  sich  die  sämmtlichen  2n  —  3 
unabhängigen  Veränderlichen  0^  x^,  x^.,.Xn%p^»>»Pn der  Gleichung (94 g>\ = 0. 
Die  transformirte  Gleichung  hat  die  Lösung  9  =  iTj  und  die  2«»  — 6  un- 
abhängigen Veränderlichen  ^3,  74 ...  ^3 11.4.  Man  bestimme  durch  Integration 
eine  zweite  Lösung  (p  =  8^  dieser  Gleichung ,  und  erhält  alsdann  die  weiteren 
Lösungen  in  der  Form: 

g   _  (»l^«)4  *    _  (^1^3)4  ^  _   (t^|^2n>7)4. 

'   (^1^1)4'   '"(*i ^1)4"  '"■•■"  (l^i^^A 

Diese  Lösungen  werden  nun  als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung 
(V'i  9)4  =  0  eingeführt.   Die  transformirte  Gleichunjr  hat  2n  —  6  unabhängige 
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Veränderliche.     Darob  ein  Integral    derselben    ist  die  Gleichung   g>^  •> 


Es  hat  keine  Schwierigkeit,  auch  die  übrigen  Systeme  partieller  Differential* 

gleichungen   zu  integriren.     Demzufolge  hat  man  zur  Bestimmung  der 

Gleichungen 9)g=C2,  9)3=^3, 74=^4...<Pfi=^fi  jo  eine  Integration  auszufthren: 

von  einer  Differentialgleichung  mit  2n   unabhängigen   Veränderlichen 

,    zwei  Differentialgleichungen  „    2n— 2        „  . 

1»         I»  n  n     2n  — 4  „  „ 

und  schliesslich: 
von  zwei  Differentialgleichungen  mit  4  unabhängigen  Veränderlichen. 

16.  Da  nun  die  Gleichungen  <Pi=^c^f  9^3  =  c,  ...  9„  =  e„  bekannt  sind, 
80  gelangt  man  zu  dem  vollständigen  Integral  durch  die  Integration  der 
Tollständigen  Differentialgleichung : 

d0  =  Pidx^  +  Pidx^  +  '"  +PndXn. 
Man    kann    flbrigens   die   Bechnung   so  einrichten,    dass    das  vollständige 
Integral  durch  je  eine  Integration  von  zwei  partiellen  Differentialgleichungen 
mit  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  bestimmt  wird.     Es  ist  offenbar ,  dass 
auch  die  partielle  Differentialgleichung  {(pn  q>)  =  0  neben  den  Lösungen 

die  Lösung  <p  =  a  hat.  Man  kann  daher  das  System  der  Gleichungen  II), 
welches  gleichbedeutend  ist  mit  der  obigen  vollständigen  Differentialgleichung, 
durch  das  folgende  System  ersetzen: 

{%  tp)n^i  =  0,      (g>2go)i,-l  =  0,       (g>8  y)n-l  =  0  . . .  (<p„  g?)„-i  =  0. 

Lässt  man  die  erste  und  die  letzte  Gleichung  fort,  so  hat  das  System  der 
übrigen  n^2  Gleichungen  die  vier  Lösungen  x^^  a,,  ff,,  0^,  welche  als 
Functionen  von  z^  x^j  a^...a;„,  p»  gegeben  sind.  Vermittelst  der  Gleichung 
9>„  s=  Cn  eliminire  ich  die  Veränderliche  p»*  Da  tpn  eine  Function  der  Ver- 
änderlichen x^y  0),  03,  04  ist,  so  hat  das  transformirte  System  der  er- 
wähnten n -- 2  Gleichungen  die  Lösungen  o^^ ,  03,  04,  welche  als  Functionen 
der  Veränderlichen  e^  x^^  x^.,,Xn  gegeben  sind.  Diese  Lösungen  sind  als 
neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  {<pn9)n  ^  0  einzufahren.  Die  trans- 
formirte Gleichung  hat  die  Lösung  q>  =  x^  und  die  zwei  unabhängigen  Ver- 
änderlichen 03,  04.  Durch  die  Integration  dieser  Gleichung  bestimme  .ich 
eine  zweite  Lösung  g>  s=  t,.  Führt  man  diese  beiden  Lösungen  als  neue 
Veränderliche  in  die  Gleichung  (tfi}  q))n  =  0  ein ,  so  ergiebt  sich  durch  deren 
Integration  das  vollständige  Integral  a  s=  Cj. 

Dies  ist  die  Integrationsmethode,  welche  ich  1863  veröffentlicht  habe. 
Ich  behaupte  nicht,  dass  man  durch  andere  Methoden  nicht  zu  noch  weiteren 
Resultaten  gelangen  könne.  Aber  es  giebt  keine  andere  Methode,  durch  welche 
das,  was  diese  Methode  leistet,  in  einer  ebenso  einfachen  Weise  erreicht  wird. 

Karlsruhe,  im  Mai  1894.  ^  j 
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XX.  üeber  vollständige  und  complementäre  Perioden 
und  Restreihen  nnendlicher  Decimalbrüohe. 

Die  periodischen  Decimalbrüche  zerfallen  in  solche  2n-8tellige, 
in  welchen  die  Ziffern  der  ersten  Hälfte  der  Periode  die  entsprechenden 
der  zweiten  zu  9  und  die  zugehörigen  Beste  sich  zum  Nenner  P  des  ge- 
meinen Bruches,  aus  welchen  dieselben  hervorgegangen  sind,  ergänzen, 
und  in  solche  2n-  oder  (2n  —  l)- stellige,  in  welchen  die  Ziffern  der  Periode 
und  die  Reste  sich  zu  den  Ziffern  und  den  Besten  eines  anderen  aus  einem 
gemeinen  Bruche  mit  demselben  Nenner  P  hervorgegangeneu  Decimalbraches 
sich  zu  9  bezw.  P  ergänzen.  Erstere  Perioden  und  Bestreihen  heisst  man 
vollständige,  letztere  complementäre. 

In  den  mir  zur  Hand  gekommenen  diesbezfiglichen  Schriften  sind  diese 
Eigenschaften  der  Decimalbrüche  auf  elementarem  und  daher  weitlSofigen 
Wege  oder  nur  für  Brüdie  mit  einem  Primzahlnenner  nachgewiesen  und 
ist  überhaupt  nur  gezeigt,  dass  solche  Decimalbrüche  ezistiren,  ohne  dass 
darauf  eingegangen  wird,  ob  nur  die  eine  oder  andere  Art  vorkommt,  oder 
ohne  dass  untersucht  wird,  wann  diese  vorkommen.  Ich  nehme  bei  der 
Untersuchung  dieser  Frage  das  zunächst  Liegende,  nämlich  die  Lehre  von 
den  Potenzresten  zu  Hilfe,  wodurch  auch  noch  erreicht  wird,  dass  die  er- 
haltenen Besultate  für  jedes  Zahlensystem  gelten.  Wenn  allerdings  dann 
und  wann  statt  allgemein  einer  Zahl  a  die  Grundzahl  unseres  Zablensjsteffls 
eingeführt  wird ,  so  geschieht  es ,  um  mögliehst  an  darauf  folgende  bestimmte 
Beispiele  anschiiessen  zu  können.  Im  üebrigen  beschränke  ich  mich  aas 
naheliegenden    Gründen   auf  rein  periodische   Decimalbrüche,  da  ein 

0                            lg 
gemeiner  Bruch  —  in  der  Form  ^^  ,^  • geschrieben  werden  kann, 

ocK>y  a'^er  einen  «•  oder  ^- stelligen  Decimalbruch ,  je  nachdem  a^/J,  nnd 

g 
^^   ^ —  einen  rein  periodischen  giebt  und  das  Product  beider  ein  gemischt- 
periodischer mit  a  oder  ß  ausserperiodischen  Ziffern  ist.     Die  Buchstaben 
p, ,  Pg, ...  bedeuten  immer  Primzahlen  ausser  2  und  5  und  P  ist  im  Folgenden 
immer  das  Product  aus  solchen  Primzahlen  oder  aus  Potenzen  dereelben. 
Gehört  a  zu  t  ==2m(modP)y  ist  also  a^  =  l(fnödP)^  so  ist  anch 
if(a'~  1)  =  £f(a'"  +  l)(a«-  l)=0(fiio<IP), 
wobei  wir  e  relativ  prim  zu  P  voraussetzen.  ^^  ^ 
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Ist  nun   a"*— 1   auch   relatiy    prim  zn  P^   dann  moss  0{a^+l) 
durch  F  theilbar,  also  £ 


t 


folglich  auch  0a^      ^^-^  ea^'^[modF) 

sein.  I 

Wenn  dann  bc^      =re       und  iJa'"''  =  rf-p(*wodP),  wo  n     und  ri»„ 

2"'  2™*' 

die  kleinsten  positiven  Reste  {moäP)  sind,  so  ist 
1)  rt      =  — ri-»(»iodP)  oder  r«      +ri_o  =  P. 

2  2 

Sind  die   kleinsten  positiven  Reste   von  ae^  (j?b^  a^e^ , .  .a^£{modP) 
bezw.  r, ,  r^,  r^,  -»»rt  und  die  zugehörigen  Quotienten  Qi^  g^^  Q^^^^t}  ^o  jai: 

öre-r  =  ge-„+i  .  P  +  n-r+i  =  gi-r+i . P  + P- n     ,  . 
daher:  2^"+' 

aP=P^(7£_^^^  +  9i-.+i)  +  P, 


oder 
oder 


mithin  für  a=10:  g«  +gi-r+i=9. 

Zum  Beispiel :  10*  =  l  (wod  101 ) 

und  10ß  =  l(niodl3), 

also  10i»=l(fno(il3.10l). 

Nan  ist  aber  10"- 1  =  (10«+ I)(10«-1)--O(ni0(ll3.101). 
10« -1  ist  aber  =  0(m(wll3). 

g 

Daher  giebt  -vötö-  keine   Toltstandige  Periode.     In   der  That  ist  zum 

IQ  .^__ 

Beispiel  j^  =  0,0144706778370144. . . 

O^«'^^  10»  =  1(»KXI41) 

^^  10*  =  1  («od  101), 

**"  10«'=l(»w(i41.101). 

Nun  ist 

10»-l  =  (10'»-l)(lO«»+l)  =  (10»+l)(10»-l)(10»o+l)  =  0(»weJ4l41). 

e 


Weil  aber   10^=  l(mod41),  so  giebt  anoh    .    .      keine   vollstäudige 

3 
4141 


Periode.    Es  ist  znm  Beispiel  2^7=0,0007244626901714561700072 
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Hingegen  erhält  man  aus: 

10«=l(mo(ll3) 
und  10»o=l(mod9091)  . 

•10«>=l(moell  18183), 
oder  1(P- 1  =  (10«+ 1)(10»*-  l) eh 0(iiio(J  118183). 

lO^^-l    ist   aber   weder   (modlS)  noch  (ifiod[9091)  =  0,   daher  giebt 

iQiQö  eine  YollstSndige  Periode.     Es  ist  auch  zum  Beispiel: 
Hol  oö  p> 

jj^gg  =  0,000042307269234999957692730765  0000423 . . . 

Es  ist  ferner :  10"  =  1  {mod  11»), 

und  10™=  1  («öd  13*), 

also    10»-»"-«»-I  =(10»'""+l)(10»-"'"-l)  =  0(»iodllM3»). 

Da  10*'"'"— 1  weder  (mod  11)  noch  (modlS),  folglich  auch  nicht 

ß 

(modll*)  und  (tnodl3*)  =  0  ist,  so  giebt  ^^  - ^^  eine  vollständige  Periode. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  nach  Obigem  a*"— 1  relativ  prim  zn 
P  ist,  oder  dass  man  eine  vollständige  Periode  erhält,  wenn  die  HSlfte 
des  kleinsten  Vielfachen  der  Exponenten ,  zn  welchen  10  nach  den  einzelnen 
in  P  enthaltenen  Primzahlpotenzen  gehOrt,  durch  keinen  dieser  Exponenten 
theilbar  ist.  ^  . 

Es  gehöre  a  zu -^i^|>f«(modjpfOi    *«  ^^p— P5'*(m{>dpfO   n.  s.  w., 

A|  Ag 

es  sei  also:  p,— f      ^. 

a~Jr'^'    =l(niodp«0, 

a  ^»  =l(»w>dP3')i 


Wenn  nun  (x  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  dieser  ExpoDenien 

von  a,  daher  o^  =  1  (modpf « pj« . . . )  ist,  so  entsteht  die  Frage,  ob  5  nicht 

durch  einen  der  obigen  Exponenten,  zu  welchen  a{modpf*)^  {modpp)"' 
gehört,  oder  durch  eine  Zahl,  zu  welcher  a(inoipf"0»  («M>dpf*«)»«»->  '° 
or'/,   0^2  -  *  '  ^Gz^*  kleiner  als   otj,  o^.  . .  seien,  theilbar  ist.    Diese  letzteren 

Zahlen  sind  aber  von  der  Form  ^^r — -pf's     —. —  P*^'*,  .  . .,    enthalten 

A|  A, 

n         1  «1 

also  keine  niedrigere  Potenz  von  2  als  bezw.  -^ —  •  pf* ,    -^ —  •  pj'*»  •  •  • 

In  meiner  Abhandlang:  „Ueber  die  Grösse  der  Periode  eines  un- 
endlichen Decimalbruches  oder  die  Congruenz  lO'islimodI) 
(Programm  der  königl.  Studienanstalt  Bnrghausen  1887/88)  wurde  in  §33  be- 

Dlgltized  by  VJ\^\^V  IV^ 


Kleinere  Mittbeilangen.  379 

«—1 
wiesen,  dass,  wenn  die  Zahl  a  zu  -=--t — {modp)  gehOrt,  wo  k  eine  in 

p—  ]  enthaltene  ganze  Zahl  bedeutet,  und  p*  die  höchste  Potenz  von 

p  ist,  durch  welche  a   ^    —1  getheilt  werden  kann,  a  zum  Ex- 

«—1 

ponenten  — -—  p"~*(iii(?dp")  gehört.   Es  Iftsst  sich  auch  umgekehrt  zeigen, 

dass,  wenn  a  zu  ^-- — p"-^(fiiodp")  gehört,  a  zu  ■^-- —  p'*-**'(modp""*') 

gehören    muss,    d.   h.,     dass    beide    Exponenten   von    a    dieselbe 

Potenz   von  2   enthalten   müssen,    da  diese  Potenzen   von  2  nur  in 

p— 1  p— 1  ^ 

-—  vorkommen  können.     Denn   wenn  nicht   ^-n-p^'        dieser  kleinste 

P — ^1  -•» 

Exponent    wäre,    so   mflsste   er    von   der    Form  t__p»t— <-r   gein,    wo 

l'>  l  und  t">  X  ist.    Es  würde  sich  aber  dann  nach  den  dortselbst  durch- 
geführten    Schlnssfolgerungen    ergeben,    dass  cT^  =  1  {^äp^^^ 

dass   also   a   nicht    zu  ^-— -p"""*(fnodp*),    sondern,    gegen  die   Voraus- 
setzung, zu  einem  kleineren  Exponenten  {modp^)  gehören  würde. 
ß 
Ist  daher  a^~  1   durch  keinen   der  Moduln  pf*,  pj*, ...  theilbar,   so 
kann  es   auch  durch  keine   niedrigere  Potenz  der  Primzahlen  P|,  Psi  •  •  • 
getheilt  werden.     Durch   eine   oder  mehrere  der  ersten  Gruppe  angehörige 

Primzahlpotenzen  ist  es  aber  theilbar,  wenn -^- — >   — — !•••  nicht 

Aj  A, 

dieselbe  Potenz  von  2  enthalten,  ausserdem  aber  nicht.     Denn 
ist  f»  =s  2".^>  g<J»...  pf'P*'«-»»   wo  ^1,   ft,...   ungerade   Primzahlen    be- 

deuten   und  2*.^'g^...  das  kleinste  Vielfache  von  — — i    — — »•••  ist, 

seist  S  =  2""~'3^'^»...  pf»l>2'»...      Dieses  kann  aber  durch  einen  oder 

einige    der    Exponenten  ^y-PiS     "V^Pf'"*    got^ö^^t    werden,    wenn 

^iZL_,    P'""  ,  . . .   nicht  dieselbe  Potenz  von  2  enthalten,  ausser- 

dem  nicht. 

Mittelst  des  „Canon  arithmeticus*   von  C.  0.  J.  Jacob i  ergiebt  sich 
zum  Beispiel  Folgendes: 

1.  Es  sei  patx^  78^ 

p?=  19«. 
Nun  ist:  10  =  3«« (mo(l 7») , 

also:  lO'-Sw^'-S^-Uiiiod?»), 
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daher:  223:c  ez  0{mod6.V\ 

mithin :  x  =  294. 

Ferner  ist:  10  ^  2^  {mod  19«) , 

also:  10*=2«»*  =  2ö=l(»wdl9«), 

daher:  233a?  =  0(mo<il8. 19), 

folglich:  «  =  342. 

Mithin  hat  man  10»*=  l{modV) 

und  103*«=l(«kMil9«). 
folglich :                             1018 .  19 .  49  =  1  (^^  78 ,  192). 

Nun  enthalten  294  und  342  dieselbe  Potenz  yon  2,  nSmlich  2*;  daher 
ist  die  Hälfte  ihres  kleinsten  gemeinschaftlichen  Vielfachen  durch  keine  dieser 

Zahlen    theilbar.     -3  ^^^^    giebt    folglich    eine    vollstSndige    Periode,  da 
109.i9.49_i  nach  keinem  der  Modulen  19,  19»,  7,  7«,  V=0  ist. 
2.  Es  sei:  p«i  =  3*, 

Pr=ll*. 
Nun  findet  man  wie  in  1): 

lO»=l(fmMl3*) 

und  10«=l(moÄll»), 

also  ist  10^^=l(fno(i3MP). 

9   und  22  enthalten  verschiedene  Potenzen  von  2;   die  Hftifte  ihres 
kleinsten  gemeinschaftlichen  Vielfachen  ist  daher  durch  9,   10^^—1,  aber 

auch  schon  10®—  1  durch  3*  theilbar.  Mithin  giebt  ^-rn;  ^^^^^  ^^^" 
ständige  Periode. 

Oiebt  der  Bruch  p  keine   vollständige  Periode,   was  auch  immer  der 

Fall  ist,  wenn  in  10'=  l{modP),  wo  10  zu  t  gehört,  t  eine  ungerade 
Zahl  ist,  so  erhält  man  für  alle  möglichen  zu  P  relativ  primen  Wertiie 
von  0  eine  gerade  Anzahl  von  Perioden  und  Restreihen,  deren  Glieder  sieb 
paarweise  zu  9  bezw.  P  ergänzen,  d.i.  complementäre. 

Sind  die  Beste,  welche  sich  bei  der  Verwandlung  eines  solchen  Braches 
mit  dem  Nenner  P  in  einen  Decimalbruch  ergeben,  r^  r^,  ...rrf,.80 


die  Brüche  ^'  ^'  '  •  •    1  dieselben  Perioden  mit  derselben  Reihenfolge  der 

Ziffern ,  nur  mit  verschiedenen  Anfangsgliedern.  Alle  diese  Reste  sind  relativ 
prim  zu  P.  Denn  ist  z.B.  10^  =  rß{modP)  und  hätten  r^*  und  P  einen 
gemeinschaftlichen  Theiler,  so  müsste  derselbe  auch  in  10^,  das  ist  in  \^ 
enthalten  sein  gegen  die  Voraussetzung,  dass  P  nur  aus  ungeraden  Prim- 
zahlen ausser  5  zusammengesetzt  ist.    Nimmt  man  einen  anderen  der  ^(P] 
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znP  relativ  primen  Zahlen,  welche  kleiner  als  P  sind;  etwa  s,  als  Zähler, 

so  giebt  p)  in  einen  Decimalbruch  verwandelt,  wieder  ö  Reste  ^^  ^g»  •••  ^d) 

welche  wieder  als  Zähler  zu  dem  Nenner  P  genommen  dieselben  Perioden 
mit  anderen  Anfangszififern  geben  and  von  den  Besten  r^ ,  fj '  *  *  *  ^^  ^®^' 
schieden  sind.  Ist  nun  allgemein  m  irgend  eine  zu  P  relativ  prime  Zahl 
und  kleiner  als  P,  so  kann  sie  als  Zähler  eines  solchen  Bruches  mit  dem 
Nenner  P  genommen  werden ;  dann  ist  aber  auch  P—  m  relativ  prim  zu 
P  und  kleiner  als  P,  kann  daher  ebenfalls  zum  Zähler  eines  Bruches  mit 
dem  Nenner  P  gemacht  werden.     Die  Reste  und  Quotienten,   die  sich  bei 

der  Verwandlung  des  Bruches  -=  in  einen  Decimalbruch  ergeben,  ergänzen  die 

entsprechenden  Reste  und  Quotienten  bei  der  Verwandlung  des  Bruches  — = — 

IQ  P  bezw.  9,  welches  letztere  sich  ebenso  wie  oben  beweisen  lässt.  Da  nun 
ZQ  je  zwei  solchen  sich  ergänzenden  Brüchen  2ö  Reste,  welche  kleiner  als  P 
und  relativ  prim  zu  Psind,  gehören,  und  auf  diese  Weise  alle  q>{P)  Zahlen, 
welche  kleiner  als  P  und  relativ  prim  zu  P  sind,  erschöpft  werden,  so  ist 

die  Anzahl  dieser  Paare  von  complementären  Perioden    ^     ♦ 

Zusätze  und  Folgerungen: 

1.  Ist  !>'  der  Nenner  eines  gemeinen  Bruches  und  der  Exponent  S,  zu 
welchem  10 (modp^) gehört,  eine  gerade  Zahl  =  2v,  so  ist  die  Periode 
immer  eine  vollständige. 

2.  In  einer  vollständigen  fi-stelligen  Periode  ist  die  Summe  der  Reste 

^•P,  wenn  P  der  Nenner  des  gemeinen  Bruches  ist,  und  die  der 
Ziffern  der  Periode  |-9. 

3.  Die  Summe  der  Reste  zweier  d- stelligen  complementären  Rest- 
reihen ist  8 .  P  und  die  der  Ziffern  beider  Perioden  9  6. 

4.  Dass   die   Summe  der  Ziffern   einer  p  —  1  -  stelligen  Periode  eines 

gemeinen  Bruches  mit  dem  Primzahlnenner  p  =  — ^^^ — -y  lässt  sich 
auch  folgendermaassen  beweisen: 
Ist  e  der  Zähler,  sind  ferner  g^,  q^f-Qp^i  die  Ziffern  der  Periode 
und  fi,  r2,...r^-.i  die  Reste,  so  ist: 

10ri=g8.p  +  r,, 


10rp^z—qp^2.p  +  rp^2y 
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Daher 

10(5 +r,  +r,+  ...  +  rp.8  +  rp.2)  =  p(5, +^8+...+^^.,) 

oder  weil  rp^\  =  z  ist, 

9(^1  +  r,+  ...  +  rp-,)  =  p((7i  +  (7,  +  •    •  +  (7p-i). 

Aber  r,  +  fg  +  ••.  +  rp-i    iat   die  Samme    der   ersten  p  — 1  Zahlen, 
p(p  — 1) 
a,8o  =  — 2— .daher 

<7i  +  g,  +  •   •  +  ^P  - 1  =    '2       ' 

Ebenso  erhftlt  man  die  bekannte  Eigenschaft,  anch  wenn  die  Periode 
allgemein  eine  d  •  stellige  ist  und  man  die  Summe  der  Reste  mit  B  nod 
die  der  Quotienten  mit  Q  bezeichnet: 

oder  9R  =  P,Q, 

PQ 

daher  R  =  -^ 

und  C  =  p-» 

d.  i.,  wenn  P  den  Primfactor  3  nicht  enthält,  ist  die  Summe  der  Beste  immer 
durch  9  und   die  Summe  der  Ziffern  der  Periode  immer  durch  P  theilbar. 

F reisin g.  Jos,  Maybb. 

XXI.  Heber  Iterirnng  gabroehener  Fnnetionen. 

Bezeichnet  man  mit  d  {x)  eine  rationale  gebrochene  Function  der  Ver- 
Snderlichen  x  und  setzt,  wie  gewöhnlich , 

0[0(a;)J=0,(a:),     eie,{x)]^e,{x),,.. 
dann  ist  bei  der  Form  ^.  ,      ax  +  h 

die  Frage  httufig  beantwortet  worden,  unter  welchen  Bedingungen  fSr  ein 
gegebenes  n 

1)  en{x)^x 

wird.  Ich  werde  zeigen,  dass,  wenn  in  d{x)  der  Zähler  oder  der  Nenner 
von  höherem  als  dem  ersten  Grade  wird,  fUr  keine  Wahl  der  (Tonstanten 
und  kein  n  die  Gleichung  1)  erfüllt  werden,  dass  also  bei  der  Iterirnng 
keine  Periode  entstehen  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  den  Quotienten 

q>{x)  ^    go(j;-ai)(j;-aa)... 

%f{x)        «0  («-«i)(«- ««)••• 
zweier  ganzer  Functionen  g>{x)f  if^Cfl?),  die  keinen  Theiler  mit  einander  ge- 
meinsam haben  sollen ,  so  dass  bei  der  Zerlegung  in  lineare  Factoreo  ^^^^ 
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ffi  eiiiem  a^  gleich  wird  (A ,  fi  >  0).    Für  x  setzen  wir  in  diesen  Quotienten 

ein,  wobei  mindestens  eine  der  beiden  ganzen  Functionen  Z{x)  und  N{x) 
Ton  höherem  als  dem  ersten  Orade  sein  soll,  und  Z{x)  und  N(p^  keinen 
gemeinsamen  Factor  besitzen.    Dann  wird 

wobei  fA  die  Differenz  der  Grade  von  H>{x)  und  (p{x)  bedeutet. 

In  dem  Bruche  auf  der  rechten  Seite  kann  sich  kein  Factor  in  o;,  der 
im  Zfthler  auftritt,  gegen  einen  gleichen  des  Nenners  wegheben.  Denn 
hätten  zwei  Elanmiem  von  der  Form 

Z{x)''aiN{x)    und    Z(a?)  -  «^2^(0?) 
einen  gemeinsamen  Theiler,  dann  hätte  ihn  auch  ihre  Differenz 

{ai-aß)Ni,x) 

und  da  ax-^Qß  eine  von  Null  verschiedene  Constante  ist,  auch  N{,x)  und 
folglich  ebenso  Z{x),     Dass  aber  in 


N{x) 

Zähler  und  Nenner  keinen  gemeinsamen  Theiler  besitzen,  hatten  wir  ja 
?on  vornherein  yorausgesetit. 

Wäre  nun  0fi(^)  =  o;,  so  setzen  wir  fttr 

dann  folgt  aus  dem  bewiesenen  Hilfssatze,  dass  Qn{^)  ^^^  dann  =  x  sein 
kann,  wenn  schon  <p  :  ^  und  B  selbst  linear  ist,  und  damit  ist  die  Richtig- 
keit der  Behauptung  dargelegt. 

So  einfach  der  gegebene  Beweis  des  Hilfssatzes  ist,  so  hat  er  doch 
nach  der  Seite  hin  einen  Mangel,  dass  bei  einem  rein  arithmetischen  Satze 
die  Existenz  der  Wurzeln,  also  ein  algebraisches  Theorem  vorausgesetzt 
wurde,  um  dem  abzuhelfen  mag  ein  zweiter ,  zwar  etwas  weniger  einfacher, 
aber  doch  rein  arithmetischer  Beweis  des  Hilfssatzes  folgen. 

Es  seien  (p{x)i  ^(x)  zwei  ganze  Functionen,  unter  denen  <p{x)  dem 
Grade  nach  hoher  oder  mindestens  gleich  ^{x)  sei.  Femer  sollen  beide 
Fanctionen  ohne  gemeinsamen  Theiler  angenommen  werden.  Setzt  man 
nun  in  tp  und  in  ^  ftlr  die  Variable  x  den  Bruch 

ein  und  entfernt  die  Nenner  durch  Muttiplication  mit  den  niedrigsten  dazu 
nOthigen  Potenzen  von  JV;  dann  behaupte  ich,  dass  die  neuen  Functionen, 
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die  mit  q>{Zy  N)  und  i^(Z,  N)  bezeichnet  werden  mögen,  auch  keinen 
gemeinsamen  Theiler  haben. 

Zum  Beweise  wenden  wir  auf  q>  und  ijj  dis  Euklid'sche  Methode  des 
grössten  gemeinsamen  Theilers  an.     Dabei  möge 

(p(x)  ==  qi{x)^{x)  +  %{x) 

die  erste  Zeile  des  Schemas  seinp  g^  ist  der  Quotient,  ^^  der  Best  der 
Division.  Setzt  man  jetzt  wieder  0  für  o;  ein  und  bezeichnet  fthnlich  wie 
soeben,  dann  entsteht 

y(Z,  N)==q^{Z,  N)^{Z,  N)  +  Wk^,{Z,  N). 

Hier  ist  f»^  die  Differenz  der  Orade  von  ip{x)  und  fifiix).    Hätten  nnn 
•  9>(Z,  N)  und  if/(Z,  N)  einen  gemeinsamen  Theiler,  so  hätte  ihn  auch 

2^Mi,^^(Z,  N). 

Es  kann  ihn  aber  JV  nicht  haben,  weil  ihn  sonst  wegen  9>(Z,  N)  aoeh 
Z  besässe ;  also  kommt  er  in  %(Z^  N)  vor. 

Die  zweite  Zeile  des  Euklidischen  Schemas  sei 

und  entsprechend  bilden  wir 

i,{Z,  N)  =  q,{Z,  N)^,{Z,  N)  +  Nf'^%{Z,  N) 

und  schliessen,  dass  auch  i(;s(Z,  N)  den  Theiler  besitzt  So  geht  es 
weiter,  und  da  wir  schliesslich  auf  eine  Constante  ^r  kommen,  so  folgt 
die  behauptete  Unmöglichkeit. 

Gieesen.  E.  Nbtto. 
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Gesoliiolite  der  optisohen  und  katoptrisohen 
Anamorphosen. 

Von 

Dr.  H.  Rüoss 

in  Gannatatt. 


Hierzu  Tafel  II,  Figur  1-9. 


Als  Anamorphosen  bezeichnet  man  verzerrte  Bilder  eines  Vorbildes 
(prototjp),  welche  von  einem  gewissen  Punkte  aus,  direct  oder  in  einem 
Spiegel  gesehen,  als  un verzerrtes  Vorbild  wieder  erscheinen. 

Die  Construction  der  Anamorphosen  ist  von  den  Mathematikern  und 
Physikern  des  17.  und  18.  Jahrhunderts  behandelt  worden,  und  der  be- 
rühmte Mechaniker  und  Physiker  Jacob  Leupold  hat  drei  Maschinen 
hergestellt,  mit  denen  man   dieselben  zeichnen  kann. 

Diese  Ansicht,  die  sich  von  Buch  zu  Buch  fortgepflanzt  hat,  zu  be- 
richtigen, wird  Gegenstand  dieser  Abhandlung  sein;  es  wird  sich  zeigen, 
dass  alle  Constructionen ,  die  sich  auf  Cjlinderspiegel  beziehen ,  vom  wissen- 
schaftlichen Standpunkte  aus  unrichtig  sind,  und  dass  die  drei  Maschinen 
Lenpold's  Anamorphosen  liefern,  welche  den  Gesetzen  der  Anamorphosen 
widersprechen. 

Als  der  Erste,  der  sich  mit  Anamorphosen  beschäftigte,  wird  in 
französischen  Werken*  Simon  Stevin  bezeichnet.  In  der  Geschichte  der 
Physik  von  Heller  dagegen  wird  besonders  dem  Jesuiten  Caspar  Schott 
das  Verdienst  zugeschrieben,  Regeln  für  die  Anamorphosen  der  cylindrischen 
und  conischen  Spiegel  aufgestellt  zu  haben. 

Was  Simon  Stevin  anlangt;  so  liegt  offenbar  eine  Verwechslung 
mit  Schott  vor.  Dies  geht  daraus  hervor,  dass  das  vermeintliche  Werk 
Stevin's  „Magia  universalis,  Herbipol.  1657"  unter  demselben  Titel  im 
gleichen  Jahre  in  Würzbnrg  von  Schott  erschienen  ist,  dass  Stevin  1620 
in  Leyden  gestorben  ist,  und  dass  weder  ein  von  ihm  herausgegebenes 
Werk,  noch  das  nach  seinem  Tode  erschienene  „les  oeuvres  mathem.  de 
8.  Stevin,  Leyden  1634«  obigen  Titel  trägt. 

*  Gfr.  Cours  de  physique  de  T^cole  polyt.  von  Ja  min  1892  „Miroirs  coniqaes 
et  cylindriques'*. 

Hiit-lit.  Abth.  d.  Z«iUohr.  f.  M*th.  u.  Pby«.  39.  Jahrg.  1894.  1.  Heft.  1  /^^  T 
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Was  Schott  anlangt,  so  bin  ich  nach  dem  Stadiam  seiner  «Magia 
universalis^  der  Ansicht,  dass  ihm  bezüglich  der  Förderung  der  Anamor- 
pbosen  nur  das  Verdienst  zukommt,  die  verschiedenen,  in  anderen  Werken 
zerstreut  liegenden  Constructionen  gesammelt  zu  haben ,  ohne  indessen  etwas 
Neues  zu  liefern. 

Der  Erste,    der   über    Anamorphosen   geschrieben    haben    dürfte,   ist 
Vaulezard:   Perspective  cjlindrique  et  coniquc;  Paris  1630, 
daran  würden  sich  anreihen: 

Herigonius:    Cursus  mathematicus ,  Paris  1634; 
Athanasius  Circherius:  Ars  magna  lücis  et  umbrae,  Rom  1646; 
Phil.  Harzdörfer;  Mathematische  und  philosophische Erquickungs- 

stunden,  Nürnberg  1653; 
Jean  Fran9ois   Niceron:  La  perspective  curieuse,  Paris  1652; 
Casparus^  [Schottus:     Magia    universalis    naturae    et    artu, 

(Herbipol)   Würzburg  1662; 
Job.  Christ.    Sturm:    Mathesis  juvenalis,  Nürnberg  1699; 
Leonh.   Chr.  Sturm:   Kurzer   Begriff  der  gesammten  Mathesis, 
Prankfurt  a.  0.  1710. 
Als  das  umfassendste  dieser  Werke»   in  Bezug  auf  Anamorphosen,  mnss 
das  von  Schott  bezeichnet  werden.    Obgleich  die  Darstellung  an  Klarheit 
und  Kürze    zu  wünschen   übrig  lässt,    so  ist  sie  doch  noch  übersichtlicher 
als  die  anderer  ^Autoren«     Dass    in   einem   solch'  vielseitigen  Werke,   das 
die     reine     und     angewandte    Mathematik,    die    Physik     und     praktische 
Mechanik   etc.   behandelt  und  alle  nur  denkbaren  Anwendungen  im  prak- 
tischen  Leben   in  Betracht  zieht,   Manches   aufgenommen  wurde,  das  der 
Verfasser  selbst  nicht  genügend  beherrschte ,  ist  wohl  zu  entschuldigen  und 
trifft  auch   für  dieses  Werk  zu.     Ich  verweise  hier  z.  B.  auf  die  ganz  un- 
verständliche Construction  S.  162  pragmatia  II  des  obigen  Werkes. 

Die  Beschreibung  der  Maschinen  Leupold*s  erschien  1713  in  Leipzig 
unter  dem  Titel: 

Jacob  Leupold's  Mechanici ,  zu  Leipzig ,  Anamorphosis  mechanica 
nova  oder  Beschreibung  dreier  Maschinen,  mit  welchen  sehr  geschwinde 
und  leicht,  auch  von  Denen,  die  solcher  Wissenschaft  unerfahren,  mancherlei 
Bilder  und  Figuren  können  gezeichnet  werden,  dass  sie  ganz  ungestalt 
und  unkenntlich,  dennoch  aber  die  ersteren  durch  einen  Cjlinderspiegeli 
die  anderen  durch  einen  conischen  und  die  dritten  mit  einem  flachen  Spi^l 
von  einem  gewissen  Augpunkt  aus  wiederum  in  rechter  Gestalt  und  Pro- 
portion erscheinen. 

Man  wird  sich ,  namentlich  bezüglich  der  drei  letzten  Maschinen ,  fragen, 
wie  die  unrichtigen  Constructionen  der  Anamorphosen  als  solche  so  lange 
unerkannt  blieben.  Wir  finden  eine  Erklärung  dafür,  wenn  wir  uns  den 
damaligen  Zweck  der  Anamorphosen  klar  machen.  Es  handelte  sicii 
darum,   etwa  von   einer  Person   oder    irgend  einem    Thier  eine  Cylinder- 
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anamorphose  herzastellen^  also  ein  verzerrtes  Bild  des  Originals,  das,  im 
Cjlinderspiegel  gesehen,  richtig  erscheint.  War  auch  das  im  Spiegel  ge- 
sehene Bild  in  vielen  Punkten  dem  Original  nicht  ähnlich,  so  war  doch 
der  Gesammteindruck  der  eines  wohlgestalteten  Bildes,  das  man  um  so 
mehr  dem  Original  ähnlich  halten  musste,  als  das  letztere  bei  der  Be- 
sichtigung nicht  zur  Verfügung  stand,  und  so  ein  Vergleich  im  Einzelnen 
nicht  angestellt  werden  konnte. 

H&tten  dagegen  die  Physiker  und  Mathematiker  jener  Zeit  sich  die 
Aufgabe  gestellt,  eine  Curve  zu  zeichnen,  welche  in  einem  Cjlinderspiegel 
gesehen  als  Gerade  erscheint,  so  hätten  sie  finden  müssen,  dass  ihre  Con- 
etmctionen  und  Apparate  die  richtigen  Anamorphosen  der  Gerade  nicht 
liefern  konnten. 

Optische  Anamorphosen. 

Die  Aufgabe  ist  hier,  auf  eine  beliebige  Fläche  ein  verzerrtes  Bild 
eines  Vorbildes  zu  zeichnen,  das  von  einem  Punkte  aus  richtig  erscheint. 
Diese  Anamorphosen  fanden  in  jener  Zeit  mannigfache  Anwendungen.  So 
erwähnt  Schott*;  dass  in  dem  Kloster  des  Franciscus  de  Parula  auf  dem 
Monte  Piucio  in  Rom  das  Bild  des  Franciscus  de  Parula  von  einem  Punkte 
aus  an  einer  Wand  zu  sehen  sei,  dass  aber  von  anderen  Punkten  aus  nur 
Bäame,  Menschen,  Thiere  an  dieser  Stelle  zu  sehen  seien.  Diese  Anamor- 
phose  wurde  von  P.  Emanuel  Magna nus  hergestellt  und  in  seiner 
perspectiva  horaria  IIb.  3  prop.  77  beschrieben. 

Weitere  Anwendungen,  die  in  Capellen  damals  oft  gesehen  wurden^ 
waren  die  Anamorphosen  schiefer  Balken.** 

Auf  zwei  zusammenstossende  Wände  worden  Balken  gemalt,  die  von 
einem  gewissen  Punkte  der  Capelle  aus  so  erschienen,  als  ob  sie  in  beide 
Wände  eingefügt  und  über  den  Winkel  der  Wände  gespannt  wären. 

Schott  schreibt  darüber,  dass,  wenn  man  sich  vom  richtigen  Stand- 
punkte entferne ,  das  Bild  sich  aufzulösen ,  die  Säulen  sich  zu  bewegen  und 
einzustürzen  scheinen.*** 

Auch  in  Gärten  wurden  solche  Anamorphosen  angelegt,  welche,  von 
einem  Punkte  ausserhalb  gesehen,  die  Form  eines  Adlers,  Löwens  etc.  zeigten. 

Diese  Anamorphosen  wurden  theils  auf  geometrische  Weise,  theils  auf 
praktisch«  mechanische  hergestellt;  wir  werden  im  Folgenden  beide  Methoden 
behandeln. 

Zunächst  handelt  es  sich  darum :  Was  ist  ein  nicht  verzerrtes  (richtiges) 
Bild  eines  Vorbildes  und  was  ein  verzerrtes? 

Betrachtet  man  einen  Körper  von  einem  Punkte  P  aus  in  bestimmter 
Richtung  (Richtung  der  Augenachse),   so   erhält  man   eine   bestimmte  An- 


*  p.  138  „Vidi  saepissime  Romae  etc.*' 
••  p.  185  coroU.  II.  ibid. 
***  p.  185  ann.  ad.  cor.  II. 
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sieht  desselben.  Dieselbe  kann  graphisch  wiedergegeben  werden  durch  du 
perspectivische  Bild,  das  auf  einer  Ebene  senkrecht  zur  genannten 
Bichtung  darch  Zentralprojection  aas  dem  Auge  entstehen  würde. 

Hat  man  ein  ebenes  Vorbild,  so  erscheint  es  von  allen  Punkten  aos 
nnverzerrt,  wenn  man  es  in  einer  Richtung  betrachtet,  die  senkrecht  zor 
Ebene  des  Vorbildes  ist;  denn  die  graphische  Wiedergabe  der  Ansichten 
giebt  perspectivische  Bilder,  welche  dem  Vorbild  ähnlich  sind. 

I.   Anamorphosen  in  der  Ebene  E,   welche  von    einem 

Punkte  P  aus  nach  vorgeschriebener  Richtung  gesehen 

eine  unverzerrte  Ansicht  des  Vorbildes  liefern. 

1.  Geometrische  Lösung.  Ist  E^  die  Ebene  senkrecht  zur  Tor- 
geschriebenen  Richtung,   so  lautet  die  Aufgabe  in  geometrischer  Fassung: 

Das  Vorbild  in   der  Ebene  E^  von  P  aus  auf  Ebene  E  zu  projiciren. 

Diese  Aufgabe  wurde  besonders  einfach  durch  die  sogenannten  Qna- 
dratnetze  gelöst.  Figur  1  und  2  giebt  eine  solche  Construction  wieder. 
Das  Vorbild  wird  mit  einem  Netz  von  Quadraten  überzogen,  wie  AB  CD  zeigt 
In  der  Ebene  E  wird  eine  Strecke  Ä'D'  in  ebenso  viel  Theile  getheilt 
als  AD,  Ist  nun  0  die  Projection  des  Auges  auf  Ebene  J?,  so  ziehe  man 
durch  0  und  die  Theilpunkte  Strahlen.  In  unserer  Figur  liegt  0  auf  K*/ 
und  zwar  so  weit  von  «T  entfernt,  dass  0J'=  16.-4' 2>'.  Die  Aughöhe  ist 
P0=:4:A'D\  TrSgt  man  diese  Höhe  in  der  Ebene  JJ  auf  der  Senkrechten 
in  0  auf,  und  bezeichnet  den  Endpunkt  mit  P\  so  giebt  P'Ä  die  Dia- 
gonale ÄC  der  Anamorphose,  und  wenn  man  durch  die  Schnittpunkte 
der  Diagonale  Parallelen  mit  ÄD'  zieht,  so  erhält  man  die  Anamorphose 
des  Quadratnetzes.  Zeichnet  man  nun  in  die  einzelnen  Vierecke  derselben 
die  entsprechenden  Theile  des  Vorbildes,  so  erhält  man  die  gesuchte  Ana- 
morphose. Durch  Construction  der  Diagonalen  von  den  Quadraten  des 
Netzes  und  den  Diagonalen  der  Vierecke  der  Anamorphose  lassen  eich  die 
Punkte  des  Vorbildes  und  seiner  Anamorphose  noch  genauer  bestimmen. 

Hält  man  in  0  (wo  also  J'0=16ÄD')  ein  Papier  senkrecht  zur 
Zeichenebene  und  bringt  in  einer  Höhe  von  AA'D'  im  Papier  ein  kleines 
Loch  an,  so  erscheint  die  Anamorphose,  durch  dieses  Loch  gesehen,  aU 
Quadrat  und  unverzerrt.  Einfacher  kann  man  dies  auch  erreichen,  wenn 
man  das  Zeichenblatt  schief  hält  und  mit  einem  Auge  dasselbe  so  betrachtet, 
dass  die  Sehstrahlen  schief  auffallen  und  von  dem  genannten  Punkte  0 
aus  gehen.  Später  wird  noch  gezeigt ,  wie  sich  diese  Anamorphosen  bequem 
in  einem  Spiegel  betrachten  lassen. 

Die  Richtigkeit  obiger  Construction  ergiebt  sich  sofort,  wenn  man 
sich  das  Vorbild  A  B  CD  senkrecht  zur  Ebene  E  über  ÄD'  aufgestellt  denkt 

2.  Mechanische  Lösung.  Hierbei  kamen  zwei  Instrumente  zur 
Anwendung;  das  velum  mesopticum  und  die  später  zu  beschreibende 
portula  optica. 
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Das  velum  mesopticum  Kirchers*  war  ein  Rahmen,  der  mit  einem 
Schleier  oder  transparenten  Papier  tiberzogen  war,  und  in  die  Ebene  E^ 
des  Vorbildes  gebracht  wurde.  Auf  das  Velum  wurde  das  Vorbild  gezeich- 
net und  Yon  P  aus  beleuchtet.  Es  entstand  dann  auf  E  ein  Schatten  des 
Bildes,  der  nachgezeichnet  wurde.  Häufig  wurde  auch  das  Bild  durch 
Löcher  markirt,  und  die  Lichtpunkte  dieser  Löcher  auf  E  aufgezeichnet. 
Eine  weitere  Anwendung  des  Velum  bestand  darin  ^  dass  man  das  Bild 
beinahe  ganz  ausschnitt  und  mit  gespanntem  Faden,  der  durch  P  ging, 
dem  Ausschnitt  nachfuhr;  der  Schnittpunkt  des  Fadens  mit  E  beschrieb 
dann  die  Anamorphose. 

IL   Anamorphosen  auf  convexen  und  concaven  Pyramiden. 

Geometrisch  wurden  nur  die  Anamorphosen  regulärer  Pyramiden  be- 
handelt.  Diese  Anamorphosen  wurden  längs  der  Höhe  der  Pyramiden 
betrachtet,  so  dass  sich  das  Auge  über  (bei  convexen)  oder  unter  (bei 
concaven)  der  Spitze  befand. 

Figur  3  und  4  giebt  eine  solche  Construction  für  eine  fünfseitige  Pyra- 
mide. Um  das  Vorbild  wird  ein  reguläres  Fünfeck  beschrieben,  und  in 
dasselbe  weitere  concentrische  Fünfecke,  deren  Seiten  sich  wie  1:2:3:4 
Terhalten.  In  einem  Achsenschnitt,  durch  eine  Kante  der  Pyramide,  wird 
die  Seite  der  Basis  in  vier  gleiche  Theile  getheilt  (Fig.  4)  und  dieselben 
Ton  P  ans  auf  die  Kante  projicirt.  Parallelen  durch  die  Projectionspunkte 
mit  den  Seiten  des  Fünfecks  der  Pyramidenbasis  ergeben  dann  die  ent- 
sprechende Eintheilung  der  Anamorphose. 

Diese  Eintheilung  kann  noch  weiter  vervollständigt  werden  durch 
Strahlen  aus  der  Pyramidenspitze.  Das  Einzeichnen  der  Anamorphose  ge- 
schieht dann  wie  bei  I. 

Durch  umlegen  eines  Papiers  um  die  Pyramide,  das  hernach  in  eine 
Ebene  ausgebreitet  wird,  kann  die  Anamorphose  bequem  auf  das  Papier 
gezeichnet  und  nachher  wieder  um  die  Pyramide  gelegt  werden. 

Die  mechanische  Herstellung  geschah  durch  Licht  und  Schatten  oder 
durch  Fäden  wie  bei  I. 

IIL    Anamorphosen  auf  convexen  und  concaven  Kegeln. 

Statt  der  regulären  concentrischen  Polygone  wurden,  da  es  sich  nur 
um  senkrechte  Kreiskegel  handelte,  concentrische  Kreise  verwendet;  im 
Uebrigen  aber  ganz  das  vorige  Verfahren  eingeschlagen. 

IV.    Anamorphosen  auf  beliebig  unterbrochenen  Flächen. 
Es  handelte  sich  hier  z.  B.  darum,  in  einem  Hof  mit  Säulen,  Fenstern, 
Thttren  eine  Anamorphose  eines  Vorbildes  auf  diesen  Gegenständen  zu  ent- 
werfen. 


*  Kircher,  lib.  II.  de  lam.  et  umbr.  par.  11. 
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Die  AnsfÜhrnngf  welche  P.  Marias  Bettinas  (Apiar.  5,  Progymn.  2 
cap.  3)  beschreibt  I  war  eine  mechanische  and  geschah  anter  Anwendong 
des  velam  mesopticam  mit  Licht ,  Schatten  oder  Fäden. 

Bei  diesen  Anamorphosen  wurde  auch  die  portula  optica  von 
Albert  Dürer  in  KUmberg  benutzt  und  z.  B.  bei  Herstellung  des  oben 
genannten  Bildes  des  Fran9ois  de  Parula  verwendet. 

Dieses  Instrument  bestand  aus  zwei  Rahmen,  die  wie  zwei  Blätter 
eines  Buches  zusammengeklappt  werden  konnten;  auf  dem  einen  fiber- 
spannten  Bahmen  befand  sich  das  Vorbild,  der  andere  besass  an  der  Um- 
rahmung Haken,  zwischen  denen  zwei  Fäden  gespannt  werden  konnten. 
Dieser  zweite  Bahmen  wurde  in  der  Lage  befestigt,  welche  das  Vorbild 
einnehmen  sollte,  um  zum  Punkte  Ä  des  Vorbildes  den  Punkt  A  der 
Anamorphose  zu  erhalten,  wurde  die  Portula  geschlossen,  die  zwei  Fäden 
so  gespannt,  dass  sie  durch  ii  gingen,  sodann  die  Portula  wieder  geöffnet 
Ein  Faden,  der  im  Augpunkte  P  über  eine  Bolle  ging  und  dort  ein  Ge- 
wicht trug,  wurde  nun  durch  den  Ereuzungspunkt  der  Fäden  gelegt  ood 
angezogen;  derselbe  bestimmte  dann  Ä'.  Von  den  besprochenen  Methoden 
wurden  mancherlei  Anwendungen  gemacht  auf  gefurchte  Flächen.  So 
wurden  Anamorphosen  erzeugt  auf  aneinander  gelegten  dreiseitigen  Pyra- 
miden; von  unten,  Yon  der  Mitte  und  von  oben  gesehen  erschien  je  ein 
verschiedenes  Bild.  Aehnliche  Anamorphosen  wurden  mit  Fäden  gemacht, 
die  auf  einen  Bahmen  aufgezogen  waren.  Solche  Anamorphosen  werden 
noch  heute  im  Grossen  hergestellt. 

Eatoptrische  Anamorphosen. 

Die  Anamorphosen  eines  Vorbildes  werden  hier  in  einem  Spiegel  von 
einem  Punkte  P  aus  nach  bestimmter  Bichtung  betrachtet  und  müssen  dann 
eine  unverzerrte  Ainsicht  des  Vorbildes  liefern. 

Diese  Bichtung  wurde  bei  Planspiegeln  senkrecht  zum  Spiegel  ange- 
nommen, bei  Kegelspiegeln  wurde  P  in  die  Achse  des  Kegels  gelegt  nnd 
die  Bichtung  parallel  dieser  Achse  gewählt. 

Bei  Cylinderspiegeln  war  das  Vorbild  ausnahmsweise  kein  ebenes  mehr, 
vielmehr  ein  auf  einem  Cjlinder  befindliches  Bild.  Die  Anamorphose  dieses 
Vorbildes,  im  Spiegel  gesehen,  musste  dann  eine  richtige  (unverzerrte)  An- 
sicht des  Vorbildes  liefern. 

Den  genannten  Autoren  lag  indessen  das  Vorbild  in  einer  Ebene  ab- 
gewickelt  vor,  und  sie  bezeichneten  die  Anamorphose  als  Anamorphose 
dieses  ebenen  Bildes.  Da  nun  aber  eine  solche  Anamorphose  nie  die- 
selbe Ansicht  liefern  kann  wie  das  ebene  Vorbild,  sondern  nur  wie 
das  cylindrische  Vorbild,  so  ist  eine  derartige  Bezeichnung  nicht  correct; 
sie  war  eine  Folge  des  Mangels  einer  Definition  über  verzerrte  und  unver- 
zerrte Bilder. 
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Anamorphosen  der  Planspiegel. 

Die  Aufgabe  ist  hier:  Eine  Anamorphose  eines  ebenen  Vorbildes  zu 
zeichnen,  welche,  von  einem  bestimmten  Punkte  P  aus  senkrecht  zu  einem 
Planspiegel  E^  gesehen,  im  letzteren  unverzerrt  erECheint. 

Stellt  man  nun  in  Figur  1  einen  Spiegel  auf  Ä'B^  senkrecht  zur 
Zeichnungsebene  und  sucht  zum  Punkte  P  dieser  Figur  den  symmetrischen 
Pankt  in  Bezug  auf  die  Spiegelebene,  so  erhält  man,  von  diesem  Punkte 
aus  gesehen,  ein  un verzerrtes  Spiegelbild.  Hieraus  folgt,  das  jede  Plan- 
spiegel -  Anamorphose  auf  ganz  dieselbe  Weise  construirt  wird,  wie  eine 
optische  Anamorphose. 

üeber  die  Accommodation  der  Augen.  Die  perspectivische 
Wiedergabe  einer  Ansicht  ergab,  wie  wir  früher  anführten,  ein  ebenes 
Bild.  Dasselbe  bringt  im  Auge  nicht  ganz  denselben  Eindruck  hervor,  wie 
die  Ansicht  selbst,  denn  jedes  Auge  kann  durch  Accommodation  auch  die  dritte 
Dimension  der  Ansicht  zum  Bewusstsein  bringen,  indem  es  die  einzelnen 
Theile  der  Ansicht  für  sich  nach  einander  fixirt,  und  beide  Augen  ver- 
mögen dieses  Bewusstsein  durch  die  stereoskopische  Ansicht  noch  deutlicher 
zu  machen. 

Damit  die  optische  Täuschung  bei  den  Anamorphosen  eine  vollkommene 
ist,  empfiehlt  es  sich  daher,  die  Anamorphosen  wenigstens  bei  kleinen 
Entfernungen  mit  einem  Auge  zu  betrachten  und  dieselben  auf  ein  gleich- 
förmiges weisses  oder  schwarzes  Papier  auszubreiten.  Bei  Planspiegeln 
kann  man  auch  den  Spiegel  so  gross  als  das  Vorbild  {AB OD  der  Fig.  1) 
nehmen,  indem  man  auf  dem  Spiegel  ein  Papier  ausbreitet,  aus  dem  man 
ein  Rechteck  von  der  QrösBe  ÄBCD  ausgeschnitten  hat.  Ist  der  Spiegel 
vertical,  so  kann  man  auch  die  Anamorphose  über  dem  oberen  Rand  senk- 
recht zur  Spiegelebene  anbringen.  Tn  diesem  Falle  wird  das  verzerrte 
Bild  selbst  nicht  gesehen,  wodurch  die  Täuschung  noch  vollständiger  wird. 

Die  früher  erwähnten  Anamorphosen  auf  gefurchten  Flächen  (aneinander 
gereihten  Prismen)  kennen  ebenso  in  einem  Spiegel  betrachtet  werden  und 
zeigen  dann  drei  verschiedene  Bilder,  je  nachdem  man  in  den  Spiegel  sieht. 

Die  Anamorphosen  des  Cylinderspiegels  und  des  Eegelspiegels. 

Die  Aufgabe  ist  hier:  Eine  Anamorphose  eines  auf  einem  Cj^linder 
ausgespannten  Vorbildes  zu  suchen,  das,  von  einem  bestimmten  Paukte  P 
im  Cylinderspiegel  gesehen,  eine  richtige  (unverzerrte)  Ansicht  des  Vor- 
bildes ergiebt. 

Die  hier  vorhandenen  Methoden  von  P.  Mar  ins  Bettinus  Ap.  5 
Progymn.  1  cap.  3;  von  Petrus  Herigonius  tom.  5,  cursus  math.  prop.  9 
perspectivae ;  von  P.  Athanasius  Eircherus  lib.  2,  lucis  ei  umbr.  par.  2. 
cap.  3  prop.  II  können  keinen  Anspruch  auf  Genauigkeit  machen ,  denselben 
liegen  willkürliche  Annahmen  über  die  Verzerrungen  der  Anamorphosen 
zn  Grunde.  /^^^^^ 
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Auch  hier  wird  das  ebene  Bild  mit  einem  Qaadratnetz  überzogen,  und 
so  auf  den  Cy linder  aufgeklebt  gedacht,  dass  die  einen  Seiten,  die  Hori- 
zontalen, parallel  der  Basis,  die  anderen,  die  Verticalen,  parallel  de& 
Mantellinien  geben.     Der  Cylinder  ist  immer  ein  Rotationscjlinder. 

Dass  die  Verticalen  im  Anamorphosenbild  als  Gerade  erscheinen  mflssen, 
findet  sich  bei  Herigonius  und  Kircherus;  die  Horizontalen  dagegen, 
welche  im  Bilde  der  Anamorphosen  Pascarsche  Schnecken  sind,  wie  ich 
am  Schlüsse  zeigen  werde,  sind  nicbt  richtig  übertragen. 

Besonders  ungenau  ist  das  Verfahren  des  Bettinus.  Er  zieht  über 
den  Cylinderspiegel  ein  Papier,  auf  das  das  Vorbild  aufgezeichnet  ist,  und 
nimmt  dasselbe  als  Papiercylinder  ab ;  projicirt  das  Bild  von  einem  Punkte 
auf  der  concaven  Seite  desselben  auf  die  Ebene.  Die  Projection  geschiebt 
mittelst  Construction  oder  mittelst  eines  Lichtes.  Diese  Projection  ist  dann 
seine  Anamorphose. 

Für  die  Kegelspiegel  findet  man  in  dem  Werke  von  Schott  nur  eine 
Methode  angegeben,  die  der  Projection  mittelst  eines  Lichtes  aus  dem 
Innern  eines  Papierkegels,  der  wie  obiger  Papiercylinder  hergestellt  wird. 
Die  Lage  des  Augpunktes,  der  jedenfalls  nicht  senkrecht  über  der  Kegel- 
spitze  angenommen  ist,  ist  dabei  ganz  ausser  Acht  gelassen.  Das  Werk 
von  Leonh.  Chr.  Sturm  giebt  für  Cylinder-  und  Kegel  -  Anamorphosen 
bessere  Constructionen.  Bei  Cylinderspiegeln  sind  die  Verticalen  ganz 
richtig  in  den  Anamorphosen  abgebildet,  unter  Berücksichtigung  des  Be- 
flectionsgesetzes;  für  die  Abbildung  der  Horizontalen  sind  wenigstens  drei 
Punkte  derselben  richtig  angegeben. 

Wir  sehen  daher,  dass  die  richtigen  Abbildungen  der  Horizontalen 
keinem  der  genannten  Physiker  und  Mathematiker  geglückt  ist,  obgleich 
die  Schnecken  Pascal's  damals  schon  bekannt  waren. 

Wir  geben  im  Folgenden  die  richtigen  Constructionen  für  Cylinder- 
spiegel und  Kegelspiegel. 

Denkt  man  sich  den  Cylinder  mit  einem  Quadratnetz  von  oben  ange- 
gebener Beschaffenheit  überzogen,  so  lässt  sich  in  der  Zeichnungsebene  E 
ein  Netz  zeichnen,  das,  von  P  aus  im  Spiegel  gesehen,  mit  dem  Cylinder- 
netz  zusammenfUllt.  Greift  man  eine  Mantellinie  heraus  und  zieht  von  P 
Strahlen  nach  ihr,  so  liegen  die  reflectirten  Strahlen  in  einer  Ebene  der 
Beflectionsebene  zu  derjenigen  Ebene,  die  durch  P  und  die  Mantellinie  ge* 
legt  wird.  Diese  Befiectionsebene  wird  die  Ebene  E  in  einer  Geraden 
schneiden,  welche  Anamorphose  der  Mantellinie  ist. 

Ist  (Fig.  5)  0  die  Projection  von  P  auf  Ebene  JS?,  AB  die  Mantel- 
linie,   so    ist   ABOP   die   Ebene  durch   P  und  AB.     Macht   man  jeist 

LÄBN'^LOBm, 

so  erhalt  man  die  Anamorphose  A'B  von  AB  und  Ebene  ABA'  ist  jene 
Beflectionsebene.  ^  j 
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Ist  A  ein  Punkt  des  CylinderS;  Q  Mittelpunkt  des  entsprechenden 
Kreises  auf  dem  Cjlinder,  so  erhSlt  man  den  Anamorphosenpuukt  Ä 
darcb  folgende  Construction : 

Ziehe  PQ  und  PA,  diese  liefern  mit  Ebene  E  die  Schnittpunkte  J 
and  A'\  wo  J  auf  OM  liegt,  und  JÄ'\\  QA  geht.  Der  Einfallsstrahl  PA 
wird  nun  nach  Ä  so  reflectirt,  dass  LÄAB==  EAP  ist.  Im  AAÄA" 
geht  also  die  Halbirungslinie  AB  des  Aussen  winkeis  parallel  A'A'\  das 
Dreieck  ist  also  gleichschenklig,  somit  AA'*=AA'  und  A!'Bi=BA\  Ist 
nun  OP=^c  und  h  der  Abstand  des  Punktes  P  vom  Kreise  um  Q,  so  ist 

JÄ'^p  =  -  •  a,    wo   a  der   Cylinderadius.     Betrachtet   man  jetzt   in  der 

Ebene  E  die  Figur  JMBÄÄ\  in  der  MB  =  a,  JÄ'^p  und  BA"=^ÄB 
ist,  so  ergeben  einfache  Betrachtungen ,  dass  ein  um  M  mit  Radius  MJ 
beschriebener  Kreis  JA  in  einem  Punkte  8  so  schneidet,  dass  ÄS=s2a—p 
ist;  denn  ist  A"A'=2xy  so  ist  Jä=2(|? +  a?  — o),  Jil's=j?  +  2a;.  Sucht 
man  jetzt  für  alle  Punkte  A  des  Kreises  um  Q  die  Punkte  A\  so  bleibt 
J  und  p  constant,  die  Punkte  A'  liegen  auf  einer  Pascarschen  Schnecke*, 
deren  Verlängerungsstück  (oder  Yerkürzungsstück)  2  a  — p  ist.  Diese 
Schnecke  hat  J  entweder  als  Doppelpunkt,  Bückkehrpunkt  oder  isolirten 
Punkt. 

Um  diejenigen  Punkte  x  und  y  auf  JM  zu  finden,  durch  welche  die 
Schnecke   noch   weiter   geht,    ziehe  man  QL\\MO  und   Mantellinie  LK, 

Macht  man  jetzt  LP^Q==  L^^Qj  so  ergiebt  sich  x\  denn  der  ein- 
fallende Strahl  PL  giebt  den  Beflectionsstrahl  Lx, 

Wiederholt  man  die  Construction  für  den  zweiten  Endpunkt  des 
Durchmessers  LQ^   so  findet  man  y  {y  ist  in  der  Fig.  5  nicht  gezeichnet). 

Aus  drei  von  den  Punkten  «7,  Jtf ,  x  und  y  lässt  sich  aber  die  Schnecke 
construiren. 

Ist  daher  in  Figur  6  das  Zeichnungsblatt  die  Ebene  der  Basis  des 
Botationscjlinders ,  Kreis  M  diese  Basis  und  0  die  Projection  des  Aug- 
punktes, 80  mache  man  OPJ^MO  und  gleich  der  Aughöhe,  trage  auf  den 
Lethen  in  K^  M  und  i)  die  Theile  der  Verticalen  des  Quadratnetzes  auf 
und  construire  zu  P  die  in  Bezug  auf  die  Lothe  in  K  und  D  symmetrischen 
Punkte  TT  und  n^.  Nunmehr  projicire  man  die  ersten  Theile  (die  auf  KL) 
aas  A,  die  zweiten  aus  P,  die  dritten  aus  tt^  auf  Oiftf.  Diese  Projectionen 
liefern  die  Punkte  x^  J,  y. 

Die  Pascal'schen  Schnecken,  die  dann  durch  x  und  y  gehen  und  J 
zum  mehrfachen  Punkte  haben,  sind  dann  die  Anamorphosen  der  Horizon* 
talen  des  Netzes.  AUe  diese  Sohnecken  haben  concentrische  um  M  be- 
schriebene Orundkreise. 


*  Zieht  man  von  einem  Punkte  eines  Kreises  aus  Sehnen  und  verlängert  oder 
verkürzt  dieselben  von  ihren  Endpunkten  aus  um  eine  constante  Strecke,  so  be- 
schreibt der  Endpunkt  dieser  Strecke  eine  Pascarsche  Schnecke. 
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10  Historisch -literarische  Abtheilang. 

Trägt  man  endlich  von  K  ans  nach  beiden  Seiten  anf  der  Basis  Bögen 
ab,  gleich  den  Theilen  der  Horizontalen  des  Quadratnetzes  und  verbindet 
die  so  erhaltenen  Punkte  B  mit  0  nnd  macht  LMB[A'=^ LMBOy  so  er- 
hält man  die  Anamorphosen  BA'  der  Verticalen  des  Netzes. 

Anmerkung.  Das  Spiegelbild  der  Anamorphosen  liegt  nicht  etwa 
auf  dem  Spiegel,  sondern  in  der  Basisebene  selbst,  wie  aus  Figur  5  er- 
sichtlich ist.  Die  Strahlen,  welche  nämlich  von  ^' ausgehen  und  dasAoge 
treffen,  gehen  (nach  der  Reflection)  in  ihrer  Verlängerung  durch  Ä''> 

Um  auch  für  den  Fall  des  convexen  Cylinderspiegels  die  Anamor- 
phosen der  Verticalen  des  Quadratnetzes  zu  erhalten ,  trägt  man  (wie  bei  K) 
von  D  aus  auf  der  Basis  die  Theile  der  Horizontalen  des  Netzes  nach 
beiden  Seiten  auf  und  constrairt,  wie  bei  J9,  die  Beflectionsstrahlen.  Wir 
behandeln  jetzt,  da  sich  wesentliche  Unterschiede  herausstellen  werden, 
beide  Arten  von  Spiegeln. 

1.  Der  conveze  Cylinderspiegel. 
Die  mehrfachen  Punkte  der  Schnecken  liegen  der  Constrnction  gemSss 
auf  der  abgelegnen  Hälfte  MJ  des  Cjlinders;  vom  Cjlinder  und  den 
Anamorphosen  kommt  nur  der  Tbeil  in  Betracht,  welcher  von  den  Ver- 
längerungen der  Grenztangeuten  aas  0  und  dem  zugewandten  Theile  des 
Spiegels  eingeschlossen  wird,  der  andere  Theil  der  Ebene  ist  unsichtbar. 
Bei  denjenigen  Schnecken  (wie  die  grosse  der  Figur),  welche  zwei  Bdgen 
in  den  sichtbaren  Theil  senden,  kommt  nur  einer  (der  vollständig  aasge- 
zogene) in  Betracht,  der  andere  bezieht  sich  auf  den  concaven  Spiegel. 
Da  sich  in  dem  betrachteten  Theile  weder  die  Schnecken  unter  einander, 
noch  die  Geraden  unter  einander  schneiden,  so  wird  die  Anamorphose  im 
Spiegel  nur  einmal  gesehen. 

2.   Der  concave  Spiegel. 

Ueber  denselben  dürften  nach  meinen  Kenntnissen  der  einschlSgigen 
Literatur  noch  keine  theoretischen  Untersuchungen  angestellt  worden  sein. 
Da  sich  dieselben  indessen  enge  an  die  vorigen  anreihen ,  so  habe  ich  sie 
dieser  historischen  Abhandlung  beigefügt. 

Entweder  befindet  sich  hier  das  Auge  im  Cylinderraum ,  oder  bei 
unvollständigen  Cjlindern  ausserhalb. 

Im  ersteren  (selteneren)  Fall  bedeckt  das  im  Spiegel  sichtbare  Ana- 
morphosennetz  die  Basis ,  im  anderen  Fall  bedeckt  es  den  durch  die  Orenx- 
strahlen  abgeschnittenen  sichtbaren  Theil  der  Ebene.  Da  sich  die  Schnecken, 
namentlich  in  der  Nähe  von  D ,  gegenseitig  schneiden ,  so  wird  jeder  solehe 
Schnitt,  wie  auch  die  Doppelpunkte,  mehrmals  im  Spiegel  gesehen.  Dan 
kommt  noch,  dass  sich  auch  die  Geraden  der  Anamorphosen  schneiden. 

Zeichnet  man  jetzt  in  ein  Fach  des  Netzes  der  Anamorphosen  eine 
Figur,  so  sieht  man  dieselbe  von  P  aus  mehrere  Male,  wobei  es  sogar 
möglich  ist,  dass  Theile  der  Figur  auf  anderen  Theilen  derselben  FignriQ 
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liegen  kommen.  Von  diesen  Bildern  wird  im  Allgemeinen  von  P  ans  nur 
ein  einziges  nnverzerrt  erscheinen. 

Indessen  giebt  es  anch  einen  Theil  des  Netzes  der  Anamorphose,  von 
dem  höchstens  ein  Bild  im  Spiegel  erscheinen  kann;  es  ist  dies  derjenige 
Theil  der  Ebene,  welcher  von  der  Berühmngsebene*,  die  man  durch  die 
Orenztangenten  von  0  an  den  Spiegel  erhält,  nnd  dem  Spiegel  begrenzt  wird. 

Das  Netz  dieses  Theiles  darf  nicht  mit  dem  des  couvezen  Spiegels  ver- 
wechselt  werden.  In  unserer  Figur  wird  es  gebildet  von  den  punktirten 
Schneckentheilen  nnd  von  den  verlängerten  Strahlen,  die  in  der  Nähe 
von  D  (nicht  etwa  K)  gezogen  worden  sind. 

Der  eonveze  Eegelspiegel. 

Punkt  F  befinde  sich  in  der  Achse  des  Botationskegels ,  die  Anamor- 
phose in  der  Basisebene.  Der  Strahl  nach  der  Spitze  trifft  dann  die  Ana» 
morphose  noch^  wenn  der  Oeffnungswinkel  des  Kegels  kleiner  als  45^  ist. 

Das  Vorbild  wird  durch  concentrische  Kreise  und  Radien  mit  einem 
Netz  überzogen.  Die  Basis  des  Kegels  ebenfalls  mit  einem  Netz,  das  dem 
genannten  ähnlich  ist.  In  Figur  7  ist  die  Hälfte  dieses  Netzes  durch  die 
concealxischen  Halbkreise  1^  2,  3  dargestellt.  Projicirt  man  die  Punkte 
1,  2,  3  auf  die  Mantellinie  SA  des  Kegels  und  construirt  zu  P£,  PI', 
P2',  P3'  die  Reflectionsstrahlen  So,  SI,  Sil,  SIII  (vermittelst  der  Strahlen 
nach  dem  symmetrischen  Punkte  P'),  so  erhält  man  die  Punkte  o,  7,  27,  III 
und  durch  Kreise  um  0  die  Anamorphosen  der  Kreise  des  Vorbildes ,  durch 
die  verlängerten  Radien  endlich  die  Anamorphosen  der  Radien. 

Wäre  der  Kegel  concav  (etwa  ein  Kegelrumpf,  auf  dessen  kleinerem 
Kreise  die  Anamorphose  anfliegt,  während  man  vom  grösseren  aus  in  den 
Rumpf  hineinsieht);  so  würde  im  Allgemeinen  jeder  Punkt  mehrfach  gesehen. 

Der  Kugelspiegel. 

Legt  man  bei  beliebigen  Rotationsflächen  den  Augpunkt  P  in  die 
Rotationsachse,  die  Ebene  der  Anamorphosen  senkrecht  zu  dieser  Achse  und 
fiberzieht  das  Vorbild  wieder  mit  einem  Netz  durch  concentrische  Kreise 
und  Radien ,  so  lässt  sich,  ganz  wie  beim  Kegel  die  Anamorphose  derselben 
constrniren,  man  erhält  wieder  concentrische  Kreise  und  Radien. 

Bei  der  Kugel  wird  man  dann  im  Mittelpunkte  der  Anamorphose  eine 
Oeffnung  anbringen,  die  Anamorphose  der  Kugel  zuwenden  und  durch  die 
Oeffnung  das  unverzerrte  Bild  erblicken. 

*  Genauer  wäre  dieser  Theil  durch  die  caustische  Linie  des  leuchtenden 
Punktes  0  anzugeben.  Diese  ist  für  den  ganzen  Basiskreis  eine  Gurve  mit  zwei 
Rückkehrpunkten  auf  DJTund  Evolute  einer  PascaPschen  Schnecke.  Bei  Angabe 
des  oben  genannten  Theiles  der  Ebene  wäre  dann  statt  der  Berühr ungssehne  die 
caustische  Linie  der  Spiegelbasis,  welche  ein  Theil  der  Evolute  ist,  zu  setzen. 
Von  den  Pascarschen  Schnecken  sei  hier  noch  erwähnt,  dass  sie  verlängerte 
oder  verkürzte  Epicykloiden  sind ,  für  die  Rollkreis  und  fester  Kreis  gleich  gross  sind.        j 
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Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  die  Instrumente  Leupold*s  zn  behandeln. 

Würde  man  die  früheren  Netze  des  Vorbildes  für  Plan-,  Cylinder-  und 
Eegelspiegel  mit  diesen  Instrumenten  übertragen,  so  würden  auf  jeder 
Geraden  der  Anamorphosen  gleiche  Theile  entstehen. 

Beim  Cjlinderspiegel  wären  neben  diesen  Theilpunkten  auch  die  Geraden 
selbst  unrichtig;  statt  der  PascaTschen  Schnecken  würde  man  concentrische 
Kreise  erhalten. 

Bei  den  Planspiegeln  wären  die  Anamorphosen  richtig,  wenn  der  Ang- 
punkt  unendlich  fern  wäre,  da  aber  dies  ausdrücklich  nicht  der  Fall  ist, 
so  sind  auch  diese  Anamorphosen  uncorrect. 

Figur  8  giebt  die  Radtransmission  der  Maschine  für  Kegel -Anamor- 
phosen. Das  grosse  Rad  B  ist  mit  einer  Saite  überzogen,  deren  beide 
Enden  a  und  h  an  einem  horizontalen  Lineal  befestigt  sind.  Mit  dem  grosseo 
Rad  dreht  sich  das  mit  ihm  fest  yerbundene  kleine  r,  das  durch  eine  Saite 
ein  anderes  r^  in  Drehung  versetzen  kann.  Diese  Saite  geht  nach  den 
Enden  c  und  d  eines  anderen  Lineals.  Die  drei  Räder  sind  in  einem  Ge- 
häuse, das  um  den  Punkt  0  des  Zeichnungsblattes  gedreht  werden  kann, 
wobei  die  Mittelpunkte  der  Räder  in  der  Drehachse  bleiben.  Fährt  man 
mit  Stift  t  dem  Vorbilde  auf  der  Zeichnungsebene  nach ,  so  beschreibt  Stift  s 
die  Anamorphose.    Aus  der  Figur  folgt,  dass,  wenn  t  gegen  0  hin  den  Weg 

y  macht,  s  den  Weg  y—  machen  muss,  also  ein  conatantes  Vielfaches 
des  vorigen. 

Beim  Cjlinderspiegel  hat  man  wieder  ein  Wellrad  (Fig.  9)  mit  Bädern 
B,  und  r,  nebst  Saiten,  von  denen  die  über  B  gespannte  nach  den  Enden 
a  und  h  eines  horizontalen  Lineals  geht,  während  die  andere,  über  r  ge* 
spannte,  nach  den  Enden  c  und  d  eines  verticalen  Lineals  geht. 

In  Wirklichkeit  sind  noch  zwei  weitere  Räder  vorhanden,  die  durch 
die  letzte  Saite  in  Drehung  gebracht  werden  können ,  aber  nur  den  Zweck 
haben,  das  Verschieben  gleich  massig  zu  reguliren.  Am  verticalen  Lineal 
ist  ein  Arm  mit  Stift  5,  ebenso  am  horizontalen*  Das  Vorbild  wird  auf 
einen  Holzcjlinder  aufgeklebt,  um  dessen  Achse  x  das  Gehäuge  der  Bollen 
gedreht  werden  kann.  Fährt  man  mit  dem  Stifte  5  dem  Vorbilde  auf  dem 
Cylinder  nach,  so  beschreibt  Stift  t  die  Anamorphose.  Die  Unrichtigkeit 
dieser  Anamorphosen  folgt  schon  daraus,  dass  die  Lage  des  Auges  gar 
nicht  in  Betracht  gezogen  wurde. 

Die  Planspiegel -Anamorphosen  werden  mit  einem  Apparat  gemacht, 
der  ein  Wellrad  ohne  weitere  Rolle  besitzt  und  dem  Apparat  für  Kegel- 
Spiegel  sonst  ganz  entspricht. 

Cannstatt,  April  1893. 
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ÜN  FRAGMENT  DES  METRIQUES  DE  HERON. 

Von 

Paul  Tanneey 

in  Farli. 


Dans  son  Edition  dePappns,  Hultscb  a  pnbli6  (vol.III,  praef.  XVII— XXI, 
1139—1165)  le  d6bnt  de  Prolögomdnes  4  la  Syntaxe  de  Ptol6m6e, 
qni  dans  certains  manusorits  sont  anonymes,  dans  d'aatres  sont  attribnös 
i  Pappas  ou  encore  4  Diopbante.  En  r6alit6  ces  Prolegomönes  ont  6i6 
coiDpil6s ,  principalement  d'aprös  Pappus  et  Tb^on ,  par  an  auteur  post6rieur 
ä  Syrianns*  (5®  siöcle  de  notre  öre),  mais  qui  doit  avoir  v6cu  ä.  Alexandrie 
et  parait  devoir  dtre  rattacb^  a  T^cole  d'Ammonius  le  fils  d'Hermias. 
Ainsi  il  qualifie  Ptol6m6e  de  Siiog  (diyin);  ce  n'est  donc  pas  an 
chrötien;  etc. 

Dans  la  partie  in^dite  de  ces  Prol^gomdnes»  j*ai  rencontr6  an  frag- 
ment  des  M6triqaes  de  H^ron,  que  je  crois  d'antant  plus  interessant  de 
pablier  qa*il  s'agit  de  Textraction  approcb6e  de  la  racine  d'nn  nombre  non 
carr6  parfait,  c'est  k  dire  de  la  question  pour  laqaelle  Eutocias  (comm.  in 
dim.  circnli  Archimedis  p.  270,  Heiberg)  renvoie  pr^cis^ment anx  Mötriqnes 
de  H6ron,  eu  mdme  temps  qa'4  Pappas,  ä  Th^on  et  ä  d'aatres  commen- 
tatears  de  la  Syntaxe  de  Ptol6m6e.** 

Je  donnerai  le  texte  d'apr^s  le  manascrit  de  la  Bibliothdqae  Nationale 
de  Paris  grec  2390,  du  XIP  siöcle  (folio  9  verso  2®  colonne): 


**  n  attribue  ä  ce  philosopbe,  le  maitre  de  Proclas,  d'avoir  invent^,  pour 
facilit«r  la  division  d'une  fraction  sexag^simale  simple  par  une  aatre ,  par  exemple 
de  120'"  par  240'^',  de  substituer  au  dividende  et  au  diviseur  leurs  quotiente  par 
nn  factenr  commun.  Preuve  singuli^re  des  lacunes  que,  dans  Vantiquitä,  pr^sentait 
renseignement  classique  pour  le  calcul. 

**  n  est  posaible  que  parmi  ces  aatres  commentateurs,  Eutodus,  disciple 
d^Ammomus,  ait  pr^cis^ment  en  yue  Tauteur  des  ProUgomänes.  Le  manuscrit 
auquel  noue  les  empruntons  semble  d'ailleurs  d^river  d'un  exemplaire  ayant 
appartenu  ä  Häliodore,  le  fr^re  d'Ammonius;  cet  H^liodore  y  avait  not^  des  obser- 
Tations  faites  par  lui-m€me;  ce  soot  celles  qui  ont  ^t^  rapport^es  parBouUiau  sous 
le  nom  de  Tbius  (parce  qu*  H^liodore  en  a  ajoutä  une  faite  ä  Äthanes  aous  le 
mention  vov  Selov  ri/^oi^;  ce  divin  n^estautre  ^Tidemment  que  Proclus).  Elles 
ont  ^t^  publikes,  tr^s  fautivement,  par  Halma  (Cbronologie  de  Ptoldmde, 
Mcoude  partie,  pages  10—12)  qni  a  omis  la  pbrase  importante  dont  elles  sont 
pr^o^d^es:  xavta  dn6  tov  dvtiyifdtpov  rov  tpiXoöotpov  ly^a'^or.  D*apr^8  cet  indice, 
en  pourrait  attribuer  les  Prolägomänes  ä  HeUodore. 
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/tei^ofiev  ovv  cSg  6el  ivglaKEiv  xdov  8i8o(iivcDv  agidfimv  nXivi^av 
TBTQCiyGiviMJv,  {özo}  ök  xod^vTCo^föiv  cSq  h  totg  MexQtxolg  '^HQOivog  h\ 
rrj  Tov  xa^oXinov  rgiyoivov  [fiBQiati  ilrovv]  fiBZQtjaH^,  .  .  BlgrJf^ivo^g  vno 
Tov  (piXoaotpov  Sioavog  ötd  tov  ^»Oftvi/fiaru;^  Sti^ai  to  »^oxcififvor. 
'0  yig  "Hqwv  ttg  liva  dgi^^fiov  xovviaxiv  xov  i^%  negixv%(iiv  kaußava 
xovxov  Tijv  nXtVQclv  Iva  ivgrj  x6  iftßadov  xr^g  xa^olt^rjg  fiBxgrlötog  m 
xQiyoivov.  kiyn  ös  ovrco.  '^Kal  intl  a^  t/;x  Qrjxijv  nXtvgav  ovx  !xovCi^ 
Xfitl^ons^a  fiexa  ötaipogov  iXaxiaxov  xtjv  nXevgdv  ovxoag,  intl  6  övvtyyiim 
TQJ  ^x  xExgdymvog  hxiv  6  t^x^xal  nXtvgav (ßxiv)***  xov  xf,  fiigicov  xov  f% 
Big  xov  x^ ,  yivovxai  jig  öiiioigov.*'  Bigf}xat  6s  ntog  ÖbI  iiBgi^Biv  xoi  »g  on 
lidXiCxa  xd  xoMvxa  BVfuagiaxBgov  6td  xo  o^iOBtö^q  slvai  xd  fiigii  xäv  igt- 
&(imv  Tovrcov.t  '^'Kal"  {(priai)  ""roi/to)  ngoa^Bg  xdg  xf"  xovxiüxiv  xoig 
xg  Siiiotgovy^^yivovxai  vy  difioigov.xovxav  xo  rjfnov,  ylvovxau  %g  L  y.hioi 
Sga  xov  tj^Ki^nXBvgd  fyyiora  xg  U  y\  xccvxa  ydg  iq>^  iavxd  ylvovxai  ^x  Xg'Mf 
öh  {q)iiiaL)  ßovXolfiB^cc  iXdaaovi  fiogicj}  xov  Xg  dgi^fiov  rijv  öiatpoQav 
yivto&ai,  Xa(ißdvoiiBv  xov  tj/x  Xg  xoi  xccvxd  noti^aavxtgy  Bvg^öofiev  «oU« 
iXaaaov  TOV  Xg  xfjv  8tag>ogdv  ytvofiivriv"  ovxcog  [liv  ovv  6 "Hgwv, 

Tradaction.  Noas  montrerons  dono  comment  il  fant  trouver  Ift 
racine  carr6e  d^an  nombre  donn6.  Proposons  -  nons  de  le  montrer  ä  la  fois 
snivaDt  ce  qai  se  trouve  dans  les  M^triques  de  H6ron  pour  la  mesore  da 
triangle  en  g6n^ral  et  d*aprds  ce  qu'en  dit  le  philosophe  Th^on  dans  son 
Commentaire.  H6ron  en  efiEet  rencontre  an  certain  nombre  720,  dont  il 
prend  la  racine,  pour  tronver  Taire  da  triangle  d*aprös  la  mesure  g^n^nüe. 
Voici  ce  qu'il  dit. 

„Puisqae  720  n'a  pas  de  racine  rationelle,  nons  prendrons  comme  snit 
la   racine  avec  la  diff6rence   minima.     Comme  le   carr6  le  plus  voisin  de 

720  est  729,  dont  la  racine  est  27,   divisez  720  par  27;  il  vient  265. 

*  Le  texte  de  roriginal  avait  primitivement  portä  (iBgltBt;  ehow  ßstg^w 
est  rindication  de  la  v^ritable  leyon,  qni  de  la  marge  a  pass^  dacs  le  corpe. 
Aprös  ßBtg^oBi  j*indiqu6  une  lacune;  on  pent  aapplder  xcri  iv  xots» 

**  II  B*agit  du  commentaire  de  Th^on  sur  Ptol^m^,  que  notre  autenr  oompile 
ensuite. 

♦♦*  J'ai  ajontä  le  mot  ix^i, 
t  Tonte  cette  phrase,  qui  se  rapporte  aux  präeedents  ddveloppements  doon^ 
Bar  la  division  n'appartient  pas  au  texte  de  Häron. 

tt  Je  Bupprime  la  phrase  intercal^e  dans  le  texte  h^ronien:  „on  a  dit  com- 
ment il  faut  effectuer  la  division;  dane  le  cas  actuel,  eile  est  Ir^  simple,  les 
ordres  (de  fractions  sexagäsimales)  dtant  les  mömes  pour  ces  nombres**  c*estädiie 
qa*il8  peuvent  6tre  considär^es  comme  des  degr^s,  et  qu*il  ne  s'agit-pas  de  difiser, 

par  exemple,  des  tierces  par  des  quartes. 
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2  11.. 

Ajoütez-y  27,  il  vient  685;  prenez  la  moiti6,   qui  est  26^^'     Ainsi  la 

3  11  ^"^ 

racine  de  720  sera  4  trös  peu  prds  26;t^;   car  en   mnltipliant  ce  Dombre 

1 

par  Ini-mdme,   on  a  720 0^-    Si  nous  voulons  qae  la  difförence  soit  encore 
j36  j 

moindre  qae  la  fraction  0^,  noas  prenons  720^7;  et  faisant  la  möme  chose, 

nous  trouverons  qae  la  difir6rence  tombe  beauconp  au  dessons  de  077* 

Voilä  ce  que  dit  H6roii." 

Remarques.  L'eztractioii  de  la  racine  carr6e  de  720  se  tronve  dans 
Ja  Geometria  Heronis  (p.  110  de  T^d.  Haltscfa)  pour  le  calcul  d'un 
triangle  faisant  partie  d*an  trapdze  et  dont  les  c6t6s  sent  les  nombres  7, 
8,  9  (p^rimdtre  2p  =  24).    L'aire  est  obtenue  par  la  formale: 

4  =  /i)(p-a)(p-6)(|>-c). 

II  est  Evident  qne  c'est  Tapplication  de  cette  formale  qae  notre 
aatear  entend  par  les  mots  hu^oXmiJ  ^iixQri<5ig  xov  TQiyaivov.  Or 
dans  la  Geometria,  noas  troavons  pr^cis^ment  ces  mots  comme  titre 
poor  les  probUmes  oü  la  meme  formale  est  emploj^e  poar  le  calcal 
de  Faire  (p.  71,  n*  31).  Mais  noas  ne  la  rencontrons  14  qae  poar  deax 
triangles  dont  Taire  est  rationelle  avec  les  cöt6s  (13»  14,  15  et  le 
rectaagle  5,  12,  13). 

On  doit  en  conclare  qae  la  Geometria  ne  peat  toat  aa  plas  valoir 
que  comme  an  extrait  incomplet  des  Mstotxa. 

2*.  Soit  Ä  =  a^  +  r,  an  nombre  non  carr6  parfait,  a  une  valear 
approch^e  de  la  racine,  r  positif  oa  n6gatif.  H^ron  enseigne  4  prendre 
pour  yA  la  yalear  approcb6e 

qoi,  comme  on  sait,  expliqne  h,  pea  prös  le  tiers  des  25  racines  non  ezactes 
de  la  collection  b6ronienne  (a  6tant  sappos6  entier). 

Comme  second  degr6  d'approzimation ,  il  enseigne  de  prendre 


'=i-(«'  +  ^)- 


(Test  6galement  le  proc6d6  conna  de  Barlaam  et  de  Nicolas  Rbabdas*  aa 
XIV*  sidcle;  Tantiqait^  de  ce  proc6d6  est  donc  d6montr6e.  Mais  comme 
ancone  des  racines  non  ezactes  de  la  collection  b6ronienne  ne  parait  dtre 
donn6e  directement  par  an  calcal  de  ce  genre,  le  problSme  que  soaldvent 
ees  racines  poar  le  second  degr6  d'approzimation  reste  entier. 


*  Voir  Notices  et  cxtraites  des  Manascrita  XXXII,  1886;  Lettre  de 
Bhabdas  ä  Tsavoakhe  7,  8,  9,  10,  11. 
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Karl  Krumbacher,  Woher  stammt  das  Wort  Ziffer  (Cliiffire)?  Sonder- 
abdmck  aus  den  l^tndes  de  philologie  n^o-grecque.  Paris  1892. 
11  S.  und  Noch  einmal  das  Wort  Ziffer.  Sonderabdmck  aus  der 
Byzantinischen  Zeitschrift.     Leipzig  1893.     5  S. 

Herr  Krumb  ach  er  hat  in  zwei  Aufsätzen  mit  dem  Ursprung  des 
Wortes  Ziffer  sich  beschäftigt,  bat  das  zweite  Mal  eine  Meinuog  selbst 
widerlegt,  die  er  das  erste  Mal  wahrscheinlich  zu  machen  wusste.  D& 
unsere  Fachgenossen  nicht  leicht  in  die  Lage  kommen  dQrften,  die  Zeit- 
schriften zur  Hand  zu  nehmen,  in  welchen  beide  AeusseruDgen  erschieneB, 
so  gestatten  wir  uns,  in  aller  Kürze  deren  Inhalt  anzudeuten.  Die  Ab- 
stammung der  Wörter  Ziffer,  Chiffre  von  as  —  sifr  ist  nie  angezweifelt 
worden,  aber  was  ist  as  —  sifr?  Ist  es  ein  arabisches  Wort  mit  der 
ursprünglichen  Bedeutung  leer^  welches  dann  später  die  abgeleitete  Be- 
deutung Nuß  annahm,  oder  ist  es  ein  fremdes  Lehnwort?  Herr  Kram- 
bacher war  zuerst  geneigt,  diese  Meinung  für  die  richtige  zu  halten. 
Er  glaubte,  das  griechische  fltijtpog  sei  allmälig  in  sifr  übergegangen,  habe 
dabei  den  Sinn  der  Null  angenommen,  und  da  diese  auf  Sanskrit  sufufa, 
d.  h.  leer  hiess,  habe  auch  sifr  als  arabisches  Wort  für  leer  eintreten 
müssen.  In  dem  zweiten  Aufsatze  ist  dagegen  as  —  sifr  als  ein  arabisches 
Wort  erkannt,  welches  früher  leer  als  Null  hiess.  Ueberdies  ist  gezeigt^ 
dass  der  Laut  ift  niemals  in  ein  arabisches  s  überzugehen  vermag,  sondern 
—  mit  Rücksicht  darauf,  dass  den  Arabern  ein  p  fehlt  —  entweder  in 
bs  oder  in  fs  zerfällt.  So  wurde  nachweislich  il;ij(pog  zu  fsiüsä,  vocalisirt 
feslfisä.  Cantob, 

Die  Arithmetik  des  Elia  Hisrachi.  Ein  Beitrag  zur  Oeschichte  der  Mathe- 
matik von  Gustav  Wertheim,  Oberlehrer.  Programm  der  Beal- 
schule  der  israelitischen  Gemeinde  (Philanthropin)  zu  Frankfurt  a.  H< 
[1893.  Programm  Nr.  419.]  42  S.  Druck  von  Kumpf  und  Reis. 
Frankfurt  a.  M. 

Die  Frage  ist  dem  Referenten  schon  vorgelegt  worden,  ist  ihm  beim 
Niederschreiben  der  beiden  ersten  Bände  seiner  Vorlesungen  über  Geschichte 
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der  Mathematik  von  selbst  aufgetaucht,  ob  die  Mathematik  der  Juden 
nicht  einen  eigenen  Abschnitt  beanspruche?  Er  hat  die  Frage  stets  ver- 
neint und  hat  auch  in  die  am  Jahresende  1893  erschienene  neue  Auflage  des 
I.  Bandes  keinen  solchen  Abschnitt  eingeschoben.  Er  wüsste  in  der  That 
für  denselben  keinen  Inhalt.  War  die  mathematische  Begabung  der  Juden 
zor  Zeit,  als  sie  noch  ein  Volk  bildeten,  sowie  im  Mittelalter,  so  lauge  sie 
in  hebräischer  Sprache  zu  schreiben  pflegten,  eine  wesentlich  geringere, 
als  sie  im  Laufe  der  Jahrhunderte  alsdann  geworden  ist,  bis  sie  in  unseren 
Zeiten  einen  Jacobi,  einen  Eisenstein,  einen  Kronecker,  einen 
Halphen,  um  nur  Verstorbene  zu  nennen,  an  die  Spitze  der  Forscher 
brachte?  Sind  alte  Werke  von  grosser  Tragweite  spurlos  verloren  ge- 
gangen? Sind  solche  gar  noch  vorhanden,  aber  unbekannt,  weil  Die, 
welche  sie  lesen  können,  den  Inhalt  nicht  verstehen^  und  die  den  Inhalt 
beartheilen  könnten,  der  Sprache  nicht  mächtig  sind?  Wir  wissen  es  nicht. 
Wir  wissen  nur,  dass  die  bekannten  mathematischen  Schriften  hebräisch 
schreibender  Gelehrten  von  so  seltenem  Werthe  sind,  dass  sie  gar  wohl  in 
die  Literatur  anderer  Nationen  eingeschaltet  werden  können.  Auch  das 
»Buch  der  Zahl**  des  Elia  Misrachi,  welches  1534  im  Original,  dann 
auszugsweise  und  mit  einer  lateinischen  Uebersetzung  von  Schrecken- 
fachs begleitet  1546  im  Drucke  erschien,  macht  keine  Ausnahme.  Es 
wird  künftig  in  unserem  XIII.  Abschnitte,  wahrscheinlich  in  Capitel  LX, 
einen  angemessenen  Platz  finden  und  zugleich  aus  dem  LIV.  Capitel  [Bd.  II 
8.210]  verschwinden,  da  natürlich  der  früher  lebende  Johannes  Wid- 
mann keine  Kenntniss  von  Misrachi's  Rechenbuch  besitzen  konnte.  Mit 
dieser  Bichtigstellnng  einer  unserer  eigenen  Angaben  haben  wir  zugleich 
angedeutet,  was  wir  noch  bestimmter  auszusprechen  wünschen,  dass  Herr 
Wertheim  in  seiner  Programmabhandlung  einen  Gelehrten  zu  allgemeinerer 
Kenntniss  gebracht  hat,  der  so  gut  wie  verschollen  war,  und  dass  wir 
persönlich  ihm  für  die  uns  gewordene  Belehrung  ausserordentlich  erkennt- 
Hch  sind.  Misrachi  hat  zwar,  wie  Herr  Wert  heim  ausdrücklich  hervor- 
hebt, das  Material  zu  seinem  Buche  Griechen  und  Arabern,  sowie  einem 
Schaler  von  diesen »  Abraham  ihn  Esra,  entnommen ,  aber  doch  nicht 
80,  dass  nicht  an  vielen  Orten  der  selbstdenkende  Verfasser  zu  Tage  träte. 
Am  Interessantesten  vielleicht  ist  Misrachi 's  Summirung  der  Cubikzahlen 

13  +  23     P  P-f23+33      P+3' 

auf  Grundlage  der  Gleichungen  ^  -  y  =  2,     ^^     g    -  ^  '  ^  =  3 

n.  8.  w.,  deren  Verallgemeinerung  allerdings  auf  bioser  Induction  zu  be- 
mhen  scheint  Herr  Wertheim  berichtet  (S.  6),  Dr.  M.  Silberberg  in 
Posen  besitze  eine  von  ihm  angefertigte  deutsche  Uebersetzung  des  Muster- 
werkes von  Abraham  ibn  Esra  (1093 — 1167).  Vielleicht  würde  auch  sie 
eine  gelegentliche  VeröfiEentlichung,   sei  es  vollständig,  sei  es  im  Auszuge, 
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Die  Behandlnng  der  Logarithmen  und  der  Sinns  im  Unterricht  von 
Max  Kopps.  Wissenschaftliche  Beilage  zum  Programm  des  Andreas- 
Beal- Gymnasiums  in  Berlin.  Ostern  1893  [1893.  Programm  Nr.  93]. 
Berlin  1893.  B.  Gaertner*s  Verlagsbuchhandlung.  Hermann  Hej- 
felder.  34  S.  mit  5  Figuren. 
Wir  stehen  nicht  an,  das  uns  vorliegende  Programm  als  ein  solches 
zu  bezeichnen,  welches  ganz  besondere  Beachtung  verdienl.  Die  Aufgabe, 
welche  Herr  Koppe  sich  gestellt  hat,  ist  zunächst  eine  pädagogisch  sehr 
wichtige.  Die  Bedeutung  von  Logarithmen-  und  Sinustafeln  f&r  die 
Praxis  steht  nicht  im  Einklänge  mit  der  Art,  wie  der  Schttier  dort, 
wo  sie  ihm  zuerst  vorgeführt  werden,  also  in  der  Mittelschule  sie 
kennen  lernt.  Fertige  Tafeln  liegen  ihm  vor;  in  ihnen  als  erfahrungs- 
mässig  gegebenen  nachzuschlagen  lernt  er;  wie  die  Tafeln  entstanden, 
wird  ihm  höchstens  angedeutet,  und  zwar  so  angedeutet,  dass  der  Ver- 
such, das  seit  dritthalb  Jahrhunderten  Vorhandene  wenigstens  an  einigen 
Zahlen  selbstständig  zu  prüfen,  statt  Beiz  nur  abschreckendes  Grauen  er- 
zeugen kann.  Herr  Koppe  sucht  nun  zu  zeigen,  wie  nach  seiner  Meinung 
der  Lehrer  verfahren  soll.  Er  wünscht,  dass  die  Logarithmen  in  Ver- 
bindung mit  der  Zinseszinsrechnung  gelehrt  werden.  Dass  man  Zinaes- 
zinsaufgaben  mittelst  Logarithmen  behandle,  geschieht  ja  immer,  aber  Herr 
Koppe  will  den  umgekehrten  Weg  eingeschlagen  wissen.  Er  will  von 
der  Zinseszinstafel  ausgehend  an  ihr  zeigen,  wie  nach  einer  Zeit  Z  der 
Anfangs werth  sich  verdoppelt  habe,  nach  der  Zeit  2 Z  vervierfacht  u.  s.  w^ 
und  will  nun  die  Interpolation  der  arithmetischen,  wie  der  geometrischen 
Reihe  vorgenommen  wissen,  welche  in  der  Zinseszinstafel  einander  gegen- 
überstehen. So  etwa,  allerdings  ohne  den  Namen  Zinseszins,  verfahr 
schon  JohnNeper,  und  an  ihn  soll  man  auch  heute  noch  anknüpfen.  Was 
die  EinfUhrung  der  Sinustafel  betrifft,  so  befürwortet  der  Verfasser  eine 
Benutzung  der  Tafel  selbst,  bevor  man  logarithmisch  -  trigonometrische 
Tafeln  anwende ,  deren  Auftreten  immerhin  ein  künstliches  genannt  werden 
muss,  dessen  man  sich  erwehren  soll,  so  lange  der  Sinusbegriff  selbst 
noch  nicht  ganz  fest  eingeprägt  ist.  Mit  mehreren  anderen  Verfassern  von 
Schulbüchern  verlangt  deshalb  Herr  Koppe,  die  Lehre  von  den  Logarithmen 
solle  überhaupt  erst  nach  der  Trigonometrie  auf  der  Mittelschule  in  Angriff 
genommen  werden.  Herr  Koppe  ist,  wie  man  aus  dieser  sehr  gedrängten 
Darstellung  seiner  Onjandgedanken  entnehmen  mag,  Anhänger  der  geschicht- 
lich beglaubigten  Entwickelung.  Theoretisch  mag  eine  solche  ja  oftmals, 
man  wird  sogar  getrost  sagen  können  meistens,  durch  späteres  Wissen 
überholt  sein ,  für  das  Erlernen  bleibt  sie  darum  doch ,  wenigstens  auf  ele- 
mentarem Gebiete  nach  Herrn  Koppels  Glauben sbekenntniss ,  der  nator- 
gemässe  Weg.  Zu  einem  solchen  Glaubensbekenntnisse  gelangt  man  durch 
eigene  geschichtliche  Forschung,  und  Herr  Koppe  hat  in  seinem  Pro- 
gramme den  Beweis  geliefert,   dass  er  auch  hier  mit  Glück  sich  versucht 
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bat.  Er  hat  die  Gelegenheit  gehabt,  verhältniBsmässig  seltene  Bücher, 
welche  Referent^ nie  in  der  Hand  gehabt  hat,  zu  lesen  und  hat  diese  Ge- 
legenheit benutzt  und  ausgenutzt.  Herrn  Eoppe's  Darstellung  zu  Folge 
bat  z.  B.  Briggs  in  seiner  Trigonometria  Britannica  von  1633  die 
unabhängige  Bildung  der  Binomialcoefficienten  bei  Potenzen  mit  ganzen 
positiven  Exponenten  gekannt,  während  bis  dahin  nur  die  recurrirende  Dar- 
steUong  derselben  vorhanden  war.  Eine  weitere  Behauptung  geht  dahin,  Plato 
TOD  Tivoli  habe  nicht,  wie  man  allgemein  annahm,  in  seiner  üeber- 
setzung  des  AI  Battani  das  Wort  sinus  eingeführt;  nur  Randbemerkungen 
Begiomontan's  enthielten  jenes  Wort,  und  aus  ihnen  sei  an  einer 
einzigen  Stelle  sinus  versus  in  den  Text  eingedrungen.  Das  Alter  des 
Wortes  sinus  wird  dadurch  allerdings  nicht  wesentlich  geändert ,  da  Herr 
Koppe  annimmt,  es  sei  von  Gerhard  von  Crem ona  eingeführt  worden. 
£ine  dritte  Bemerkung  bezieht  sich  auf  den  A  Image  st.  Herr  Koppe 
findet  es  schwer  glaublich,  dass  die  (iBy^'^V  ovvta^ig  zu  einer  ^itylatri  ge- 
worden und  daraus  al-megist  =  Almagest  entstanden  sei.  Er  vermuthet 
vielmehr  die  Verstümmelung  ftc/a.  (Tvti.,  woraus  tnegasUi  wurde  und  daraus 
Almagesl  Er  beruft  sich  auf  die  Thatsache ,  dass  einer ^alten  üebersetzung 
des  Almagestes  aus  dem  Arabischen  in  das  Lateinische  geradezu  die  Be- 
merkung beigefügt  sei,  das  Werk  habe  griechisch  „megasiti**  geheissen. 

Cantor. 

Carl  Heinrich  Sohellbaoh.  Gedächtnissrede,  gehalten  in  der  Aula  des 
Königl.  Friedrich -Wilhelms -Gymnasiums  am  29.  October  1892  von 
Felix  Müller.  Mit  einem  Bildnisse  Schellbach's.  35  S.  Berlin  1893 
bei  Georg  Reimer. 
Sohellbach's  Leben  umspannt  eine  lange  Zeit«  Vom  25.  December 
1804  bis  zum  29.  Mai  1892  hat  er  fast  SV/^  Jahre  durchmessen,  und 
der  grösste  Theil  dieser  vielen  Jahre  war  fruchtbarer  Arbeit  geweiht.  Wir 
haben  nicht  das  Vergnügen  gehabt,  in  persönlichen  Beziehungen  zu  dem 
Verstorbenen  zu  stehen.  Als  wir  1852  in  Berlin  studirten,  war  Schell - 
bach*s  „Mathematisch -pädagogisches  Seminar**  noch  nicht  vorhanden. 
Erst  1855  hat  er  es  gegründet.  Nahe  Freunde  von  uns,  welche  demselben 
angehörten,  haben  uns  mit  grösster  Befriedigung,  ja  mit  einer  Art  von 
Begeisterung  von  dieser  Anstalt  gesprochen  und  stimmten  hier,  wie  in 
Allem,  was  sie  zu  Schellbach's  Lobe  erzählten,  vollkommen  mit  dem 
Verfasser  der  uns  vorliegenden  warmen  Gedächtnissrede  überein.  Seh  eil - 
bach  war  ja  gewiss  ein  gelehrter  und  scharfsinniger  Mathematiker  und 
Physiker.  Diese  üeberzeugung  gewinnt  jeder  Leser  seiner  weder  nach 
Zahl  noch  Inhalt  unbedeutenden  Schriften.  Aber  der  Schwerpunkt  seines 
Wirkens  lag  doch  in  seiner  Lehrthätigkeit.  In  der  Schule,  wie  im  Seminare 
war  es  seine  Freude,  tüchtige  Zöglinge  heranzubilden,  und  diese  Freude 
ist  ihm   häufig  geworden.     War  doch   Rudolf  Clebsch   der   Erste  to|i  , 
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Schellbach 's  Seminarisien,  und  hundert  Andere  wirken  heute  noch  in 
Schellbach 's  Geist  und  in  seinem  Sinne  an  deutschen  Mittelschulen. 
Wir  brauchen  nicht  erst  zu  sagen,  dass  der  Verfasser  der  GedSchtnin- 
rede  zu  dieser  Schaar  gehört  Cahtor. 


Ifotioe  Bur  leB  travaux  BcientiflqnoB  de  LoniB- Philippe  Gilbert,  professenr 
k  runiyer8it6  catholique  de  Louyain,  correspondant  de  Tinstitut  de 
France  par  P.  Mansion  ,  professeur  ordinaire  ä  runiyersit6  de  Gand, 
membre  de  Tacad^mie  rojale  de  Belgique.  Paris  1893.  Gaatbier- 
Villars  Ss  Fils.  86  p.  avec  le  portrait  de  Mr.  Gilbert. 
Louis-Philippe  Gilbert,  von  väterlicher  Seite  Franzose,  dorch 
die  Mutter  einer  alten  FlamSndischen  Adelsfamilie  entstammend,  ist  am 
7.  Februar  1832  geboren,  am  4.  Februar  1892  gestorben.  Schon  im 
October  1855,  also  im  Alter  von  noch  nicht  24  Jahren,  wurde  er  der 
Nachfolger  seines  Lehrers  Pagani  als  Professor  der  höheren  Anaijsis  und 
analytischen  Mechanik  an  der  Universität  Löwen ,  und  diese  Lehrstelle  ver- 
waltete er  durch  35  Jahre.  Im  Jahre  1890,  demselben  Jahre  ^  in  welchem 
ihn  die  ehrende  Wahl  zum  correspondirenden  Mitgliede  der  Pariser  Akademie 
traf,  trat  er  von  der  Professur  zurück,  mit  der  Absicht,  sich  ausschliess- 
licher der  Sociäi  scientifique  de  BruoseUes^  zu  deren  Gründer  er  gehörte, 
zu  widmen,  und  ihr  gehörte  in  der  That  seine  letzte  Wirksamkeit  an. 
Gilbert  war  Lehrer,  war  Gelehrter.  In  ersterer  Eigenschaft  soll  er  Vor- 
treffliches geleistet  haben ,  und  die  gedruckten  Vorlesungen  ^  Cours  fanahfx 
infinUdstmale  und  Cours  de  mScanique  ancd^tqae^  von  welchen  jene  bereits 
in  vierter,  diese  in  dritter  Auflage  erscheinen  konnte,  bestätigen  das  tod 
anhänglichen  Schülern  gespendete  Lob.  Die  eigentliche  Gelehrtenthätigkeit 
Gilbert's  zu  schildern^  ist  die  Aufgabe,  welche  Herr  Manaion  sich  ge 
stellt  hat,  dem  Berufsgenossenschaft  und  24jährige  Freundschaft  mit  den 
Verstorbenen  das  Recht  einräumten,  seinen  wissenschaftlichen  Nekrolog  so 
schreiben.  Wir  folgen  ihm  nicht  in  der  Kennzeichnung  der  zahlreichen 
grösseren  und  kleineren  Abhandlungen  Gilbert's.  Wir  erwähnen  nur 
eine  Abhandlung  über  die  Gammafunctionen  in  dem  XLI.  Bande  der  Memoiren 
der  Belgischen  Akademie  (1873),  eine  solche  über  Curven  auf  Oberfiftehen 
(ebenda  Bd.  XXXVII  von  1869),  welche  eine  Ableitung  der  Sätze  m 
Gauss  und  von  Ossian  Bonnet  über  Erümmungsmaasse  enthält,  von 
deren  Vorzügen  Herr  Maus  ion  sich  in  seinen  eigenen  Vorlesungen,  wo  er  sieh 
ihrer  zu  bedienen  pflegt,  überzeugt  hat,  endlich  drei  grosse  Arbeiten  über 
Rotationsbewegungen  und  relative  Bewegungen  in  den  Annalen  der  Soci6U 
scientifique  de  Bruxelles  für  1878,  1882,  1883.  Herr  Mansion  rühmt 
auch  noch  geschichtliche  Arbeiten  Gilberts  über  den  Galilei-Process. 
unsere  wissenschaftliche  üeberzeugung  steht  in  dieser  Frage  der  von  Gilbert 
mit  grosser  Heftigkeit  verflochtenen  fast  diametral  gegenüber.    Wir  wollen 
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and  kSnnen  hier  nicht  so  beilttnfig  die  Frage  von  der  Echtheit  des  Proto- 
colles  von  1616  behandeln.  Wir  wollen  es  namentlich  darum  nicht,  weil 
ffii  uns  die  Frage  eine  einfach  geschichtliche  ist;  für  Gilbert  aber  und, 
wie  es  scheint,  auch  fttr  Herrn  Mansion  ist  das  geschichtliche  Interesse 
hier  mit  Fragen  des  kirchlichen  Olanbens  vermengt,  und  über  solche  ent- 
halten wir  uns  grundsätzlich  des  Streites.  Cantor. 


Torlesungen  über  die  fiernonlirsohen  Zahlen,  ihren  Zusammenhang  mit 
den  Secanten  -  Coefficienten  und  ihre  wichtigeren  Anwendungen  von 
Dr.  Louis  SaalsohOtz,  a.  o.  Professor  der  Mathematik  an  der  Uni- 
versität Königsberg.  Berlin  1893,  bei  Julius  Springer  VIII,  208  S. 
Von  den  sechs  Seiten,  auf  welchen  im  ElügeTschen  Wörterbuche 
mit  einer  für  das  Erscheinungsjahr  1803  genügenden  Vollständigkeit  die 
Bernoulli 'sehen  Zahlen  abgehandelt  sind,  zu  den  26  Seiten,  welche  sie 
30  Jahre  später  in  dem  Grunert*8chen  Supplemente  zu  jenem  Wörter- 
buche  beanspruchten,  von  diesen  zu  dem  nach  weiteren  60  Jahren  mög- 
lich gewordenen  Bändchen,  welches  vor  uns  liegt,  das  ist,  an  einem  einzelnen 
Beispiele  gezeigt,  die  Erweiterung ,  welche  die  Mathematik  des  XIX.  Jahr- 
hunderts nicht  blos  in  Gestalt  von  Angliederung  ganz  neuer,  früher  unbe- 
kannter Gebiete,  sondern  auch  im  blossen  Ausbau  von  längst  Vorhandenem 
erfahren  hat.  Wir  geben  allerdings  zu,  dass  Herr  Saalschütz  einen 
sehr  günstigen  Gegenstand  gewählt  hat,  den  er  zuerst  in*  Gestalt  von 
üniversitfttsvorlesungen ,  dann  als  Druckwerk  monographisch  behandelt  hat, 
aber  derartige  Gegenstände  bietet  die  moderne  Wissenschaft  noch  mehrere, 
und  wir  sind  überzeugt,  es  wäre  kein  Fehlgriff,  wenn  wieder  einmal  ein 
Lehrbuch  der  EettenbrQche  etwa  geschrieben  werden  wollte ,  so  vortrefflich 
fOr  seine  Zeit  Herr  Stern  vor  nahezu  60  Jahren  diese  Lehre  behandelte. 
Wir  haben  der  Zwischenzeit  von  90  Jahren  gedacht,  welche  zwischen  dem 
KlügeTBchen  Wörterbuche  und  den  Saalschütz'schen  Vorlesungen  liegt. 
Eine  genau  ebenso  lange  Frist  trennt  das  Erscheinen  jenes  Wörterbuches 
nach  rückwärts  von  dem  ersten  Auftauchen  der  Bernoulli'schen  Zahlen 
in  der  1713  gedruckten,  wenn  auch  früher  verfassten  Ars  conjectandi 
von  Jacob  Bernoulli.  Mit  dessen  Hecursionsformel  beginnt  Herr  S a al - 
schütz  sein  Bändchen,  dessen  vier  Abschnitte  der  Reihe  nach  die  den 
Inhalt  scharf  bezeichnenden  üeberschriften  tragen:  Becursionsformeln. 
Unabhängige  Darstellungen.  Zahlen  theoretische  Untersuchungen.  Die 
Mac-Laurin'sche  Summenformel.  Innerhalb  jedes  Abschnittes  ist  so  viel 
als  thunlicfa  die  geschichtliche  Reihenfolge  beibehalten,  und  vergleicht  man 
das  in  den  einzelnen  Abschnitten  Dargebotene  mit  einander,  so  zeigt  sich 
ein  ganz  ähnliches  Wacbsthumsgesetz  wie  wir  es  oben  aus  dem  Umfange 
verschiedener  Bearbeitungen  erschlossen.  Mit  Ausnahme  einer  durchaus 
ungenflgenden  Summenformel  Mac-Laurin*s,   welche  erst  im  XIX.  Jahr- 
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hunderte  vervollstftndigt  und  ausgebeutet  worden  ist,  einer  Reihenent- 
Wickelung  Euler 's  von  1769,  mit  fernerer  Ausnahme  einer  unabhängigen 
Darstellung  der  Bernoulli'schen  Zahlen  durch  Laplace  (1777)  ist  Alles, 
was  bis  1820  geleistet  worden  ist,  im  ersten  Abschnitte  enthalten. 
Recursionsformeln  für  die  Bernoulli 'sehen  Zahlen  herzustellen,  war  der 
einzige  Zielpunkt  der  Betrachtung  derselben.  Die  zahlentheoretischen  An- 
wendungen vollends  stammen  erst  aus  dem  Jahre  1840,  in  welchem  Clausen 
und  von  Staudt  gleichzeitig  und  unabhängig  von  einander  den  Satz  ent- 
deckten, dass  die  m.  Bernoulli'sche  Zahl  durch  die  positiv  oder  negativ  so 
nehmende  Summe  einer  Anzahl  von  StammbrQchen  mit  theilerlosen  Nennern 
zu  einer  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahl  ergänzt  werde.  Die  ThStig- 
keit  des  Herrn  Verfassers  war  eine  doppelte,  Herr  Saalschütz  hat, 
möchten  wir  sagen ,  seine  Befähigung  zur  geschichtlichen  wie  zur  dog- 
matischen Darstellung  an  den  Tag  legen  wollen  und  wirklich  an  den  Tag 
gelegt.  Seine  Berichte  über  fremde  Arbeiten  sind  getreu  und  thunlichst 
im  Geiste  der  Verfasser  gehalten.  Dabei  aber  hat  er,  da  er  denn  doch  keine 
Geschichte  der  Bern ouUi'schen  Zahlen,  sondern  Vorlesungen  über  dieselben 
veröffentlichen  wollte ,  es  nicht  unterlassen ,  auch  eigene  neue  Untersuchungen 
da  und  dort  einzuschalten,  unter  den  verkürzten  Recursionsformeln,  wie 
Herr  Saalschütz  solche  nennt;  in  welchen  nicht  sSmmtlicbe  der  gesuchten 
BernouUi 'sehen  Zahl  Vorhergehenden  vorkommt,  findet  man  solche  neoe 
Untersuchungen,  ebenso  einen  neuen  Beweis  des  C lausen- Stand t'schen 
Satzes  im  dritten  Abschnitte,  Neues  über,  die  Euler 'sehe  Arbeit  von  1769 
im  vierten  Abschnitte.  Noch  Anderes  hat  der  Verfasser  allerdings  ausser- 
halb des  Rahmens  seines  Buches  zu  Tage  gefördert,  wovon  uns  ein  der 
physikalisch -ökonomischen  Gesellschaft  zu  Königsberg  am  3.  November  1892 
vorgelegter  Auszug  in  Eenntniss  setzt.  Das  ganze  Buch  bildet  eine  höchst 
interessante  und  bei  dem  vielseitigen  Gebrauche  der  Bernoulli'schen 
Zahlen   auch  höchst  werthvolle  Bereicherung  der  mathematischen  Literatnr. 

Cantor. 

Einleitung  in   die   analytische  Geometrie  nnd  in  die  Lehre  von  des 
Kegelschnitten  von   Dr.  W.  Erlbr,   Professor  und  Oberlehrer  am 
Eönigl.  Pädagogium   bei  ZüUichau.     Mit  einer  Tafel  in  Steindruck. 
Zweite    vermehrte    und    verbesserte    Auflage.     Berlin   1893.    Ferd. 
Dümmler's  Verlagsbuchhandlung.    V,  82  S. 
Der  Verfasser  hat  sein  Bestreben  dahin  gerichtet,  dem  Anfänger  nicht  viele, 
aber  gesicherte  Kenntnisse  beizubringen.  Deshalb  ist,  nachdem  eine  Formel  an 
einer  bestimmten  Figur  hergeleitet  worden ,  eine  weitere  Erörterung  daran  ge- 
knüpft ,  inwieweit  die  gleiche  Formel  auch  bei  anderer  gegenseitiger  Lage 
der  in  Frage  stehenden  Raumgebilde  Berechtigung  besitze.     Schon  bei  der 
Translation  des  Coordinatenanfangspunktes  (S.  2  —  3)  ist  hierauf  Gewicht  ge- 
legt, und  an  anderen  Stellen  ist  gleich  sorgfältig  verfahren.    Ein  zweites  Be- 
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streben  ging  dabin,  die  eingeflocbienen  Aufgaben  derart  zn  bebandeln,  dass  sie 
nicht  blosse  Recbenexempel  bilden,  sondern  dass  auf  den  Sinn  der  all- 
mftlig  sich  ergebenden  Gleichungen  geachtet  wird,  so  dass  ausser  der 
Auflösung  der  eigentlichen  Aufgabe  noch  andere  geometrische  Wahrheiten 
als  Nebengewinn  erscheinen.  Als  Beispiel  solcher  Behandlung  mag  die 
Aufgabe  (S.  20 — 21)  erwähnt  sein,  die  Gleichung  eines  Kreises  zu  suchen, 
der  durch  drei  Punkte  geht.  Sie  lässt  nebenher  erkennen,  dass  die  Senk- 
rechten auf  die  Mitten  der  durch  die  drei  Punkte  bestimmten  Strecken 
einen  gemeinsamen  Durchschnittspunkt  besitzen.  Der  in  dieser  Aufgabe 
(8.21  Z.  2)  vorkommende  Druckfehler  a*6'*  statt  a^+b'*  dürfte  keinem 
aufmerksamen  Schüler  Schwierigkeit  bereiten.  Cantor. 


LeitCaden  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene,  zum  Gebrauch  für 
höhere  Lehranstalten,  von  Prof.  Dr.  Max  Simon,  Oberlehrer  am 
Lyceum  zu  Strassburg  i.  £.  Mit  38  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
Berlin  1892.    Weidmännische  Buchhandlung.    71  S. 

Der  Verfasset  hat  sich  durch  verschiedene  Lehrbücher  allzu  vortheil- 
faaft  in  die  Literatur  eingeführt,  als  dass  nicht  gesteigerte  Erwartungen 
an  jedes  Folgende  sich  knüpfen  und  auch  die  vorwortlichen  Bemerkungen 
Beachtung  finden  sollten.  In  seinem  diesmaligen  Vorworte  sieht  er  bereits 
die  Zeit  kommen,  wo  die  grossen  und  einfachen  Gedanken  Poncelet's  und 
St  einer 's  ihren  Einzug  ins  Gymnasium  halten  werden,  und  dann  werde 
man  mit  dem  Pascal'schen  Sechsecksatze  beginnen,  vor  welchem  man 
heute  Halt  zu  machen  genöthigt  sei. 

Wir  wünschen  uns  mit  diesem  Zukunftsbilde  aus  einander  zu  setzen,  an 
welches  wir  nun  und  nimmermehr  glauben,  so  einverstanden  wir  damit  sind, 
dass  Anfangsgründe  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  in  der  Gymnasial- 
prima gelehrt  werden.  Die  Schulen  haben  auf  allen  Stufen  dafür  zu  sorgen, 
dass  der  Unterricht  der  Fassungskraft  des  mittelbegabten  Schülers  sich 
anpasse.  Wir  verfechten  wahrlich  nicht  die  Meinung,  es  solle  ein  so  lang- 
sames Tempo  eingehalten  werden ,  dass  auch  die  Geisteslahmen  mitkommen 
können,  aber  noch  weniger  darf  man  der  ganzen  Classe  einen  Geschwind- 
schritt zumuthen,  der  schon  bei  facultativem  Unterrichte,  der  von  selbst 
eine  Auswahl  unter  den  Schülern  trifft,  den  Meisten  den  Athem  rauben 
mOsste.  Ein  geistreicher  Lehrer  an  einem  badischen  Realgymnasium,  der 
mit  ttberschwSnglichen  Hoffnungen  auf  das  Erreichbare  an  diese  Anstalt 
versetzt  worden  war,  kleidete  seine  Enttäuschung  in  die  drastischen  Worte: 
In  ein  Viertelliterglas  geht  nur  ein  Viertel  liter,  mag  man  es  noch  so 
lange  unter  den  geöffneten  Hahn  der  Wasserleitung  halten!  Die  „grossen 
und  einfachen*  Gedanken  Poncelet's  und  Steiner's  als  gross  und 
einfach  zn  erkennen,  ist  nach  unserer  üeberzeugung  der  Mittelschüler 
der  Prima   geistig   nicht   reif   und    wird   dazu  nicht  reif  gemacht  werden 
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können,  denn  dazu  müsste  man  eben  in  früheren  Glassen  entsprechend 
jüngeren  Schülern  eine  Geisteskost  vorsetzen,  welche  diese  zu  verdauen 
unföhig  sind  und  bleiben  werden.  Wir  glauben  im  Grossen  und  Ganzen 
mit  allen  Universitätslehrern  der  Mathematik  in  dem  Wunsche  uns  zu  be- 
gegnen, der  mathematische  Unterricht  an  der  Mittelschule  möge  aach 
künftig  die  Grenzen  nicht  überschreiten ,  die  heute  schon  fast  zu  weit  ge- 
steckt sind,  als  dass  der  Schüler  das  ganze  ihm  erschlossene  Gebiet  gründ- 
lich kennen  lernen  könnte.  MuUum  non  muUa  sei  der  Wahrspruch  des 
Mathematiklehrers  bis  in  Oberprima. 

Unsere  Bemängelung  des  Vorwortes  hat  zum  Glück  auf  unser  Urtheil 
über  den  Leitfaden  selbst  keinen  Einfluss  üben  können  ^  denn  hier  hat 
Herr  Simon  selbst  dasjenige  beobachtet ,  was  wir  beobachtet  wünschen. 
Er  beschränkt  das  Thema,  um,  so  weit  es  zur  Behandlung  kommt,  desto 
tiefer  eindringen  zu  können.  So  sind  beispielsweise  nur  rechtwinklige 
Coordinaten  benutzt  ^  weder  schiefwinklige  noch  Polarcoordinaten.  Von 
einer  Betrachtung  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades  ist  keine 
Rede.  Dagegen  sind  Symbole  für  ganze  Gleichungpolynome  eingesetzt,  wie 
Plücker  sie  in  die  Geometrie  eingeführt  hat,  sind  die  Eigenschaften 
harmonischer  Theilung  einer  Strecke  und  harmonischer  Strahlen  ausgiebig 
benutzt.  Bei  der  geraden  Linie  ist  die  Gleichungsform  Zr  =  0  vorzugs- 
weise in  Anwendung,  wo  X  =  ^  — aa;  — b.  Hier  hätten  wir  den  Verfasser 
gern  den  kleinen  Schritt  bis  zur  Hess  ersehen  Normalform  weiter  machen 
sehen.  Wir  glauben  nicht,  dass  diese,  insbesondere  wenn  man  bei  dem 
rechtwinkligen  Coordinatensysteme  es  bewenden  lässt,  also  die  Form 
x,cosa  +  y,sina— ö=:0  benutzt,  irgend  Schwierigkeiten  bieten  kann, 
während  sie  dem  Schüler  beim  Uebergang  zur  Universitätsvorlesung  die 
Frage  erspart,  warum  er  mit  dieser  unentbehrlichen  Form  nicht  früher 
bekannt  gemacht  worden  sei.  Vielleicht  entschliesst  sich  Herr  Simon 
in  einer  wiederholten  Auflage,  welche  wir  dem  kleinen  Buche  wünschen, 
zu  dieser  Aenderung.  Cantob. 

Gaston  Darboux,  Le^ons  sur  la  thöorie  g^n^rale  des  Burfaoes  et  les 
applications  göomötriques  du  oalcul  infinitesimal.  Premiere 
partie.  G6n6ralit6s.  Coordonn^s  curvilignes.  Surfaces  minima. 
Paris  1887.     Gauthier  - Villars.    VI  und  614  S.     15  Frs. 

Das  vorliegende  Werk,  eine  der  bedeutendsten  Erscheinungen  im 
Gebiete  der  Lehrbücher  über  krumme  Flächen,  ist,  wie  der  Verfasser  in 
der  Vorrede  angiebt;  aus  Vorlesungen  entstanden,  die  derselbe  an  der 
Sorbonne  gehalten  hat.  Es  verfolgt  den  Zweck,  neue  Anwendungen  der 
Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  auf  die  Theorie  der  Flächen 
zu  finden,  und  damit  ist  zugleich  die  Eigenart  des  Buches  gekennzeichnet 
Es   giebt   nicht   eine  allgemeine  Theorie   der   krummen   Flächen,   welche 
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ans,  wie  etwa  das  Salmon-Fiedler'sche  Werk,  yoä'^S36B=dLalfogen  bis 
za  den  neuesten  Ergebnissen  führte^  es  setzt  yiebnehr  bedeutende  Kennt- 
nisse sowobl  in  der  Theorie  der  krummen  Flächen,  wie  der  partiellen 
Differentialgleichungen  voraus ;  fOhrt  uns  aber,  vom  Grundgedanken  aus, 
in  schönster  Weise  von  Ergebniss  zu  Ergebniss,  ein  schönes  und  wohl- 
geftlgtes  Gebäude  vor  uns  aufführend. 

Eigenartig  und  in  dieser  Weise  meines  Wissens  zum  ersten  Male 
in  einem  Lehrbuche  der  Geometrie  durchgeführt  ist  bereits  die  Einleitung, 
die  zur  Bestimmung  einer  Gurve  und  einer  Fläche  von  kinematischen  Ge- 
danken ausgeht.  In  einem  festen  Coordinatensysteme  wird  ein  bewegliches 
angenommen,  dessen  Anfangspunkt  —  je  nachdem  die  Bewegung  von  ein 
oder  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  abhängig  ist  —  eine  Curve  oder 
eine  Fläche  beschreibt,  und  zwar  wird  für  die  allgemeine  Baumcurve  das 
bewegliche  Coordinatensystem  so  bestimmt,  dass  die  drei  Achsen  von  der 
Tangente,  der  Hauptnormale  und  der  Binormale  gebildet  werden.  Nach 
Einführung  der  sphärischen  Indicatrix,  der  Curve  auf  der  Kugel  mit  dem 
Radius  1,  welche  durch  Radien  parallel  zu  den  Tangenten  erzeugt  wird, 
wird  sogleich  eine  Reihe  wichtiger  bekannter  Sätze  mit  Hilfe  der  Be- 
wegungstheorie  abgeleitet.  Die  Curven  werden  bestimmt,  bei  welchen  das 
Verhältniss  der  beiden  Krümmungsradien  constant|  femer  diejenigen,  deren 
Hauptnormalen  zugleich  Hauptnormalen  einer  anderen  Curve  sind,  und  es 
zeigt  sich,  dass  die  Schraubenfläche  mit  Richtungsebene  die  einzige  gerad- 
linige Fläche  ist,  deren  Hanptkrümmungsradien  gleich  gross  und  entgegen- 
gesetzt gerichtet  sind. 

Es  werden  dann  die  Differentialgleichungen  integrirt,  welchen  die  drei 
Gruppen  der  Richtungscosinus  des  beweglichen  Systems  genügen  müssen, 
indem  die  Lösung  auf  die  Integration  einer  Riccatischen  Gleichung 
zurückgeführt  wird,  und  damit  ist  ja  zugleich  die  allgemeinste  ortho- 
gonale Substitution  gegeben.  Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich 
dann  ungezwungen  die  Curven,  deren  Torsion,  sowie  die,  deren  erste 
Krümmung  constant  ist,  und  von  den  ersteren  wird  speciell  die  Gleichung 
derjenigen  bestimmt ,  deren  sphärische  Indicatrix  ein  sphärischer  Kegel- 
schnitt ist. 

Die  Bewegung  des  beweglichen  Systems,  abhängig  von  zwei  Variabein, 
wird  erst  für  festen  Anfangspunkt  des  beweglichen  Systems  und  dann  für 
beweglichen  Anfangspunkt  durchgeführt,  die  Integration  der  entstehenden 
Differentialgleichungen  wieder  von  der  einer  Riccatischen  Gleichung  ab- 
^^gig  gemacht  und  sogleich  eine  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Ab- 
wickelung der  Flächen  auf  einander  gegeben.  Der  Verfasser  verlässt  nun 
zunächst  die  kinematische  Theorie,  um  die  Gauss 'sehen  Bezeichnungen 
einzuführen  und  zeigt  bei  einigen  Flächen  an  der  Form  des  Linienelementes, 
dass  gewisse  Coordinatencurven  auf  ihnen  ein  isometrisches  Netz  bilden, 
sowie  dass  andere  sich  auf  einander  abwickeln  lassen.  /^  j 
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Im  letzten  Capitel  des  ersten  Baches  werden  dann  Gleichungen  von 
Flächen  abgeleitet,  die  durch  kinematische  Eigenschaften  bestimmt  sind, 
so  die  der  Schranbenflftchen  und  Rotationsflächen,  die  sich  in  sich  selbst 
verschieben  lassen,  unter  denen  besonders  die  auf  die  Kugel  abwickel- 
baren Flächen  behandelt  werden,  sowie  die  Flächen,  die  durch  Bewegung 
einer  Curve  entstehen,  die  Gesimsflächen  und  die  Spiralflächen. 

Das  zweite  Buch  führt  uns  in  die  verschiedenen  Systeme  der  kroxnm- 
linigen  Coordinaten  und  zwar  zunächst  in  die  conjugirten  Systeme.  Den  Beginn 
macht  der  Satz  des  Herrn  Königs,  dass  man  auf  jeder  Fläche  eine  unend- 
liche Anzahl  von  conjugirten  Systemen  ohne  Ausführung  einer  Integration 
bestimmen  kann.  Die  Schnittcurven  einer  Fläche  durch  Ebenen,  die  eine 
bestimmte  Gerade  enthalten,  haben  als  conjugirte  Linien  die  Berührnnga- 
curven  der  Berührungskegel  der  Fläche ,  die  ihre  Spitze  auf  der  bestimmten 
Geraden  haben.  Als  Anwendung  dieses  Satzes  werden  die  Flächen  ge- 
sucht, bei  welchen  die  eine  Schaar  der  Krümmungslinien  in  Ebenen  liegt, 
die  durch  eine  Gerade  gehen,  Flächen,  die  zuerst  von  Joachimsthal (1846) 
behandelt  sind.  Es  werden  dann  verschiedene  Eigenschaften  der  eon* 
jugirten  Systeme  abgeleitet  und  die  Differentialgleichung  bestimmt,  der 
zwei  Curvensysteme  zu  genügen  haben,  um  conjugirte  Systeme  zu  sein. 
Es  ergiebt  sich  daraus,  dass  sich  eine  unendliche  Menge  von  Flächen  con- 
struiren  lässt,  auf  welchen  man  conjugirte  Systeme  kennt,  und  es  werden 
nun  diejenigen  Flächen  gesucht,  welche  zwei  conjugirte  Systeme  haben, 
die  aus  geraden  Linien  bestehen.  Die  Specialisiruug  der  Aufgabe  dahin, 
dass  die  conjugirten  Linien  Krümmungslinien  sind,  liefert  die  Dupin'schen 
Cykliden. 

Ein  Specialfall  der  conjugirten  Linien  sind  die  Asymptotenlinien  als 
die  sich  selbst  conjugirten  Linien,  die  zunächst  behandelt  werden  und  die 
auf  den  tetraedalen  Flächen  bestimmt  werden,  ein  Problem^  das  zuerst 
von  Herrn  S.  Lie  gelöst  ist. 

Im  folgenden  Capitel  werden  die  Systeme  behandelt,  die  zugleich 
orthogonal  und  isotherm  sind  und  damit  zugleich  die  conforme  Abbildung 
der  krummen  Fläche  auf  eine  Ebene,  die  für  den  wichtigen  Fall  der 
Flächen  zweiten  Grades  eingehender  durchgeführt  wird.  Dieses  führt  daon 
zu  der  Aufgabe,  ein  beliebiges  gegebenes  Ebenenstück  auf  die  Fläche 
eines  Kreises  abzubilden,  welche  in  der  Behandlung  des  Herrn  Schwarz 
für  den  bis  jetzt  allein  untersuchten  Fall  gelöst  wird,  dass  die  Be- 
grenzung aus  geraden  Linien  und  Kreisbogen  zusammengesetzt  ist. 

Die  letzten  Capitel  sind  dem  wichtigsten  unter  den  orthogonalen 
Systemen,  den  Krümmungslinien  gewidmet.  Es  wird  zunächst  die 
Differentialgleichung  derselben    aufgestellt  und  die  Methode  auf  die  Fläche 

angewendet.     Nach  Ableitung    der  B od rigues 'sehen  Formeln  geht  der 
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Verfasser  zu  dem  sphärischen  Bilde  yon  Gauss  durch  parallele  Normalen 
Ober  und  giebt  eine  lineare  Differentialgleichung,  deren  Charakteristiken 
die  Krttmmungslinien  sind  und  die  uns  in  einer  besonders  einfachen  Form 
die  Krümmungslinien  der  Cykliden  liefert. 

Zum  genaueren  Studium  der  Krümmungslinien  führt  der  Verfasser 
ein  besonderes  Coordinatensystem ,  das  pentasphSrische ,  ein.  Man  denke 
sich  ftlnf  Kugeln,  die  sich  gegenseitig  rechtwinklig  schneiden,  so  sind  die 
pentasphfirischen  Coordinaten  eines  Punktes  seine  Potenzen  in  Beziehung 
auf  die  Kugeln,  dividirt  durch  den  Radius  derselben,  und  es  sind  die 
fQnf  pentasphttrischen  Coordinaten  Xi  verbunden  durch  die  homogene 
Gleichung:  2x?  =  0. 

Es  wird  die  Bedeutung  der  neueingeführten  Coordinaten  für  das 
Studium  der  Krümmungslinieu  gezeigt  und  genauer  auf  die  pentasphärischen 
Coordinaten  einer  Kugel  eingegangen,  von  denen  nachgewiesen  wird,  dass 
sie  proportional  sind  den  Cosinus  der  Winkel  dieser  Kugel  mit  den  Coordi- 
naten -  Kugeln.  Die  Winkelbeziehungen  sind  für  zwei  Kugeln  analog  denen 
für  Ebenen  bei  Cartesianischen  Coordinaten.  Nimmt  man  noch  eine 
sechste  Coordinate,  definirt  durch  die  Gleichung 


-V^' 
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hinzu,  durch  welche  das  Vorzeichen  des  Kugelradius  bestimmt  wird,  so 
entsprechen  die  homogenen  pentasphärischen  Coordinaten  einer  Kugel  den 
Plück ersehen  einer  geraden  Linie,  so  dass  einer  Geraden  im  einen 
Systeme  eine  Kugel  im  andern  Systeme  entspricht,  einer  Schaar  von 
Geraden ,  die  eine  Fläche  berührt  eine  Schaar  von  Kugeln ,  die  eine  andere 
Fläche  berührt,  den  Krümmungslinien  der  einen  die  Asymptotenlinien  der 
andern.  Diese  Transformation,  ^eine  der  schönsten  Entdeckungen  der 
modernen  Geometrie'',  verdankt  man  Herrn  Lie. 

Im  Weiteren  wird  die  Gleichung  der  Krümmungslinien  bestimmt,  wenn 
die  Fläche  in  Ebenen- Coordinaten  gegeben  ist,  und  speciell  die  der  Fläche 

,=  — -^ 

und  als  weitere  Anwendung  die  partielle  Differentialgleichung  der  Flächen, 
die  als  sphärisches  Bild  zwei  beliebig  gegebene  orthogonale  Curvenschaaren 
auf  der  Einheitskngel  besitzen.  Eine  besonders  einfache  Gestalt  nimmt 
die  Gleichung  der  Krümmungslinien  an,  wenn  man  ein  besonderes  zuerst 
von  Bonnet  eingeführtes  Coordinatensystem  annimmt,  welches  sich  aus 
folgendem  Satze  ergiebt:  Die  Berührungscurven  der  Kegel,  die  der  Fläche 
umbeschrieben  sind  und  die  ihre  Spitze  auf  dem  unendlich  fernen  Kreise 
haben,  bestimmen  auf  der  Fläche  ein  System  krummliniger  Coordinaten, 
die    als    sphärisches  Bild    das    System    der  geradlinigen   Erzeugenden    der^^T^ 
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Kugel  haben.  Die  Tangenten  an  zwei  durch  einen  Punkt  der  Flftche 
gehenden  Coordinatencurven  haben  als  Halbirungslinien  die  Bichtnng  der 
Erümmungslinien  der  Flttche.  Die  Gleichung  der  Krttmmungslinien  hat 
unter    der  Annahme  dieses  Coordinatensjstems  sonach  die  einfache  Form: 

Von  den  entwickelten  Formeln  werden  dann  einige  8ch5ne  Anwendungen 
gemacht,  die  sich  auf  einfache  Weise  ergeben. 

Das  letzte  Buch  des  ersten  Bandes,  das  fast  die  Hälfte  desselben 
einnimmt,  enthält  eine  eingehende  Behandlung  der  Minimalflächen  und 
umfasst  ziemlich  Alles,  was  bis  jetzt  ttber  diesen  Gegenstand  geschrieben  ist 

Das  erste  Capitel  giebt  uns  eine  vollständige  Geschichte  der  Theorie 
der  Minimalfiächen  bis  zum  Jahre  1866,  in  welchem  die  schönen  Unter- 
suchungen von  Herrn  Wei erstras 8  beginnen,  denen  sich  dann  später  die  Yon 
Herrn  Schwarz  anschliessen.  Benutzt  ist  dazu  besonders  der  Aufsatz 
des  Herrn  Beltrami:  SuUe  proprieta  generali  delle  superficie  d'area 
minima  (Mem.  della  Acad.  di  Bologna.  Ser.  2,  Bd.  7.    1868). 

Sodann  wird  die  Gleichung  der  Minimalflächen  in  Funkt -Coordinaten 
abgeleitet  und  zwar  die  Formeln  von  Monge,  Legendr-e  und  Weier- 
strass,  aus  welch'  letzteren  sich  die  Gleichung  sämmtlicher  algebraischer 
und  reeller  Minimalflächen  ergiebt,  so  dass  jeder  analytischen  Function 
eine  reelle  Minimalfiäche  entspricht.  Durch  Ableitung  der  Gleichung  der 
Tangentialebene  und  der  Normale  erhält  man  die  Gleichung  der  Minimal- 
flachen  in  Ebenen  -  Coordinaten ,  die  dann  zur  einfachsten  Bestimmung  der 
Krümmungslinien  und  der  Asymptotenlinien  führt,  und  die  gewonnenen 
Formeln  werden  zur  Bestimmung  yerschiedener  Minimalflächen  yerwendel 
Von  den  conformen  Abbildungen  wird  zuerst  die  auf  eine  Kugel  darcb 
parallele  Normalen  durchgeführt,  die  zugleich  eine  conforme  Abbildung 
ist,  die  die  Minimalflächen  als  solche  charakterisirt.  Darnach  lässt  sich 
die  Aufgabe  lösen,  die  Minimalflächen  zu  bestimmen,  deren  Krümmungs- 
linien  als  sphärisches  Bild  die  Curven  eines  gegebenen  orthogonalen  Systems 
auf  der  Einheitskugel  haben.  Als  Beispiel  dienen  die  Minimalfiächen, 
deren  Krümmungslinien  als  sphärisches  Bild  zwei  orthogonale  Schaaren 
von  Kreisen  haben,  die  zuerst  von  Bonnet  bestimmt  sind,  und  die 
Enneper'sche  Fläche  als  Minimalfläche  neunten  Grades. 

Es  folgt  dann  die  Behandlung  der  Biegungsflächen  einer  Minimal- 
fläche, die  wieder  Minimalflächen  sind  (associirte  Minimalflächen)  und  die 
durch  Ersetzen   der  Function  F{s)  durch   e^^F{s)  entstehen,    von   denen 

Bonnet  (1853)  zuerst  den  speciellen  Fall  a  =  ^  fand,  die  er  die  adjungirte 

Fläche  nannte.  Auf  diese  wird  näher  eingegangen  und  einzelne  Eigen- 
schaften werden  abgeleitet,  die  sich  freilich  zum  grossen  Theile  auch  von 
den   anderen   Biegungsflächen   aussprechen  lassen.     Dem  Referent   will  es 
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hier  überhaupt  scheinen,  als  ob  die  a^jnngirte  Fl&che  zu  sehr  vor  den 
anderen  Biegnngsflftchen  bevorzugt  werde.  Zum  Schlnss  wird  noch  die 
ümkehmng  bewiesen  ^  dass,  wenn  zwei  FlSchen  so  anf  einander  abwickel- 
bar sind;  dass  die  Tangentialebenen  in  entsprechenden  Punkten  parallel 
bleiben,  sie  nothwendig  zwei  associirte  Minimalflächen  sein  müssen. 

Der  Verfasser  kommt  dann  auf  die  Formeln  von  Monge  zurück  und 
gebt  auf  die  elegante  geometrische  Interpretation  ein,  welche  Herr  S.  Lie 
denselben  gegeben  hat,  die  Erzeugung  der  Minimalflftchen  durch  zwei 
Minimalcurven.  Minimalcurven  sind  solche,  deren  Tangenten  durch  den 
unendlich  fernen  Kreis  gehen  oder  den  imaginären  Kreis  aller  Kugeln  im 
Unendlichen  schneiden,  dieselben  sind  imaginär ,  da  ihre  Länge  gleich  Null 
ist  Die  Mitte  der  Yerbindungsgeraden  zweier  beliebiger  Punkte  zweier 
Minimalcurven  beschreibt  eine  Minimalfläohe.  Soll  die  Fläche  algebraisch 
sein,  so  müssen  auch  die  Minimalcurven  algebraisch  sein,  und  damit  die 
Fläche  reell  ist»  muss  man  mit  einer  Minimalcurve  die  conjugirte 
verbinden.  Nehmen  wir  statt  zweier  Minimalcurven  nur  eine,  deren 
Punkte  wir  durch  Gerade  verbinden,  die  wir  dann  halbiren,  so  erhalten 
wir  Doppelflächen,  die  Minimalflächen  sind.  In  der  Wei erstras s 'sehen 
Bezeichnung  muss  in  diesem  Falle 

sein.     Soll  die  Fläche  ausserdem  reell  seiui  so  ist 

ZU  setzen.  Auch  für  die  anderen  Oleichungsformen  werden  die  Be- 
dingungen aufgestellt,  wann  eine  Minimalfläche  einfach  oder  doppelt  ist 

Aus  der  Gleichung  der  Minimalcurven  wird  nun  die  Ordnung  und 
die  Classe  der  Minimalfläche  bestimmt,  wie  es  auch  zuerst  von  Herrn 
8.  Lie  geschehen  ist,  und  es  wird  gezeigt,  dass  die  einfache  Minimalfläche 
niedrigster  Ordnung  die  vonEnneper  ist,  also  von  der  neunten  Ordnung 
und  der  sechsten  Classe,  sowie  die  einfachste  Doppelfläche  die  Henne- 
berg'sche,  die  von  der  fünften  Classe  ist. 

Nachdem  so  eine  Reihe  allgemeiner  Eigenschaften  der  Minimalflächen 
entwickelt  ist,  werden  Minimalfläcben  gesucht,  die  gewissen  Bedingungen 
genügen  und  zwar  zunächst  diejenige,  welche  durch  eine  beliebige  ge- 
gebene Linie  geht  und  in  jedem  Punkte  derselben  eine  gegebene  Tangential- 
ebene hat,  eine  Frage,  die  zuerst  von  Björling  und  von  Bonnet  und 
später  in  eleganter  Weise  von  Herrn  Schwarz  in  seinen  Miscellen  aus 
dem  Gebiete  der  Minimalflächen  (Grelle,  Bd.  80.  1875.  S.  280)  behandelt 
ist.  Die  Sätze  von  Schwarz,  sowie  die  von  Lie  und  Henneberg, 
werden  dabei  abgeleitet.  Die  folgende  Aufgabe,  alle  algebraischen  Minimal- 
flächen zu  bestimmen,  die  einer  gegebenen  algebraischen  Fläche  einge- 
schrieben  sind,    war  bisher   nur  für  den  Fall  gelöst,   dass    die   gegebene 
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Fläche  eine  Eegelflftche  ist,  oder,  wenn  eine  abwickelbare  Flüche,  dass 
man  schon  eine  eingeschriebene  Minimalfläche  kennt.  Der  Verfasser  löst 
die  Aufgabe  allgemein  für  den  Fall,  dass  die  gegebene  Fläche  eine  ab- 
wickelbare Fläche  ist.  Dieses  Problem  giebt  zugleich  Anlass  zu  einer 
neuen  Definition  der  Minimalflächen,  die  von  Herrn  Bibaucour  gegeben 
ist:  Die  allgemeinste  Minimalfläche  ist  die  Enveloppe  der  Ebenen,  die  auf 
den  gemeinsamen  Tangenten  zweier  dem  unendlich  fernen  Eugelkreise  um* 
beschriebenen  abwickelbaren  Flächen  senkrecht  stehen  und  von  den  Be- 
rührungspunkten dieser  gemeinsamen  Tangenten  gleich  weit  entfernt  sind. 
Die  letzte  der  behandelten  Aufgaben  ist  die  von  Lag  ränge  aufgestellte 
und  von  Plateau  in  praxi  gelöste,  diejenige  Minimalfläche  zu  bestimmen, 
welche  eine  gegebene  Begrenzung  hat,  und  die  bisher  und  auch  in  diesem 
Werke  nur  für  den  Fall  in  Angriff  genommen  ist,  dass  die  Begrenzung 
aus  geraden  Linien  besteht  oder  aus  Ebenen,  welche  die  Fläche  normal 
schneidet.  Es  werden  die  Arbeiten  von  Riemann,  den  Herren  Weier- 
strass  und  Schwarz  über  diesen  Gegenstand  besprochen  und  verschie- 
dene Beispiele  durchgeführt.  Die  Lösung  des  Problems  wird  gefördert 
durch  Untersuchungen,  welche  Veränderungen  mit  F{u)  vorgehen,  wenn 
statt  u  eine  Function  von  u  eingeführt  wird,  oder  wenn  ein  anderes 
rechtwinkliges  Coordinatensystem  zu  Grunde  gelegt  wird,  doch  gelingt 
dieselbe  nicht,  da  die  auftretende  lineare  Differentialgleichung  nicht  all- 
gemein integrabel  ist.  Daher  wird  nun  die  Aufgabe  umgekehrt  und  von 
gewissen  Formen  der  Differentialgleichung  ausgegangen,  deren  Integral 
man  kennt  und  untersucht,  für  welche  Begrenzungen  diese  die  Lösung 
liefern.  Dadurch  erhält  man  unter  Anderem  die  Minimalfläche,  deren  Be- 
grenzung von  Geraden  gebildet  wird,  die  einer  festen  Ebene  parallel  sind 
und  von  Ebenen,  die  auf  dieser  Ebene  senkrecht  stehen,  von  welcher  das 
letzte  Beispiel  Biemannns  ein  specieller  Fall  ist.  WüiLGrod. 


Magnetische  Beobachtungen  auf  der  Hordaee,   angestellt  in  den  Jahren 
1884  bis  1886,  1890  und  1891.   Von  A.  Schuck.   Hamburg  1893. 
Selbstverlag  des  Verfassers.    IV.  58  S.  5  Tafeln,  gr.  4^ 
So    namhafte  Fortschritte    die   Lehre    vom  Erdmagnetismus   in  neoer 
Zeit  auch  gemacht  hat,    so    hat  doch  gerade  in  deren  eigentlichem  Vater- 
lande   die    praktische  Forscherthätigkeit    mit    jenen    keineswegs   gleichen 
Schritt  gehalten.   Nicht  als  ob  nicht  J.  v.  Lamont  und  A.  v.  Humboldt, 
auf  deren  unermüdlicher  Thäiigkeit  das  Meiste  von  dem  beruht,    was  wir 
über  das  geomagnetische  Verhalten   des    deutschen  Bodens   wissen,  später 
noch  viele  tüchtige  Nachfolger  gehabt  hätten ;  aber  was  dieselben  leisteten, 
ging   mehr   aus    der  Initiative  des    Einzelnen   hervor,   und   erst  in  aller- 
neuester   Zeit   sehen    wir    auch    staatliche   Anstalten   wieder    mehr  diesen 
Fragen  ihre  Aufmerksamkeit  zuwenden.   Der  Verfasser  der  hier  vorliegenden 
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Schrift,  durch  eine  Beihe  von  Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  wissenschaft- 
lichen Seemannskonde  wohl  bekannt,  hat  sich  das  deutsche  Meer  und  dessen 
Küstengegenden  zu  seinem  Operationsfelde  ausersehen  und  auf  zahlreichen 
auf  einander  folgenden  Seereisen  eine  stattliche  Menge  von  Thatsachen 
für  seinen  Zweck  zusammengebracht.  Er  hielt  dabei  es  für  nothwendig^ 
sich  mit  seinen  Instrumenten  ausschliesslich  Holzschiffen  anzuvertrauen,  und 
daran  that  er  gewiss  recht,  denn  wenn  auch  die  von  Airy  u.  A.  ent- 
wickelten Formeln  es  möglich  machen ,  die  durch  den  permanenten  und  den 
zeitweise  inducirten  Magnetismus  bedingten  Compassfehler  auszugleichen, 
50  wird  man  es  doch  jedenfalls  für  das  Beste  halten  müssen,  solchen 
Störungen  von  vornherein  aus  dem  Wege  zu  gehen.  Andererseits  jedoch 
wuchsen  dadurch  die  Schwierigkeiten  für  den  Beobachter,  der  nun  auf 
viele  Fahrzeuge  verzichten  musste,  die  sonst  für  ihn  und  seine  Absichten 
geeignet  gewesen  wären. 

Die  Beschreibung,  welche  Herr  Schuck  von  seinen  Apparaten  giebt, 
ist  eine  sehr  eingehende,  und  sowohl  dadurch,  wie  auch  durch  die  Dar- 
legung der  Vorsichtsmassregeln,  welche  auf  der  Beise  selbst  zum  Schutze 
dieser  Apparate  angewendet  wurden,  dürfte  sich  die  Schrift  der  Beachtung 
Dezjenigen  empfehlen,  welche  eine  ähnliche  Studienreise  zu  unternehmen 
gedenken.  Azimutalcompass,  Inclinatorium  und  Lamont'scher  Theodolit 
waren  in  der  Hauptsache  die  in  Verwendung  genommenen  Instrumente.* 
Die  Theorie  derselben  wird  vom  Verfasser  im  Besonderen  entwickelt,  wobei 
auch  auf  Probleme  Bücksicht  genommen  ward,  für  welche  sich  in  der 
Literatur  kein  ausreichender  Anhalt  vorfand;  vergl.  z.  B.  die  Berechnung 
der  Wärmecorrection  bei  Inclinationsm essungen  mit  Hilfe  des  Theodoliten. 
Einschaltend  möchten  wir  dabei  bemerken,  dass  wenn  der  Verfasser  (S.  26) 
die  , Gel.  Anzeigen **,  in  welchen  ein  Lamont'scher  Aufsatz  über  eben 
diesen  Gegenstand  zu  finden  sein  soll,  nicht  kennt,  dies  leicht  zu  be- 
greifen ist,  denn  es  werden  nur  Wenige  wissen,  dass  vor  längerer  Zeit 
auch  die  bayerische  Akademie  der  Wissenschaften  eine  periodische  Ver- 
öfiFentlichung  unter  diesen  Titel  besass,  und  offenbar  ist  auf  diese  von 
Lamont  selbst  hingewiesen  worden.  Von  entschiedenem  Interesse  sind 
die  Mittheilungen  über  die  Intensitätsmessungen  auf  offener  See,  für 
welche  sich  der  Verfasser  verschiedener  Methoden  bediente,  denn  gerade 
nach  dieser  Seite  hin  fehlt  es  noch  sehr  an  zuverlässigen  Bestimmungen, 
und  die  Isodjnamenkarten  sind,  soweit  dabei  das  Meer  in  Frage  kommt, 
vielfach  nur  als  Ergebnisse  einer  Schätzung  zu  betrachten.  Die  unserer 
Vorlage  beigefügten  Karten  dagegen,  deren  technische  Vollkommenheit 
freilich  unter  dem  Umstände  etwas  leiden,  dass  dem  Verfasser  für  die 
Publication  seiner  mühevollen  Studien  nur  seine  eigenen  Mittel   zur  Ver- 

*  Wenn  englische  Autoren  über  das  Instrumentarium  Schuck 's  die  Nase 
rümpften,  so  vergassen  sie,  dass  ein  deutscher  Privatmann  sich  eben  nach  seiner 
Decke  strecken  muss. 
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ftlgang  standen,  verdienen  das  vollste  Vertrauen;  sie  geben  die  Cnrven 
gleicher  Missweisung,  Neigung  und  horizontaler  Intensität  für  den  Erd- 
raum zwischen  48^  und  6P  nördlicher  Breite  einerseits,  zwischen  +  11^ 
Länge  (v.  6r.)  andererseits.  Soweit  dabei  das  Festland  in  Betracht  kommt  und 
die  eigenen  Beobachtungen  nicht  ausreichten ,  hat  der  Verfasser  solche 
von  den  besten  Fachmännern  der  betreffenden  Staaten  zu  Hilfe  genommen, 
wie  denn  für  die  Niederlande  Dr.  van  Rijkevorsel  die  noch  nicht  der 
Oeffentlichkeit  übergebeue  magnetische  Aufnahme  dieses  Landes  zur  theil- 
weisen  Verfügung  stellte.  Bei  solcher  Sachlage  hat  man  alles  Recht,  in 
der  Schrift  des  Herrn  Schuck  einen  werthvollen  Beitrag  zur  Physik  der 
Erde  zu  erblicken. 

München.  ^r.  S.  Günther. 

A  treatise  on  analytical  statics  with  nnmerons  ezamples,  bj  Edwabd 
JohnRoüth.  Vol.  II.  Cambridge,  at  the  universitj  press.  1892.  224  S. 
Das  Buch  enthält  die  in  den  ersten  Band  nicht  mehr  aufgenommenen 
drei  Capitel,  AttractionS;  Bending  of  rods,  Astatics.  Bei  dem  ersten 
Capitel  hat  der  Verfasser  mancherlei  beigefügt,  was  nicht  leicht  zu  finden 
ist,  weshalb  er  sich  entschlossen  hat,  ein  ausführliches  Inhaltsverzeichnis 
beizufügen,  welches  der  Vollständigkeit  wegen  auch  die  beiden  anderen 
Capitel  umfasst  Der  Verfasser  war  bestrebt,  zu  jedem  Resultat  den 
ursprünglichen  Autor  anzugeben,  was  sehr  anzuerkennen  ist.  Die  Beispiele 
sind  grösstentheils  den  Examenaufgaben  an  der  Universität  Cambridge 
entnommen.  Die  äussere  Ausstattung  ist  ebenso  sorgfältig  behandelt,  wie 
die  des  ersten  Bandes.  B.  Nebbl. 

Lehrbuch  der  Physik.  Von  J.  Violle.  Deutsche  Ausgabe  von  fünf  Assistenten 

der  physikalisch -technischen  Reichsanstalt.   Erster  Theil:  Mechanik. 

Zweiter    Band:    Mechanik    der   flüssigen    und    gasförmigen  Körper. 

Mit   309  Textfiguren.     Berlin   1893.    Verlag  von  Julius  Springs. 

489  8.  Preis  10  Mk. 
Dass  der  zweite  Band  nicht  mehr  in  einzelnen  Lieferungen  erschienen 
ist,  kann  nur  als  im  Interesse  der  schnellen  Verbreitung  des  Buches 
liegend  empfunden  werden.  Die  übersichtliche  Anordnung  des  Stoffes, 
der  schöne  und  reine  Druck,  sowie  die  saubere  Durchführung  der  bild- 
lichen Darstellungen  stehen  der  eleganten  Schreibweise  gut  an.  Die 
Schattirung  der  Glasgefässe  ist  vielfach  so  eigenartig,  dass  man  einen 
Riss  statt  den  Schatten  vor  sich  zu  haben  glaubt.  Bezüglich  der  gediegenen 
Darstellung  wird  auf  die  Besprechung  des  ersten  Bandes  des  ersten  Theiles 
verwiesen. 

Hoffentlich  gelingt  es  dem  Verleger,  den  zweiten  Theil  dieses  Lehr» 
buches,  welcher  die  Akustik  und  Optik  umfassen  soll,  im  Laufe  dieses 
Jahres  der  Oeffentlichkeit  zu  übergeben.  q^  Nbbsx- 
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Angaben  ans  der  theoretiBOben  Mechanik  nebBt  AoflÖBungen.  Von  Zboh. 

Zweite  Auflage  unter  Mithilfe  von  C.  Cbanz.    Stuttgart  1891.   Verlag 

von  J.  B.  Metzler.    225  S.    Preis  4  Mk.  20  Pf. 

Die  zweite  Auflage  ist  gegenüber  der  ersten  nicht  nur  durch  einzelne 

Beispiele,  sondern  auch  durch  neue  Capitel  yermehrt  worden.     Die  neuen 

Aufgaben  sind  grösstentheils  den  Prüfungen  bei  dem  realistischen  Professorats- 

examen   in  Württemberg  entnommen ,   weshalb  diese  Sammlung  ein  guter 

PrüflBtein  für  die  betreffenden  Candidaten   sein  wird.    Die  beiden  Capitel 

Aber  Graphostatik  und  über  mechanische  Principien  rühren  von  C.  Cranz 

her.    Leider  sind   die  Buchstaben  und   deren  Indices  bei  den  Figuren  oft 

80  klein  ausgefallen,   dass   man  sie  nur  äusserst  schwierig  erkennen  kann, 

X.  6.  Fig.  7 — 13.     Den  Aufgaben  sind   die    Losungen  beigefügt,   so   dass 

sich  das  Buch  besonders  zum  Selbststudium  der  Studirenden  eignet 

B.  Nbbäl. 

BlementaiphyBik  unter  Zugrundelegung  des  Grundrisses  der  Experimental- 
physik von  £.  Jochmann  und  0.  Hermbs,  für  den  Anfangsunterricht 
in    höheren    Lehranstalten,    herausgegeben    von   0.  Hbrmbs.     Mit 
186  Holzschnitten.    Berlin  1892.    Verlag  von  Winkelmann  &  Söhne. 
188  S.    Preis  2  Mk. 
Das  vorliegende  Büchlein  verdankt  seine  Entstehung  der  Einführung  der 
neuen  Lehrplftne  in  Preussen.    Im  Text  schliesst  es  sich  eng  an  den  allseitig 
sehr  beliebten  Grundriss  der  Experimentalphysik  von  E.  Joch  mann  an,  aus 
dem  auch  die  Figuren  entnommen  sind.     Das  letztere  Buch  bildet  die  Er- 
gänzung  dieser   Elementarphysik.      In    der  Wahl   des   Stoffes  hätte   nach 
unserem  Dafürhalten    mehr  Bücksicht  auf  das  tägliche  Leben  genommen 
werden  sollen,  so  ist  die  elektrische  Beleuchtung  nicht  ihrem  Werthe  nach 
behandelt,   die  Glühlampe  konnten  wir  nicht  finden.     Zu  wünschen  wäre 
für   eine  Neuauflage,    dass    der  Herausgeber   diesem  Gesichtspunkte   seine 
Aufoierksamkeit  zuwenden  möchte.  q^  Nbbbl. 


Orundzflge  der  Moleoular- Physik  und  der  mathematiBohen  Chemie,  dar- 
gestellt von  W.  C.  WiTTWBB.  Zweite  vermehrte  und  verbesserte  Auflage. 
Stuttgart  1893.    Verlag  von  Konrad  Wittwer.    304  S.    Preis  6  Mk. 
Die   zweite  Auflage   enthält  als  Erweiterung    diejenigen   Ergebnisse,  ^ 
welche  seit  dem  Erscheinen  der  ersten  Auflage  von  dem  Verfasser  gefunden 
wurden.     In  der  Einleitung  begründet  der  Verfasser,  weshalb  er  nicht  der 
modernen  Richtung   zu   folgen    vermag,    welche  mehr  und  mehr  von  den 
Fernewirkungen  bei  physikalischen  Kraftäusserungen  abgeht    Er  sucht  den 
Nachweis    zu  liefern,    dass  die  modernen  Ausdrücke  sich  alle  auf  Ferne- 
wirkungen zurückführen  lassen.    Im  Verfolg  seiner  Anschauungen  gelangt 
der  Verfasser  zu  neuen  Vorstellungen  über  den  Aether  und  dessen  Dichtig«        j 
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keit  im  intermoleonlaren  Zustand.  Bei  der  ZusammenfiEtösuiig  der  mit  den 
heutigen  Anschauungen  im  Widerspruch  stehenden  Resultate  auf  S.  34  muss 
wohl  unter  4  das  letzte  Wort  „zu''  statt  ^^ab**  heissen.  Sehr  interessant 
sind  die  Beziehungen  zwischen  den  Massen  -  und  Aethertfaeilchen.  Die  Con- 
stitution der  Körper  bildet  die  Brücke  zu  dem  grossen  Abschnitt,  welcher 
den  Grnndzügen  der  Chemie  gewidmet  ist.  Ein  ebenso  grosser  Abschnitt 
beschäftigt  sich  mit  der  Wärme,  während  das  Wesen  der  Elektricität  ii 
einem  kleinen  Scblussabscbnitt  in  die  Betrachtungen  hereingezogen  wird 
Alle  die  interessanten  Resultate  und  Schlussfolgerungen  mitzutheilen, 
würde  hier  zu  weit  führen;  wollten  wir  aber  einzelne  herausgreifen,  so 
würde  der  Gegensatz  zu  den  heutigen  Anschauungen  zu  schroff  und  unyer- 
mittelt  sein.  Daher  müssen  wir  das  Lesen  des  Buches  aufs  Wärmste 
empfehlen.  B.  Nbbbl. 

Die  Bestimmung  des  Molecnlargewichts  in  theoretischer  und  praktischer 
Beiiehung  von  E.  Windisoh.  Mit  einem  Vorwort  von  £.  Sell. 
Mit  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Berlin  1892.  Verlag  von 
Julius  Springer.  542  S.  Preis  12  Mk, 
Die  neuen  Methoden  zur  Bestimmung  des  Moleculargewichts  und  die 
sich  daran  anschliessenden  Schlussfolgerungen  sind  für  die  theoretische 
Chemie  von  solcher  Wichtigkeit,  dass  sich  auch  der  lediglich  in  der  Praxis 
arbeitende  Chemiker  wenigstens  mit  den  Resultaten  bekannt  machen  muss, 
wenn  er  nicht  in  kurzer  Zeit  als  mit  veralteten  Anschauungen  behaftet 
erklärt  werden  will,  um  nun  das  Studium  der  Moleculargewichts- 
Bestimmung  zu  erleichtern ,  hat  es  der  Verfasser  unternommen ,  in  einheitlicher 
Form  die  geschichtliche  Entwickelung  der  Methoden  der  Moleculargewichts- 
Bestimmung  kritisch  zusammen  zu  stellen,  an  deren  Spitze  sich  die  Ent- 
wickelung der  Moleculartheorie  befindet.  Mit  Bienenfleiss  hat  der  Verfasser 
Alles  zusammengetragen  und  überall  mit  Literaturvermerke  versehen,  so 
dass  auch  Derjenige,  welcher  auf  diesem  Oebiete  selbst  forschend  thfttig 
ist,  den  grSssten  Nutzen  von  diesem  Buche  haben  wird.  Denjenigen, 
welche  sich  erst  in  das  Gebiet  der  physikalischen  Chemie  einarbeiten  müssen, 
ist  das  Studium  durch  dieses  Werk  wesentlich  erleichtert,  denn  sie  finden 
wohl  Alles,  was  auf  diesem  Felde  geschaffen  wurde.  Die  äussere  Aus- 
stattung lässt  nichts  zu  wünschen  übrig.  q^  Nebel. 


Beiträge  zur  Theorie  der  oentro-dynamisohen  Körper.  Von  AIbx.  Wbbhicke. 

Wissenschaftliche  Beilage  zu  dem  Programm  des  Herzoglichen  Nenen 

Gymnasiums    zu   Braunschweig  1892.     Braunschweig  1892.     Job. 

Heinr.  Meyer.    36  S. 

Nach  einer  geschichtlichen  Entwicklung  des  centro-dynamischen  Charakters 

der  Körper  geht  der  Verfasser  näher  auf  die  Frage  ein:    „Welches  sind  die 
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allgemeinen  Beziehungen  zwischen  Körper -Formationen  und  Beschleunigangs- 
Gesetz,  welche  die  Existenz  centro  -  dynamischer  Körper  bedingen?^  Diese 
allgemeine  Aufgabe  lässt  sich  zurückführen  auf  die  Beantwortung  der  Frage : 
, Welche  Form  hat  das  Gesetz  g>{Q)  der  elementaren  Beschleunigung  für 
eine  homogen  belegte  KugelfiSche,  wenn  dieselbe  in  Bezug  anf  ihren  Mittel- 
punkt centro  -  dynamisch  ist  ?  "  Aus  dem  Gesetz  9  (^)  =  5 . 9  +  (7 .  -^^—^ 
folgt  für  den  Sonderfall  «  =  3:  ^ 

I.  Die    äussere    Umgrenzung   jedes    (endlichen)    centro  -  dynamischen 
Körpers  ist  eine  einzige  geschlossene  Oberfläche,    in  deren  Innen- 
raum das  dynamische  Centrum  liegt. 
IL  Das  dynamische  Centrum  eines  centro  -  dynamischen  Körpers  fällt 

mit  dem  Schwerpunkte  desselben  zusammen. 
III.  Das  Trägheits-Ellipsoid,    dessen  Centrum    mit  dem   dynamischen 
Centrum  eines  centro  -  dynamischen  Körpers  zusammenfällt ,  ist  stets 
eine  Kugel. 
Aus  den  weiteren  Betrachtungen  folgt  die  Behauptung :    „Nur  bei  dem 
elementaren  Beschleunigungsgesetze 

g>(Q):=^B.Q  +  C--^  bezw.  9>W  =  ^.^  +  O'-^Tirr 

giebt  es  in  unserem  Räume  centro  -  dynamische  Körper  bezw.  in  n  fachen 
Mannigfaltigkeiten  centro  -  dynamische  Gebilde.*'  B.  Nebel. 


Gnindlehren  der  mathematisohen  Geographie  und  elementaren  Astronomie, 

für    den    Unterricht    bearbeitet   von    Sieomund   Günther.     Dritte 
durchaus  umgearbeitete  und  revidirte  Auflage.    München  1893.  Ver- 
lag von  Theodor  Ackermann.     133  S.   und  2  Karten.     Preis  2  Mk. 
Verfasser  hat  diese  dritte  Auflage  den  Forderungen  der  neuen  Schul- 
ordnung in  Bayern   angepasst,   weshalb  das   Werkchen  gegenüber  seinem 
früheren  umfang  wesentlich  gekürzt  wurde.    Ein  Hauptwerth  wurde  darauf 
gelegt,    dass   dem  Schüler  für  üebungsmaterial    gesorgt  wurde.     Zur  An- 
regung sind  zwei  Sternkärtchen  beigefügt ,  bei  denen  es  aber  für  den  Schüler 
von  Werth   gewesen   wäre,    wenn    die  einzelnen   Sternbilder   durch   dünne 
Linien  umgrenzt  wären.     Vielleicht   nimmt  der  Verfasser  Anlass,    diesem 
Wunsche  bei  einer  Neuauflage  zu  entsprechen!  B,  Nebel. 

Blektrieit&t  und  Magnettsmui  im  Lichte  einheitlicher  Naturansohanung 
von  Th.  Sohwartzb.    Berlin  1892.    Verlag  von   A.  Seyder  (Poly- 
technische Buchhandlung).    62  S.    Preis  1  Mk.  80  Pfg. 
Nach  den  heutigen  Anschauungen  in  der  Physik  lässt  sich  Schall,  Licht, 
Magnetismus    und  Elektricität  auf  Bewegungserscheinungen  zurückführen, 
weshalb    die   scheinbar    eine    Ausnahme    bildende    Gravitation   von  vielen       j 
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Seiten  schon  als  eine  Bewegungserscheinung  zn  erklären  yersucht  wurde. 
In  dem  ersten  Capitel  sucht  der  Verfasser  die  Gravitation  als  eine  8toBS- 
Wirkung  des  Aethers  darzustellen,  so  dass  sich  die  Massenanziehung  mit 
Hilfe  der  Mechanik  erklären  Hesse«  Bei  diesen  Untersuchungen  wird  man 
direct  auf  das  Botationsproblem  gelangen,  dem  der  Verfasser  das  zweite 
Capitel  gewidmet  hai  Das  dritte  Capitel  behandelt  Elektricitftt  und  Magnetis- 
mus. Darin  entwickelt  der  Verfasser  eine  Anschauung,  die  uns  unver- 
stfindlich  ist  und  mit  den  heutigen  Anschauungen  sich  nicht  im  Einklaog 
befindet.  Es  soll  nämlich  eine  Winkelfunction  die  Dimension  einer  Zeit 
besitzen.  Natürlich  sind  auch  die  Folgerungen  daraus  solche,  welche  sich 
mit  den  heutigen  Forschungsergebnissen  nicht  decken.  b.  Nbbbl. 


Das  räumliche  Wirken  und  Wesen  der  Elektricität  und  des  Magnetism« 
Yon  Max  Möller.  Mit  8  Textabbildungen  und  3  Tafeln.  Hannoyer- 
Linden  1892.  Veriag  von  Mauz  &  Lange.  73  S.  Preis  3  Mk.  50Pfg. 
Aus  den  vielfachen  Beobachtungen,  welche  der  Verfasser  als  Wasserbau- 
Ingenieur  bei  den  Wasserwellen  gemacht  hatte,  drängte  sich  ihm  die  Frage 
auf,  ob  denn  das  Wirken  und  Wesen  der  Elektricitftt  und  des  Magnetismus 
nicht  auf  fthnliche  Bewegungen,  die  der  Aether  auszuführen  hStte,  hinaus- 
komme. Seine  Vermuthung  fand  noch  Unterstützung  durch  die  Schallwellen 
in  der  Luft  und  durch  sonstige  meteorologische  Studien.  Bei  diesen  Unter- 
suchungen betrachtet  der  Verfasser  die  Elektricitftt  als  eine  Wellenreihe  im 
Aether,  und  zwar  ist  der  galvanische  Strom  aufgefasst  als  eine  fort- 
schreitende Welle,  während  die  statische  Elektricität  mit  stehenden  Wellen 
übereinstimme.  Die  Elektricität  und  der  Magnetismus  wird  hier  von  einem  ^ 
ganz  anderen  Standpunkte  aus  behandelt,  als  dies  gewöhnlich  geschieht» 
so   dass  der  Physiker  vom  Fach  sicherlich  neue  Anregung  erfährt.  | 

B.  Nbbbl. 

Physikalisch -ökonomische   Studien.     Die  Bedeutung   der  Elektricität  f&r 
das   sociale   Leben.    Von  J.  Sangt.    Eonstanz  1892.     Verlag  von 
Ernst  Ackermann.    60  S.    Preis  1  Mk.  50  Pfg. 
Der  erste  Theil  umfasst  eine  analytisch -synthetische  Entwicklung  eines 
physikalisch  -  ökonomischen    Standpunktes,    von   welchem    aus    theoretische 
Schlüsse  gezogen  werden ,  wie  z.  B.  der  Werthunterschied  zwischen  Arbeits- 
kraft und  Arbeitserzeugniss  muss  ein  unendlich  grosser  werden.  Von  diesem 
Standpunkte  aus  unternimmt  der  Verfasser  eine  historische  Prüfung  dieses 
Satzes.     In  der  Elektricität  glaubt  der  Verfasser  eine  Kraft  zu  besitien, 
die  nichts  kostet  und  unkörperlich  ist,  sie  allein  könne  nur  zum  Ziele  führen. 
—  Derartige  Phantasiegebilde  wollen  wir,  die  wir  noch  dem  festen  Boden 
unter  den  Füssen  haben ,  nicht  mit  rauher  Hand  zerstören. 

^     B.  Nbbbl. 
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Prineiples  of  fhe  Algebra  of  Physics.  By  A.  Macfablanb.  Printed  by 
ihe  salem  press  Publishing  and  printing  Co.,  Salem  Mass  1891. 
Verfasser  ist  bestrebt,  die  Algebra  dahin  zu  erweitem  and  zu  verall- 
gemeinern, dass  sie  die  Quaternionen ,  die  Gr^ss  mann 'sehe  Methode  nnd 
die  Determinanten  vereinigt  und  sich  anwenden  iSsst  auf  physikalische 
QrOssen  im  Baum,  dass  sie  aber  zur  gewöhnlichen  Algebra  wird,  sobald 
man  specialisiri  B.  Nbbbl. 

Die  Wärmequelle  der  Oestime  in  mechanischem  Maass ,  ein  Beitrag  znr 
mechanischen  W&rmetheorie.  Von  W.  Gbf.  Heidelberg  nnd  Leipzig 
1892.  Verlag  von  Angast  Siebert.  11  S.  Preis  1  Mk. 
Verfasser  geht  von  der  Anschauung  aus,  dass  die  Schwerkraft  eine 
zum  anziehenden  Körper  hintreibende  Kraft  ist,  welche  von  der  Sonne  ver- 
nichtet wird,  wobei  von  der  Sonne  Arbeit  geleistet  wird.  Diese  Arbeit 
berechnet  nun  der  Verfasser  und  setzt  sie  in  Vergleich  mit  der  von  der 
Sonne  abgegebenen  Galerien.  Eine  üebereinstimmung,  die  nicht  einmal  in 
der  Dimension  auftritt,  sei  deshalb  unmöglich,  weil  unsere  Messinstrumente 
ffüT  den  grössten  Theil  der  von  der  Sonne  ausgehenden  Strahlen  durch- 
lissig  seien.  Das  Ergebniss  fasst  der  Verfasser  in  folgenden  Zusfitzen  zur 
mechanischen  Wärmetheorie  zusammen:  „Dem  Energieverlust  der  Weltkörper 
durch  Ausstrahlung  steht  gleichwerthig  gegenüber  Energieerzeugung  inner- 
halb der  Gestirne  durch  die  Schwerkraft''  und  „Die  Arbeit,  die  der  Körper 
im  Widerstand  gegen  Druckkräfte  verbraucht,  ist  umgesetzte  Energie  der 
Schwerkraft«  B.  Nbbbl. 

Lehrbuch  der  Physik  für  höhere  Lehranstalten,  sowie  zur  Einführung  in 
das   Studium  der  neueren  Physik.     Von  H.  Börnbr.     Mit  470  in 
den  Text  gedruckten  Abbildungen.    Berlin  1892.    Verlag  der  Weid- 
männischen Buchhandlung.    584  S.   Preis  6  Mk. 
Dieses  Physikbuch  ist  mit  Bücksicht  auf  die  neuen  Lehrpläne  in  den 
preussischen  Schulen   geschrieben   worden   und   zerföllt   demnach  in   zwei 
(fortschreitende)   Stufen.     Die  erste  Stufe,  welche  einen  mehr  inductiven 
Charakter  trägt,  umfasst  Alles,  was  ein  gebildeter  Mensch  von  Physik  wissen 
soll,  während  die  zweite  Stufe,   die  ein  mehr  deductives  Gepräge  besitzt, 
flbr  die  oberen  Classen  bestimmt  ist,   wo  sich  auch  die  Mathematik  besser 
verwenden  läset.    Das  Buch  ist  aber  auf  beiden  Stufen  doch  so  reich  mit 
Stoff  versorgt,  dass  schon  der  Verfasser  diejenigen  Partien,  die  ohne  Wei- 
teres übergangen  werden  können ,  durch  ein  Sternchen  versehen  hat.    Nach 
unserer  Auffassung  hätte  der  Verfasser  bei  dem  absoluten  Maass- System 
auch  auf  die  Dimensionen  eingehen  sollen ;  denn  dadurch  erhält  der  Schüler 
erst  den  richtigen  Einblick  in  das  Wesen  desselben  und  erkennt  den  damit 
verbundenen    grossen    Vortheil    bei   der    rechnerischen    Verwandlung    der 
Energieformen.     Bei   dem    so  inhaltsreichen  Buche  wird    dieser  wichtige         j 
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Theil  der  Physik  tun  so  mehr  yermisst,  wir  hoffen,  dass  der  Verfasser  bei 
einer  Neuauflage  diesen  Wunsch  berücksichtigen  werde.  B.  Nebel. 


Einleitung  in  dai  Stadinm  der  modernen  Elektrioit&tslehre  von  Jgnaz 
G.  Wallentin.  Mit  253  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten. 
Stuttgart  1892.  Verlag  von  Ferdinand  Euke.  560  S.  Preis  12  Mk. 
Zur  Zeit  existiren  nicht  viele  Phjsikbücher ,  welche  dem  Schaler  den 
üebergang  von  der  Experimentalphysik  zu  der  theoretischen  Physik  er- 
leichtern. Die  Bücher  über  theoretische  Physik  sind  bezüglich  der  mathe- 
matischen Ansprüche  vielfach  nur  für  die  eigentlichen  Fachleute  bestimmt 
und  nehmen  auf  solche ,  welchen  die  Kenntnisse  in  der  höheren  Mathematik 
abgehen,  keinerlei  Rücksicht  Nun  giebt  es  aber  eine  grosse  Zahl  unter 
den  Studirenden ,  welche  etwas  tiefer  in  die  Physik  einzudringen  wünschen, 
als  dies  bei  der  Experimentalphysik  möglich  ist.  Für  einen  solchen  Leser- 
kreis ist  das  vorliegende  Werk  bestimmt,  das  die  gewaltigen  Fortschritte 
der  Elektricitfitslehre  in  der  Neuzeit  zum  Gegenstande  hat.  Die  mathe- 
matischen Kenntnisse,  welche  bei  dem  Abschluss  eines  Gymnasiums  erlangt 
werden,  reichen  vollständig  aus,  um  das  Werk  mit  Nutzen  lesen  zu  können. 
Auf  angehende  Elektrotechniker  ist  besondere  Bücksicht  genommen,  die 
Maschinen  und  Messmethoden  sind  relativ  eingehend  behandelt  worden; 
auch  wurde  den  elektrischen  Einheiten,  der  Wichtigkeit  entsprechend,  ein 
besonderes  Capitel  zugewiesen.  Ausserdem  zeichnet  sich  das  Werk  doreh 
einen  deutlichen  Druck  und  sorgfältig  ausgeführte  Figuren  aus,  so  dass 
es  Vielen  sehr  zweckdienlich  sein  wird.  B.  Nebel. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


üeber  die  Wasseruhr  und  das  Astrolabium  des  ArzacheL 

Von 

Dr.  Armin  Wittstein. 


Einleitang. 

Wohl  die  Geschichte  jeder  Wissenschaft  hat  einige  homines  veteres  auf- 
zuweisen, über  die  nicht  selten  in  um  so  bestimmterer  Ausdrucksweise 
geschrieben  wird,  je  weniger  man  von  ihnen  weiss ;  je  mangelhafter  die 
Anhaltspunkte  sind,  welche  kärgliche  Nachrichten  von  ihren  äusseren  Lebens- 
umständen uns  gewähren.  Als  ein  solcher  Mann  erscheint  in  der  Astro- 
nomie des  Mittelalters  der  Arabo-Hispanier  Ärzachd  (corrumpirten  Namens), 
dessen  Gestalt  immer  noch  merklich  verstärkter  Beleuchtung  bedarf^  um 
hinreichend  scharf  begrenzt  wahrgenommen  werden  zu  können,  üeber  seine 
Lebensdauer,  deren  Fixirung  im  11.  Jahrhunderte  und  die  Zeit  seiner 
wissenschaftlichen  Thätigkeit  sind  wir  so  gut  wie  gar  nicht  unterrichtet. 
Letztere  vermuthe  ich  zwischen  1060  und  1080,  ihren  Schauplatz  aber  im 
fiberwiegenden  Maasse  in  Toledo,  woselbst  er  u.  A.  im  Jahre  1080  die 
geocentrische  Länge  des  Begulus  (le  lieu  de  R6gulus  k  132^33'  de  T^uinoxe 
vrai)  zu  132^33'  bestimmt  haben  soll,  wie  der  jiXngere  StIdiUot,  wahrschein- 
lich in  der  Absicht  damit  stillschweigend  den  Beweis  für  die  Yortrefflichkeit 
der  angewandten  Methode  (eines  Ausgleichungsverfahrens)  zu  erbringen, 
mittheilt J)  Schade,  dass  der  „wahre  Ort>'  in  Lauge  um  4^.5  zu  klein 
erhalten  wurde!  An  eine  mögliche  Verwechselung  von  2  und  6  im 
Arabischen,  d.  h.  an  einen  nur  scheinbaren  Bestand  jenes  bedauerlichen 
Misserfolges,  dabei  zu  denken,  möchte  ich  nicht  befürworten.  Dass  ich 
bei  meiner  Vergleichung  nur  das  mittlere  Aequinoctium  für  den  Jahres- 
anÜBLng  im  Auge  haben  konnte ,  dürfte  kaum  nöthig  sein  hinzuzufügen, 
eben  so  wenig  wie  die  Bemerkung,  dass  das  „wahre  Aequinoctium"  S6dillot's 
nicht  im  Sinne  unserer  heutigen  Terminologie  aufzufassen  ist.  Befreit  man 
nämlich  die  beobachtete  Position  irgend  eines  Gestirnes  von  den  Instru- 
mentalfehlem, sowie  von  dem  Einflüsse  der  astronomischen  Befraction  und, 
wenn  nöthig,  von  dem  der  Parallaxe,  so  heisst  dieselbe  jetzt  auf  das  schein^ 
bare  Aequinoctium  zur  Zeit  der  Beobachtung,  oder  auf  die  scheinbare 
Durchschnittslinie  von  Aequator  und  Ekliptik  bezogen,  —  während  früher, 
so  lange  das  uralte  Dogma  von  der  unendlich  grossen  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des  Lichtes  noch  unbeanstandet  galt,  die  am  Instrumente       ^ 
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abgelesene  und  entsprechend  verbesserte  Coordinate  eines  Objectes  am 
Himmel  schon  dessen  währen  Ort  zur  angegebenen  Epoche  repr&sentirte. 
Da  ferner  der  Glaube  an  die  momentane  Ausbreitung  des  Lichtes  einen 
eben  so  grossen  Zeitraum  hindurch  seine  Herrschaft  behauptete,  als  das 
periodische  Schwanken  der  Erdachse,  die  Nutation,  unbekannt  blieb,  so 
war  der  aus  der  Beobachtung  hervorgehende  Ort  auch  zugleich  der  tnüUere. 

Hinsichtlich  der  Beinamen  unseres  Toledaner  Astronomen  herrscht  bei 
Allen,  die  sich  mit  ihm,  aber  grösstentheils  in  recht  unbefriedigender 
Weise ^),  beschäftigt  haben,  nahezu  üebereinstimmung ;  sie  lauteten  JlS.: 
Zarkftll  oder  sJLä, j  Zarliäle  und  ^Uull  an-nakkfts.  Der  erste,  wenn  auch 
in  der  (mindest-)verderbten  Schreibweise  „ArzacheP*,  wurde  von  Anfang 
an  von  europäischen  Schriftstellern  conservirt,  den  zweiten,  der  verschiedene 
Uebersetzungen  zalässt,  mag  er  sich  entweder  durch  wirkliches  Talent  zum 
Malen  oder,  was  wahrscheinlicher  ist,  durch  seine  mechanische  Kunstfertig- 
keit in  der  Herstellung  metallener  Astrolabien  und  im  Aufreissen  der 
nöthigen  Linien  darauf  erworben  haben.  Seine  eigentlichen  Namen  an- 
langend, halte  ich  mich  an  das,  was  M,  Steinschneider^)  zu  Recht  erkannt 
hat;  danach  hiess  er  Ähu'l  Käsim  Ihn  ^ Ähdi*r  - Bahman.  Dieses,  die 
früheren  schwankenden  Angaben  endlich  berichtigende  Ergebniss  scheint 
nicht  allgemein  angenommen  oder  genügend  bekannt  geworden  zu  sein; 
denn  noch  bei  R.  Dozj  (Supplement  aux  dictionnaires  arabes.  Leyden, 
1881.  2  Bände  in  gr.  4^.)  lese  ich  Abou-Ish&c  Ibrählm  ibn-Yab7&  an- 
Naccäch,  8urnomm6  Ibn-az-Zark61. 

Als  sicher  bekannt  lässt  sich  von  Zarkäll  registriren,  dass  er  etwa 
um  das  Jahr  1080,  gelegentlich  der  Vergleichung  der  aus  seinen  eigenen 
Beobachtungen  folgenden  Sonnen -Excentricität  mit  der  al-Battdni's*),  ein 
Zurückgeben  des  Apogaeums  der  Sonne  constatirt  zu  haben  glaubte  und 
dadurch  das  Zustandekommen  der  sogenannten  Trepidations-Theorie  der 
Fixsterne  wesentlich  gefördert  hat.  Letztere,  dem  Boden  griechischer 
Astronomie  entsprossen,  war  schon  Tdbit  hen  Korra  {BJi  ^^  c;/^!^»  ^^' 
836  zu  Harrän,  gest.  901  zu  Bagdad)  plausibel  erschienen,  der  mit  Za- 
hülfenahme  einer  beweglichen  Ekliptik,  die  sich  abwechselnd  über  die  feste 
erhob  oder  unter  sie  herabsenkte,  die  Aequinoctialpunkte  um  Beträge,  die 
bis  zu  10^45'  steigen  konnten,  vor-  oder  rückwärts  schreiten  liess,  an  die 
Stelle  der  fortschreitenden  Rückwärtsbewegung  der  Aequinoctien  in  der 
Ekliptik  also  eine  oscillirende  um  ein  mittleres  Aequinoctium  setzte.  Um 
seine  Beobachtungen  mit  denen  des  al-Battftnl  in  Einklang  zu  bringen,  g&b 
ZarkäU  dem  Mittelpunkte  des  excentrischen  Kreises  eine  Bewegung  at^f 
der  Peripherie  eines  kleinen  Kreises  und  verfuhr  sonach  ähnlich,  wie 
Ptolemaeus  beim  Monde. 

Zarkäll  theilt  das  Schicksal  aller  halb  mythischen  Persönliehkeiten: 
die  Einen  heben  ihn,  sozusagen,  in  den  Himmel,  die  Anderen  weisen  ihm 
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ein  recht  bescheidenes  Plätzchen  hienieden  an.  Zu  den  ersteren,  so  viel 
steht  fest,  gehörten  seine  Fachgenossen  im  Orient,  die  ihm,  wovon  man 
sich  mehrfach  überzeugen  kann,  rückhaltlose  Anerkennung  zollten;  so 
schätzt  ihn  z.  B.  Abü'l  Hasan  'All  (bekannter  marokkanischer  Astronom 
des  13.  Jahrhunderts)  ^Is  einen  Gelehrten  ersten  Ranges.  Ihnen  ist  im 
Abendlande  der  jüngere  S^dillot  beizuzählen,  der  zwar  kein  Astronom, 
daftlr  aber  mit  der  Verleihung  des  Prädicates  ^,berühmt'^  an  orientalische 
Astronomen  um  so  freigebiger  war.  Von  den  Vertretern  der  zweiten 
Partei;  mit  entgegengesetzter  Ansicht,  will  ich  nur  JDelambre  nennen,  der 
in  seiner  Histoire  de  Vastronomie  du  moyen  äge  (Paris,  1819;  gr.  4^  Mit 
17  Figuren-Tafeln.)  zu  der  Vermuihung  gelangt,  „dass  er  nichts  weiter 
war,  als  ein  ungeschickter  Beobachter*'.  Das  Mittel  aus  diesen  divergiren- 
den  ürtheilen  wird^  denke  ich  mir,  das  Bichtige  treffen,  um  Zarkälfs 
Leistungen  in  der  theoretischen  Astronomie,  und  damit  ihn  selbst,  nach 
Verdienst,  würdigen  zu  können,  ist  eine  ganz  andere  Klärung  des  that- 
sächlichen  Sachverhaltes,  vor  Allem  eine  objectivere,  erforderlich,  als  sie 
augenblicklich  das  gesammte  Material  über  ihn  zu  bieten  vermag;  aber  zur 
Erreichung  dieses  Zweckes  dürfen  nicht  ausschliesslich  philologisch^  Kräfte 
Hand  an^s  Werk  legen,  so  bereitwillig  ich  auch  anerkenne,  dass  wir  die 
wenigen  Lichtstrahlen,  die  bis  jetzt  auf  Z.  gefallen  sind^  fast  allein  dem 
Eifer  der  Orientalisten  zu  verdanken  haben.  Das  dicitur  muss  noch  gar 
zu  oft  bei  ihm  aushelfen;  ja  wir  sind  nicht  einmal  im  Stande  genau  an- 
zugebeU;  welche  Tafeln  (die  zu  wiederholten  Malen  ins  Lateinische  übersetzt 
und  in  einigen  Manuscripten  uns  erhalten  sein  sollen)  er  eigentlich  verfasst 
habe,  ob  die  ;,l^edanischen*'  von  ihm  herrührten,  u.  s.  w.?  Letzteres  ist, 
wenigstens  füi*  mich,  durchaus  nicht  erwiesen. 

Wenn  ich  hier  versuche^  in  dem  soeben  angedeuteten  Sinne  mit  einem, 
wie  ich  hoffe,  guten  Beispiele  voranzugehen  und  zunächst  Zweierlei  von 
Dem,  was  man  dem  Zarkäll  zuschreibt,  ich  will  nicht  gerade  behaupten: 
zum  ersten  Male  zu  behandeln ^  —  wohl  aber,  auf  Grund  von  Urkunden, 
die  mir  dabei  zu  Gebote  stehen,  in^s  rechte  Licht  zu  stellen,  so  glaube  ich 
damit  für  die  Geschichte  der  Astronomie  nichts  üeberfiüssig  es  zu  unter- 
nehmen, sondern  einen  Beitrag  zu  ihr  zu  liefern,  von  dem  ich  nur  wünsche, 
dass  er,  als  Aequivalent  für  die  Mühe,  die  er  mir  gekostet  hat.  Andere  zu 
weiteren  Untersuchungen  über  einen  Mann  veranlassen  möge,  dessen  An- 
sehen sich  Jahrhunderte  lang  in  ungeschmälertem  Fortbestande  erhalten  hat. 

Ein  Astrolabium,  ZarkäUa,  das  unzweifelhaft  aus  Zark&li's  Händen  her- 
vorgegangen ,  und  dessen  Construction  wesentlich  von  der  ähnlicher  ßeob- 
achtungs- Werkzeuge ,  deren  man  sich  bis  dahin  allgemein  bediente^),  ver* 
schieden  war,  hat  höchst  wahrscheinlich  seinen  lluhm  begründet;  und  zwar 
nicht  blos  im  Morgenlande,  sondern  auch  bei  den  Abendländern,  denen 
das  „Zarcallicum*'  zu  Gesiqht  kam,  hat  es,  hier  wie  dort,  so  immenses 
Erstaunen  hervorgerufen,  dass  man  es  nur  mit  Hülfe  göttlicher  Inspiration 

tigitized  by  Vjj^^OQIC 


44  Historisch  -  literarische  Abtheilung. 

glaubte  begreifen  zu  können :  In  primis  cdehre  est  ülud  [instrumewtum]  j 
ZarcäUicuin  nuncupatum,  quod  ob  eximiam,  qud  ddmeatur,  brevUaiem,  tim 
oh  miräbüem  quam  compUctUur  Astronomiae  doärinam,  omnium  Imjusoe 
disdplmae  Professorum  manibus  terUur.  Enimverö  uW  primüm  id  Insiru- 
menti  genus  ad  Orientaks  Ästronomos  pervenU,  id  statim  vehementer  suM 
admirati;  nee  sine  divinä  ope  vd  intdUgere  potuerunt.  (Von  Casiri  1.  c.  aas  ' 
dem    Arabischen   übersetzt.)     Hat  dieses  Instrument,  dem  eine  „ftussent 

elegante  Form"  (|jcs^  JUJI  JU^Jo  SÜf,  nach  Hägi  H.)  geföUiges  Aussehen 
verlieh,  ihm  in  astronomischen  Kreisen  sein  Haupt-Benomm6e  yerschaffl, 
so  war  es  eine  Wasseruhr,  die  man  als  sein  Werk  pries,  welche  breitere 
Schichten  mit  hoher  Verehrung  für  ihn  erfüllen  musste,  wenn  sie  wirklich 
das  leistete,  was  die  Fama  ihr  nachrühmte.  Sie  nfther  zu  betrachten,  soll 
meine  erste  Aufgabe  sein. 


Anmerkungen« 

1)  X.  Am.  SidiUot,  Memoire  snr  les  Instruments  (tstronomiques  des  Ardbes. 
M.  36  lithograph.  Tafeln.  (Mdmoires  pr^sent^s  par  divers  Savants  ä  rAcad^nüe 
rojale  des  inscriptiona  et  belles-lettres  de  rinetitut  de  France.  Premiere  B^e. 
Tome  I.  Paris,  MDCCCXLIV.  4«.)  Stets  meine  ich  dieses  Werk  von  Södiilot, 
wenn  ich  im  Verlaufe  meiner  Arbeit  noch  einige  Male  genöthigt  sein  werde,  anf 
den  Verfasser  zu  recurriren;  den  Schluss  desselben  bildet,  wie  ich  gleich  anti* 
cipiren  will,  ein  sehr  werthvoller,  19  Seiten  umfassender  Indey arabischer  Eonet- 
ausdrucke,  die  der  reinen  Mathematik  und  Astronomie  entlehnt  sind.  —  Amer 
einer  Menge  von  Beschreibungen  und  Zeichnungen  verschiedener  Astrolabien  uid 
sonstiger  Instrumente,  auch  der  der  Sternwarte  zu  Merägah,  darunter  einer  Art 
von  Mauersextant  (^j^/X^Jf ),  der  vertical  im  Meridian  stand,  mit  Sehrohr  ans- 
gerüstet  und  von  beträchtlicher  Grösse  war,  —  findet  der  Leser  darin  die  sehr 
detaillirte  Untersuchung  eines  arabischen  Himmelsglobus,  womit  Jomard  das 
Departement  der  geographischen  Karten  der  Pariser  Bibliothek  bereichert  hat 
Im  Gegensatze  zu  seinem  Entdecker,  dem  Mailänder  Dr.  Schiepati,  der  ihn  au 
der  Mitte  des  11.  Jahrhunderts  stammen  lässt,  glaubt  S^dillot  hierfC)^  keine 
frühere  Zeit,  als  den  Anfang  des  13.  Jahrhunderts,  annehmen  zu  dürfen;  ver- 
muthlich  ist  er  in  Aegypten  verfertigt  worden,  üeber  den  Schrift-Charakter  theilt 
S.  nichts  mit.  Der  Globus,  weicher  einen  Durchmesser  von  etwa  18  cm  hat,  ist 
von  Messing  und  besteht  aus  zwei  Halbkugeln,  die  längs  des  HorizontalkreiBes 
(von  25  cm  Durchmesser)  zusammengelöthet  sind.  An  seinen  Polen  ragen, 
ungeföhr  26  mm  lange,  eiserne  Zapfen  hervor,  die,  wie  es  scheint,  einer  den 
ganzen  Globus  durchdringenden  Rotations- Achse  angehören  und  ihre  Lager  in 
dem  festen,  aber  nicht  mehr  vorhandenen  Meridian  hatten.  Letzterer  bt  unver- 
änderlich mit  dem  üorizontalkreis  verbunden,  der  selbst  wieder  von  4  metallenen 
Armen  getragen  wird,  die  zu  einem  modernen  hölzernen  Fnssgestelle  geh(}ren. 
Das  Ganze  hat  eine  Höhe  von  39  cm.  Ausser  denen  des  Thierkreises,  sind  noch 
22  nördliche  und  15  südliche  Sternbilder  darauf  angegeben  und,  soweit  sie  nicbt 
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durch  das  Alter  gelitten  haben,  was  leider  mehrfach  der  Fall  (S^d.  hoffte  jedoch 
▼on  Jom.,  der  solche  Lücken  nicht  dulden  werde,  eine  gründliche  Wieder- 
herstellung), ziemlich  sauber  ausgeführt.  In  ihrer  Bezeichnung  weichen  sie  aber 
▼on  der  auf  anderen,  uns  bekannten,  Globen  üblichen  theilweise   sehr  ab;  so 

heisst,  um  nur  Ein  Beispiel  zu  nennen,  die  Andromeda  dort  X4  JS  jj  ^äJI  ^  Ij4.it 
Al-mar*atn'l-lat!  lam  tara  ba*län,  „die  Frau,  welche  keinen  Mann  gesehen  hat'S 
statt  sJUmÜLmmJ!  Al-musalsela,  „die  Angekettete".    Aeqnator  und  Ekliptik  sind 
in  Grade  eingetheilt.  —  Mit  diesem  Pariser  hat  ein  anderer  arabischer  Himmels- 
globus, der  in  Florenz  aufbewahrt  wird,  und  von  dessen  Existenz  ich  leider  erst 
jetzt  Eenntniss  erhielt,  grosse  Aehnlichkeit.     Herr  F.  Meucei  hat  ihn  in  einer 
besonderen,  als  Pubhlicazione  del  B.  Istituto  di  Studi  superiari  pratici  e  dt  Per- 
fejsionamento  in  Firenee,  im  Jahre  1878  zu  Florenz  (in  kl.  4°.  m.  2  Figuren-Tafeln) 
erschienenen  Schrift   näher   beschrieben,   welche    betitelt   ist:   U  Gloho   Celeste 
ardbico  dd  secolo  XI,  esistente  nel  Gabinetto  degli  Strumenti  antichi  di  Astro- 
nomia,  di  Fisica  e  di  Matematica  del  ß.  Istituto  di  Studi  superiori.  Er  ist  gleich- 
falls aus  zwei  verlötheten  messingenen  Halbkugeln,  von  209  mm  Durchmesser, 
zusammengesetzt  und  enth&lt  47  Sternbilder,  21  nördliche,  14  südliche  und  12  im 
Thierkreis;  auch  bei  ihm  sind  Aeqnator  und  Ekliptik  in  Grade  eingetheilt  Unter 
den  Namen  der  einzelnen  Sternbilder,  welche  nicht  selten  denen  auf  dem  Pariser 
Globus  (so  bei  der  Andromeda)  völlig  identisch  sind,  überraschte  es  mich,  für 
Cepheus  „der  Fiammige*'  zu  finden,  nämlich  eine  Bezeichnung,  die,  wenn  ich 
mich  nicht  sehr  irre,  zum  ersten  Male  in  den  alphonsiDischen  Tafeln,  also  in  der 
Mitte  des  13.  Jahrhundertes,  erscheint    Der  Florentiner  Globus  enthält  folgende, 
wie  alles  üebrige^  in  kufischen  Charaktereu  ausgedrückte  Inschrift: 

„Diesen,  mit  einem  Fussgestelle  ver- 

^y>J  ,^5^*5^'  ^^^  *j^'  5^-^  ^  sehenen  Globus   hat  für  den,  mit  der 

..         ...  .  (     ((      Würde   beider  Wezirate   [nämlich   des 

v.5*^*^    v^*    vT^^*    ^'^^    O^yjT^      Krieges   und    des   Friedens]   belehnten 

^^      VjjjK*    V       tdj\      Il>!       JJ     «j      obersten  Commandanten ,  Abu  'Isä  Ihn 
^  '     ^  J^  1*        C»^   O^      Labbün,  —  Gott  verlängere  seine  Macht 

^      |"j|     Ua^aJI   u\aa.w  i.»^    -#^iT^t      und  seinen  Halt!  —  sein  Diener  Ibr&him 
^v-y^T    kS^  -^      U^r^jr       ibn  Said  as-Sahli,  der  Wagenmacher, 

,^^l^jül  >tA5^  ÄJbl  sXa^^v^  %a  JUavJJU      in  Valencia,  in  Gemeinschaft  mit  seinem 

Sohne  Muhammed,  verfertigt  und  die 

L^Uatl     w^^mJS*.      Ji.     l^     RÄiLÜI      Fixsterne,  nach  ihren  Grössen  undDurch- 

-  "  •    (      lU-t        uiessern,   daraufgesetzt.    Er  war    voU- 

jr*2  |.Lt  j^  jy  ^  c;/-^  \^j\Jas)j      ständig  im  Anfange  des  Safar  des  Jahres 

JL  kAs,  Jj1  W  ^  ZJ\  ?,^^  ^^^  ^^'  ^^""'^^  '^®'  Propheten).  Gott 
.       -5      ■  ^^^      v^r^^        J^^r      neige  sich  über  ihn  und  gebe  ihm  voll- 

UJ-*J      kommenes  Heil!" 

Herr  Professor  F.  Lasinio,  der  sich  der  mühsamen  üebersetzung  aller  auf 
dem  Globus  vorkommenden  Worte  unterzogen  hat,  ist  der  Ansicht,  dass  die 
Jahreszahl  in  den  Hunderten  jedenfalls  zuverlässig  sei  und  höchstens  478  gelesen 
werden  könne,  in  üebereinstimmnng  mit  Herrn  Meucei,  der  auf  einem  ganz 
anderen,  von  dem  seinigen  durchaus  unabhängigen  Wege  zu  demselben  Resultate 
gelangt  sei.  Letzterer  prüfte  die  Position  des  Kegulus  und  fand,  dass  die 
Himmelskugel  seine  Länge  um  14^  10'  grösser  angiebt ,  als  das  Yerzeichniss  des 
Ptolemaeus,  mithin,  die  Präceesion  zu  1°  in  66  Jahren  nach  al-Battäni  an- 
genommen, die  Zeit  der  Verfertigung  des  Globus  in  die  Nähe  des  Jahres  1075 
£EÜlen  müsse,  Ende  Juli  1080,  wie  die  Inschrift  besagt.    Gleiches  constatirte  er       1 
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dann  für  die  übrigen  Sterne.  Als  maaasgebend  für  die  Bestimmung  seines  Alten, 
da  die  Jahreszahl  undeutlich  gravirt  zu  sein  scheint,  und  in  Folge  dessen,  was 
Prof.  L.  besser  als  ich  weiss,  im  Eufischen  ausserordentlich  leicht  falsch  gelesen 
werden  kann,  erachte  ich  den  umstand,  dass  die  Persönlichkeit  des  Besitzers 
eine  wohlbekannte  und  zur  angegebenen  Zeit  lebende  war.  So  findet  sich  denn 
wirklich  in  einer  unserer  europäischen  Sammlungen  ein  arabischer  Himmelsgkbut 
aus  dem  letzten  Drittel  des  11.  Jahrhundertes,  und  mein  früherer  Ausspruch,  dan 
wir  nirgends  einen  älteren,  als  aus  dem  Anfange  des  13.  Jahrhundertes  stammen- 
den, unter  den  vorhandenen  nachweisen  könnten,  lässt  sich,  zu  meiner  Freude, 
jetzt  nicht  mehr  aufrecht  erhalten.  Die  Palme,  uns  zu  dieser  Entdeckung  Ter- 
helfen  zu  haben,  gebührt  unstreitig  Prof.  F.  Lasinio.  Was  den  Präcessions-Werth 
des  Herrn  Meucci  anlangt,  so  wäre  es  erforderlich  gewesen,  dabei  zu  bemerken, 
für  welche  Gattung  von  Jahren  er  gelten  sollte,  da  in  Strenge  unser  Sonnenjalir 
nicht  gemeint  sein  kann,  sondern  das  altägyptische  von  365  Tagen,  an  das  sieb 
die  arabischen  Astronomen,  die  es  beim  Ptolemaeus  vorfanden,  gewöhnt  hatten, 
während  es  den  persischen  besonders  bequem  war,  weil  es  seit  dem  9.  Jahr- 
hunderte mit  ihrem  eigenen  beweglichen  Sonnenjahre  zusammenfiel.  Dass  weiter 
die  Einführung  von  V^  Präcession  in  66  altägyptischen  oder  persischen  Jahren 
(die,  wenn  man  die  Schalttage  hinzurechnet,  nahe  mit  68  synodischen  Mondjahren 
übereinkommen)  von  al-Battäni  herrühre,  wird  sich  kaum  beweisen  lassen, 
sondern  dieselbe  ist  höchst  wahrscheinlich  schon  vor  ihm  erfolgt,  da,  so  viel  ich 
weiss,  bereits  die  Astronomen  des  al-Mämün  danach  rechneten;  in  den  Tcimlis 
probatis  (q^jc^ä^I  f^ji^)t  als  deren  Verfasser  der  831  verst  Jahta  ben  abi 
Mansür  (  »^jwaJU  ^!  ^  ^.a^h")  genannt  wird,  ist  sie  wenigstens  adoptirt 
Die  sonstigen  Präcessions-Werthe  der  Orientalen  und  denjenigen,  welchen  ich 
einst  selbst  dem  Astronomen  aus  Battan  beigelegt  habe,  hier  näher  zu  erörtern, 
würde  zu  weit  führen. 

2)  1.  Lexicon  hibliographicum  et  encyclopaedicum  a  Mustafa  Ben  Abdallah 
Katib  Jelebi  dicto  et  nomine  Ha^  Khalfa  celebrato  compositum.  Ad  codicom 
Vindobonensium,  Parisiensium  et  Berolinensis  fidem  primum  edidit,  latine  vertit 
et  commentario  indicibusque  instruxit  CrustawAS  Fluegd,  Tomus  tertias.  London, 
MDCCCXLU.     Gr.  4».     S.  640,  541,  566. 

Auf  der  zuletzt  angegebenen  Seite  sagt  Hägi  Halifa  (SAJi^  ^^L>], 
dass  der  Spanier  Ibn  Hammäd ,  auf  Grund  der  Beobachtungen  von  Ibrähim  Ben 
Yahya  Naccash  (nämlich  von  Arzachel),  drei  Tafeln  entworfen  habe,  von  denen 
die  eine  (^j^yO^uJI  äl-moktebes,  promptuarium)  einen  kurzen  Auszug  ans  den 
beiden  anderen  enthielt. 

2.  d' Herbelot,  BibliotUque  Orientale  etc.    III.  Band.   Paris,  1778.   4«.   S.689. 

3.  M,  Casiri,  Bibliotheca  Aräbico-Hispana  Escurialensis  etc.  I.  Band.  Madrid, 
1760.    Folio.    S.  393. 

4.  Geographie  d'Aboulfeda,  traduite  de  Tarabe  en  fran^ais  et  accompagn^ 
de  notes  et  d'äclaircissements ,  par  JReinaud,  Tome  I.  (Enthält  lediglich  Ein- 
leitendes.)   Paris,  MDCCCXLVni.    4°.    S.  CIL 

Der  Werth  dieses,  im  hohen  Grade  verdienstvollen  Werkes  liegt  darin,  dass 
es  mit  seltener  Umsicht  und  nicht  geringem  Fleisse  Alles,  was  nur  über  arabische 
(eben  so  persische  und  türkische)  Reisende  und  Geographen  (zum  Theil  anch 
Astronomen)  zu  erreichen  war,  in  sich  vereinigt;  weit  weniger  Interesse  bietet 
CS  in  der  Richtung,  die  hier  Veranlassung  war,  es  anzuführen.  So  begegnen  wir 
darin  einer,  der  des  Kosmas  sehr  ähnlichen,  Anschauung  arabischer  Cosmographen, 
welche  annahmen,  dass  Erde  und  Ocean  von  einem  unzugänglichen  Ringgebirge, 
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Uli  t[fif,  umgeben  seien,  hinter  dessen  Bücken  die  Sonne  des  Nachts  ver- 
schwinde. Ferner  wird  ans  einer  türkischen  Schrift  (Jsa^v^  mohyt,  Umkreis, 
häufig  an  Stelle  von  Joj^a  j^^^  bahr-i  mohyt,  Ocean,  stehend)  eine  Wind- 
rose, deren  Üngenanigkeit  übrigens  dem  Verfasser  nicht  entgangen  war, 
abgebildet;  sie  enthält  82  Striche  und  16  Sterne,  von  denen  16,  weil  ihre 
Auf-  und  Untergangsrichtnngen  angegeben  sind,  zweimal  auftreten.  Südpol 
(J-M^  v-'^)  ^^^  Kordpol  (vL^  V^)  ^ei^^^n  Pol  des  Suhail  und  Weltpol 
genannt.  Ein  einzelner  Strich  heisst  ^j^  b^nn«  das  7erkttrzte  persische  süL^ 
h&ne,  Haus,  PL  L^L^  h&nahfi,  hier  ^U^l,  weil  in  das  Türkische  nur  die 
angebränchliche  persische  Pluralendung  übergegangen  ist.  Bein  türkisch  würde 
der  Plural  y^iL^  h&neler  lauten,  der  Singular  ist  der  persische. 

6.  In  der  Wüstenfeld* »chen  Text-Ausgabe  des  Ibn  gallikän  (^LXli^  Q^')  * 
die  in  den  Jahren  1836  bis  1860  zu  Göttingen  in  zwei  Quart-Bänden  erschien, 
habe  ich  Arzachel  nicht  finden  können. 

8)  M.  Steinschneider,  Vite  di  matematici  arabi  tratte  da  un*  opera  inedita 
di  Bemardino  Baldi.  (BuUettino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scienze  mate- 
matiche  e  fisiche  —  Tomo  V.    Borna,  1874.    gr.  4<^.) 

8.  68:  Osserub  egli  cento  e  trent'  anni  dopo  Albategnio,  e  troub  che  a'  suoi 
tempi  la  massima  declinatione  del  Sole  era  di  gradi  uentitr^  e  trentaquattro 
minuti.  Der  Vordersatz  (nicht  v.  St.)  bestätigt  meine  Vermuthung  über  die 
Beobachtnngszeit  des  Zarkäli  im  Grossen  und  Ganzen. 

4)  -iUJL  ^jjJlJ\  -jf^Jl  «JUi  Axc  j^I  ^U-^  ^^U:-  ^  l\^^^ 
wurde  in  der  Mitte  des  9.  Jahrhundertes  zu  Battän  in  Mesopotamien,  in  der 
Nähe  von  Harr&n,  geboren  und  starb  929.  Seine  Beobachtungen  stellte  er  zu 
Bakka  am  Euphrat  von  878  bis  918  an. 

6)  Eines  der  ältesten  arabischen  Astrolabien,  die  wir  besitzen,  wenn  nicht 
das  älteste  überhaupt,  befindet  sich  in  Paris  und  wurde  in  der  ersten  Hälfte  des 
10.  Jahrhundertes  von  Ahmed  ben  galaf  für  den  Chalifen  Ga*far  ben  Almoktafi 
Billah  verfertigt.  Für  das  fehlende  Datum  —  eine  Jahreszahl  ist  nämlich  nicht 
darauf  angegeben  —  nimmt  S^dillot  einmal  (S.  160)  das  Jahr  912,  das  andere  Mal, 
22  Seiten  später,  906  an.  Da  aber  zu  beiden  Zeiten  jener  Fürst  in  noch  gar  zu 
jugendlichem  Alter  stand,  als  dass  man  ihm  schon  ein  Beobachtungs-ln&trument 
dedicirt  hätte,  habe  ich  mir  erlaubt,  hierin  eine  kleine  Aenderung  vorzunehmen, 
die  allerdings  voraussetzt,  dass  das  totU-comme-chee-noits  für  die  arabischen 
Potentaten  des  frühen  Mittelalters  noch  nicht  galt. 
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Die  Wassernbr. 

Fünfzig  Jahre  sind  verflossen ,  seit  den  Abendländern  durch  P. 
de  Gayangos'^)  Uebersetzung  das  Geschichtswerk  des  bereits  1631  — 
gerade  zur  Zeit  der  Wende,  wenn  auch  nicht  der  Schreciken  des  schlimmsten 
aller  Kriege,  so  doch  der  zur  äUmäligen  Befreiung  von  der  geistigen 
Knechtschaft  Borns  —  verstorbenen  Äl-Mäkkari  in  einer  ihrer  Sprachen 
bekannt  geworden  war.  Darin  konnte  man  eine  gar  wundersame  MShre 
lesen  von  einer  überaus  kunstvollen  Wasseruhr,  welche  Az- Zarkai  in  Toledo 
ersonnen  und  daselbst  in  Gang  gesetzt  hatte.  Da  mir  die  ganze,  lebhaft 
an  ähnliche y   aber    sehr    in's  Dunkel  der   Sage    gehüllte,  Kunstwerke  der 

i 
Jo^Ji  Jbj\  ^    [Lisez  ^jl    ^^^i   ju^vX^  ^^^1   ^.^^ULII  yJ^  ^  UJ 

«^  [Les  man.  portent  ^^\y^^,^\^j  ^LJL«.i'  ^.^I^w^^cujj  ^.^UJU^'i  U^i! 
i.5U  ^U  JA^ij  U^i  ^ysp^  J^il^JI  Jj!  ^,!  v^Jo^  juLöÄi^  j^i  gjLjj 
,^1^3  ioli  ^UJl  ^^  Ugitlw  [Faut-il  ajouter  w^  ?]  U^o  ^U  ^i 
•^LUlj   (»^1    QAi  va^vXEz)    Jljp.  "i^    %ju^    s.Äsai    U^    J>»*=^  ^U^'  j^' 

^y^      ÜAi\^     J.J-JI    ^    j<-.w     ..^AÄi     HJ^UjJI    v^Jj'     Jljj     "i^    U^Aci 

j^L.   jU^^I    8yÄa:    ,j,..*j£^    HJLJ    ^    ^jU    (oU   ^1    JL4Jo^U^^iUI    >4Ai 
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Ohaldfier  erinnernde  Erzählung  ein  wenig  romanhaft  geförbt  erschien  ^  und 
dazu  noch  das  Bedenken  kam,  ob  Zarkäll's  Schöpfung  ihn,  nur  vom  Jahre 
seiner  Bestimmung  des  Ortes  von  a  Leonis  an  gerechnet;  wirklich  über 
ein  halbes  Jahrhundert  im  Zustande  ununterbrochen  befriedigenden  Func- 
tionirens  überdauert  haben  konnte,  —  habe  ich  mich,  um  nach  Möglichkeit 
alle  Zweifel  zu  beseitigen,  mit  der  vorhandenen  üebersetzung  nicht  begnügt, 
sondern,  auf  Grund  der  Lejdener  Text- Ausgabe  in  emendirter  Gestalt 2), 
eine  zweite  angefertigt,  die  ich  im  Nachstehenden,  nebst  Urtext  und  der 
englischen,  absichtlich  nicht  in's  Deutsche  übertragenen  Conyersion,  hier 
vorlege.  —  Ob  Fleischer's  „Textverbesserungen"  und  eine  spätere  Schrift 
Loztf's  über  diese  sich  auch  auf  jene  fragliche  Stelle  erstrecken,  weiss  ich 
nicht.  —  Alles,  was  ich  aus  Anlass  meiner  üebersetzung  in  sachlicher  oder 
sprachlicher  Hinsicht  glaubte  betonen  oder  näher  discutiren  zu  müssen, 
babe  ich  im  Deutschen  durch  beigefügte  Zahlen  gekennzeichnet  und  dann 
unter  der  Bubrik  ,,Anmerkungen"  einzeln  der  B6ihe  nach  abgehandelt. 


„Einige  berichten,  als  Merkwür- 
digkeiten Andalusiens^),  von  zwei 
Becken*),  welche  ^Ähdurrahman  ^)  zu 
Toledo  verfertigt  hatte,  nachdem  ihm 
Kunde  von  dem  Talisman  in  der  Stadt 
Oedn^)  in  Indien  geworden  war,  von 
dem  Alr-Mas^üdf)  eine  Beschreibung 
gegeben  hat,  der  zu  Folge  jener  vom 
Eintritte  der  Morgendämmerung  an 
bis  zum  Untergänge  der  Sonne  einen 
Zeiger  in  Bewegung  setzte.  Diese  bei- 
den Becken  stellte  nun  ^Abdurrahman 
ausserhalb  Toledo's,  dort  wo  sich  das 
sogenannte  Gerber-Thor  (Bäbu-'d- 
dabbägln)  befindet,  an  dem  Damme 
des  grössten  Flusses  auf,  und  zwar 
in  einem  Hause,  das  gewölbte  Keller- 
räume  besass.^)  Seine  beiden  wunder- 
baren Gefässe  wurden  gefüllt  oder 
geleert  mit  dem  Wachsen  des  Mondes 
oder  mit  dem  Abnehmen  desselben, 
und  das  geschah,  weil  vor  dem  Er- 
scheinen der  ersten  Mondphase^)  sich 
(bereits)  eine  Kleinigkeit  Wasser  in 
ihnen  befand'^),  die  bei  Tagesanbruch 
auf  ein  Viertel  Siebentel  und  am 
Ende  des  Tages  auf  ein  halbes  Sie- 


Several  authors  describe  most  mi- 
nutely  two  water-clocks  which  Abu-1- 
Kasim-Ibn-Abdi-r-rahman,  known  bj 
the  sumame  of  Az-zarkal,  built  in 
Toledo,  when  he  heard  of  the  famous 
talisman  which  is  in  the  city  of  Arin 
in  India,  and  which  Mes'udi  describes 
as  marking  the  time  with  a  band 
from  sunset  to  sunrise.  These  clocks 
consisted  of  two  basins^  which  filled 
with  water  or  emptied  according  to 
the  increasing  or  waning  of  the  moon. 
Az-zarkal  placed  them  in  a  house  out 
of  the  city,  to  the  southwest,  and 
on  the  banks  of  the  river  Tajob 
(Tagus),  near  to  the  spot  called 
Babu-1-dabbaghin  (the  gate  of  the 
tanners);  their  action  was  as  follows. 
At  the  moment  when  the  new  moon 
appeared  on  the  horizon  water  began 
to  flow  into  the  basins  by  means  of 
subterranean  pipes  so  that  there 
would  be  at  day- break  the  fourth 
of  a  seventh  part,  and  at  the  end 
of  the  day  half  a  seventh  part,  of 
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>^=>  jjii\  ^LalUi  LxAaJb  ^LßfljJl  ^  J4JÜf  S^]j  [Les  man.  portenl 
*2L    U^-A^ai    U.^^   ^JcSük^S  L«^    n   J4JÜI    Xä;}    i<^^^'    ^"^   v«^^    SJLJL  |»^ 

QLaJUj  ^jfiS>'  A>-t  oüis  Ulj  ?UJI  ^  ""15^  U^aS  ^y^-s  IJjfÄJI 
Q^  vo^^o  büJxjU  rUJI  U4J  v^j  U^^  jjl  [Les  man.  portent  ^LdUi] 

[Lea  man.  portent  U^ju'  U^xi  UiSj  J^  U^i-Iy!  U^jXuI  A^c  s^äJÜs  y 

fr  « 

U^j  atv=^'  ^  U^^  L«  ÄrUJI  ^^  U4-0  ^j^  U4Ät  »w\a   *2>^  *5  ll£ 

[Les  man.  portent  U^aIS  e)'"^  Uu^^  r)'^*'^  '^'j  ^W^'  M  J^' 
l«^j^O   ^^LäJI  vu5^U     Jk::»'  yX:^\j    vJ^saj    ^    "Jfijj    J^    JlA^'St    ^^JU^  ^ 

It^^JI  s^iU^^  » Ui  [S.  La.  0.  L^^JI  L^Ji  ^'U  ^^.1  ^y  JoJ^  U^ 
J.-Ö.  oI'a  nJLm*  vj£5^0v  [La.  0.  L^xi=^'  Lj^x^sp-  c^Itao  ^^oiJlfls  1^ 
L^ir    ^j^cXi^!    |*Ui^    v^^  v^^l    «^^j4!v"   O^^   L4^c>L*Mi  wA-^*w  (^' 

JLäs  Qty^^l  ^^-^r^  oi-Ä^  e^l  v:^|;li  U*^i#.^j  M^/  J^-\v«'  »-^!; 
^1  «5J^^  LxiL^  U*  ^^j^:^«  L^^^^'j  L4^J^'  Lit  .i^JJI  L^l  ^f 
[Lesman.portent  .^«läj  UiJä  UAä  JwJU!  ^  c)It''*'^^"^J  ^L^U^.,L^Jbu3,l«gU>l 
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bentel  der  ganzen  Füllung  stieg.  *^) 
Und  diese  Füllung  von  einem  halben 
Siebentel  innerhalb  eines  Zeitraumes 
von  24  Stunden")  hörte  nicht  auf, 
bis  7  Tage  und  7  Nächte  des  Monates 
vorüber,  und  dann  beide  Becken  halb 
voll  waren;  sie  dauerte  fort  bis  zur 
Füllung  des  noch  übrigen  Restes,  d.  h. 
14  Tage  lang,  zu  welcher  Zeit  Voll- 
mond eintrat.  Dann  waren  beide 
Bassins  ganz  mit  Wasser  angefüllt. 

In  der  15.  Nacht,  als  der  Mond 
abzunehmen  begann,  nahm  auch  das 
Wasser  ab,  und  zwar  um  ein  halbes 
Siebentel  in  dem  Zeiträume  eines 
Tages  und  einer  Nacht,  so  dass,  als 
der  Mond  21  Tage  vollendet  hatte, 
die  Becken  zur  Hälfte  leer  waren. 
Und  auch  dieser  Process  hörte  nicht 
auf,  bis  in  der  29.  Nacht  des  Mo- 
nates endlich  in  den  Becken  nichts 
mehr  von  Wasser  übrig  blieb. 

Wenn  Jemand,  den  die  Sache 
nichts  anging,  sich  zu  der  Zeit  zu 
den  Becken  begab,  als  ihre  Füllung 
abnahm,  und  Wasser  hinzufüllte,  so 
wurde  es  sogleich  verschluckt,  so  dass 
kein  Wasser  in  ihnen  zurückblieb,  als 
eben  das  in  dem  entsprechenden  Zeit- 
momente nöthige.  Eben  so,  sobald  ein 
Unbefugter  aus  ihnen,  wenn  sie  nahezu 
gefallt  waren,  Wasser  entnahm,  so 
füllten  sie  in  demselben  Augenblicke, 
in  welchem  er  seine  Hand  von  ihnen 
zurückzog,  das  verlorene  Quantum 
wieder  nach.  Und  seine  beiden  Becken 
waren  wunderbarer  als  der  indische 
Talisman,  weil  sich  dieser  unter  dem 
Aequator,  da  wo  Tag  und  Nacht  ein- 
ander gleich  sind,  befand;  was  aber 
diese  beiden  betrifft,  so  hatten  sie 
ihren  Platz  nicht  auf  dem  Aequa- 
tor.'-^) 


the  water  required  to  fill  the  basins. 
In  this  Proportion  the  water  would 
continue  to  flow  until  seven  days 
and  as  manj  nights  of  the  month 
were  elapsed,  when  both  basins  would 
be  half  filled;  the  same  process 
during  the  following  seven  days  and 
nights  would  make  the  two  basins 
quite  füll,  at  the  same  time  that  the 
moon  was  at  its  füll«  However,  on 
the  fifteenth  night  of  the  month, 
when  the  moon  began  to  wane,  the 
basins  would  also  begin  to  lose  every 
day  and  night  half  a  seventh  part 
of  their  water,  until  by  the  twenty- 
first  of  the  month  they  would  be 
half  empty,  and  when  the  moon 
reached  her  twenty-ninth  night  not 
a  drop  of  water  would  remain  in 
them;  it  being  worthy  of  remark 
that,  should  any  one  go  to  any  of 
the  basins  when  they  were  not  filled, 
and  pour  water  into  them  with  a 
view  to  quicken  its  filling,  the  basins 
would  immediately  absorb  the  ad- 
ditional  water,  and  retain  no  more 
than  the  just  quantity;  and,  on  the 
contrary,  were  one  to  try,  when  they 
were  nearly  filled,  to  extract  any  or 
the  whole  of  their  water,  the  moment 
he  raised  bis  hands  from  the  work 
the  basins  would  pour  out  sufficient 
water  to  fill  the  vacuum  in  an  in- 
stant. These  clocks  were  undoub- 
tedly  a  greater  work  of  science  than 
the  Indian  talisman,  for  this  latter 
is  placed  in  a  country  under  the 
equinoctial  line,  where  the  days  and 
nights  are  of  the  same  lengtb,  while 
in  Andalus,  which  is  in  the  tempe- 
rate  zone,  it  does  not    bappen  thus. 
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sJj^    lo^\j    ^  »iJ   }^j    [G.  P.  S.  La.  LdoJ    L^^j   Ja.  jOiSi  fi 


Der  Schluss,  der  vom  Joden  Honain,  welcher  noch  Besseres  leisten 
wollte,  als  schon  da  war,  und  seinem  misslnngenen  Versuche  handelt,  ist, 
eben  so  wie  das  Yoraufgehende  vom  König  Alphons,  fdr  meine  Zwecke 
durchaus  von  keinem  Interesse;  ich  habe  desshalb  auch  keine  besondere 
üebersetzung,  die  fast  genau  wie  die  englische  lauten  würde  (nur  nimmt 
mein  Text  für  die  Begebenheit  das  Jahr  527  an),  davon  gemacht,  sondern 
geglaubt,  nur  letztere  mittheilen  zu  sollen:  Others  saj  that  tbe  cause  of 
their  being  spoilt  was  Honeyn  the  Jew,  he  who  conveyed  all  the  baths  of 
Andalus  to  Toledo  in  one  day  in  the  said  year  of  five  hundred  and 
twenty-eight  and  who  predicted  to  Alfonso,  that  his  son  would  conqner 
Gordova,  as  it  happened.  This  accursed  Jew,  being  anxious  to  discover 
the  motion  of  the  clocks,  said  once  to  Alfonso.  ^,0  king!  were  I  to  lock 
at  them  in  the  inside,  and  see  how  they  are  made,  not  only  could  I  restore 
them  to  their  ancient  state,  but  even  construct  two  others  still  more  wen- 
derful,  and  which  would  fiU  during  the  day  and  empty  at  night.*'  Alfonso 
granted  him  his  resquet,  and  the  Jew  then  had  one  opened ;  but  when  he 
afterwards  tried  to  restore  it  to  its  former  state  he  was  unable  to  accom 
plish  what  he  had  promised,  and  the  machinery  being  damaged  the  works 
were  stopped.  The  other  basin,  nevertheless ;  continued  still  to  fill  and 
empty  in  the  same  wonderful  manner;  but  Ood  is  all-knowing,  he  knows 
tbe  truth  of  the  matter.  — 

Da  uns  bedauerlicherweise  nicht  eine  einzige  nähere  Angabe  über  die, 
blos  ihrer  Wirkungsweise  nach,  skizzirte  Wasseruhr  aufklärt,  wir  also,  hin- 
sichtlich ihrer  inneren  Einrichtung,  nur  auf  Vermuthungen  angewiesen  sind, 
so  ist  es  eine  etwas  undankbare  Aufgabe,  endgiltig  und  zugleich  gerecht, 
über  dieses  mechanische  Kunstwerk  abzuurtheilen ^  von  welchem,  strenge 
genommen;  kein  sehr  zuverlässiger  Common  tator  berichtet,  und  das  —  ein 
GedankO;  der  durchaus  nicht  kurz  von  der  Hand  zu  weisen  ist  —  vielleicht 
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Sie  wSren  wobl  stets  an  Ort  und 
Stelle  in  ihrer  ünvergleichlicbkeit  er- 
balten geblieben,  wenn  die  Christen, 
Gott  verderbe  sie ! ,  nicht  Toledo  ein- 
genommen hätten.  Alfons  ^*)  empfand 
nSmlich  eine  grosse  Wissbegierde,  ihre 
Einrichtung  kennen  zu  lernen ^  und 
befahl,  eine  Maschinerie  auszugraben, 
damit  er  sähe,  woher  ihr  Wasser  kam^  ^), 
und  wie  ihr  Mechanismus  beschaffen 
war.  Sie  wurde  vom  Platze  weg- 
genommen, und  dabei  ihr  Mechanis- 
mus zerstört.  Dieses  hat  sich  im 
Jahre  528  der  Flucht  ereignet." 


They  remained  for  a  long  time  in 
Toledo,  until  that  city  was  taken  by 
the  Christians  (may  God  send  con- 
fusion  amongst  them!),  when  the 
tirant  Al-Fonsh  (Alfonso)  feit  a  great 
curiosity  to  know  how  they  were 
regulated,  and  caused  one  of  them 
to  be  excavated,  ifvhich  being  done 
the  interior  machinery  was  damaged, 
and  the  water  ceased  to  flow  into 
the  basins,  This  appened  in  the  year 
five  hundred  and  twenty-eight  of  the 
Hijra  (A.  D.  1133—1134). 


nur  in  der  Tradition  existirt  hat.  Zu  letzterer  Ansicht  neigt  man  unwill- 
kflrlich  hin,  wenn  man,  von  anderen  Gründen  ganz  zu  schweigen,  sich  ver- 
gegenwärtigt, dass  nicht  einmal  die  Vornahme  unerlaubter  Manipulationen, 
wie  Hinzufüllen  oder  Ausschöpfen  von  Wasser,  in  seinem  gleichmässigen 
Oange  eine  Störung  hervorrufen  konnte,  da  deren  schädlicher  Einfluss  im 
Na  vom  Mechanismus  paralysirt  wurde.  Doch,  dergleichen  ist  nebensäch- 
lich und  kann  unerörtert  bleiben. 

Jedenfalls  sollte  die  Wasseruhr  dazu  dienen,  der  grossen  Menge  den 
Verlauf  und  die  Dauer  eines  synodischen  Mond-Monates  (des  unter  den 
5  möglichen  Monaten  allein  hier  in  Betracht  kommenden),  so  zu  sagen: 
handgreiflich,  ad  oculos  zu  demonstriren.  Wollte  man  sich  aber  dabei, 
wie  dieser  Zweck  erreicht  wurde,  lediglich  vom  Wortlaute  der  Beschreibung 
leiten  lassen,  so  stände  man  schliesslich  vor  dem  curiosen  Resultate,  dass 
es  hierzu  genügte,  einen  oder  zwei  Behälter  innerhalb  28  Tagen  durch 
Constanten  Zu-  oder  Abfluss  von  Wasser  zu  füllen,  resp.  wieder  zu  leeren. 
Einen  solchen  Apparat  zu  construiren,  wäre  aber  sicherlich  keinem  Astro- 
nomen eingefallen;  denn  dieser  wusste,  dass  derselbe  schon  nach  Ablauf 
eines  Jahres  18  Tage  (oder  19,  wenn  das  betreffende  Jahr  355  Tage  hatte, 
mindestens  aber  etwa  14  Tage)  vom  Jahre  der  Muhammedaner^^)  abweichen 
würde,  was  denn  doch  zu  stark  war,  als  dass  selbst  der  Gläubigsten  Ver- 
trauen auf  seine  Correctheit  nicht  bald  erschüttert  worden  wäre.  Wie 
mochte  es  nun  erst  ein  halbes  Jahrhundert  später  ausgesehen  haben  I 

Falls  man  daher  dem  Kunstwerke  nicht  jede  Existenz-Berechtigung 
absprechen  und  versuchen  will,  es  auf  seinem  Ehrenplatze  zu  erhalten ^  so 
ist  man  zu  der  Annahme  gezwungen,  der  Berichterstatter  habe  von  der 
Zeiteintheilung  der  Becken  nur  so  obenhin  gesprochen,  und  die  Füllung 
(oder  Entleerung)  sei  vielmehr  in  Wahrheit  so  vor  sich  gegangen,  dass 
der  Gesammtzufluss  (oder -Abfluss)  innerhalb  ca.  14^18^22"^  beendigt^  und  . 
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die  Gefösse  selbst  so  eingetbeilt  iivaren,  dass  jedes  Siebentel  derselben  in 
2^2*^37.43"*  gefüllt  oder  geleert  wurde.  Um  das  Werk  nach  diesen  (wohl 
gemerkt!)  nur  genäherten  Angaben  zu  reguliren,  waren  sehr  gute  Ubren 
erforderlich;  die  einen  Genauigkeits-Grad  besassen,  der  den  der  arabischen 
Zeitmesser  vor  800  Jahren  weit  überragen  musste,  —  das  darf  man  nicht 
übersehen.  Ob  hiemach,  und  mit  dem  erwogensten  ürtheile  geprüft, 
mein  Vorschlag  noch  auf  Beifall  rechnen  kann,  bezweifele  ich  sehr;  ver- 
leiht er  doch  auch  nicht  meiner  innersten  üeberzeugung  Ausdruck,  die  ich 
in  dem  Bedauern  zusammenfassen  möchte,  dass  die  hübsche  Erzählung  tob 
Zarkälfs  Wasseruhr  nicht  in  „Tausend  und  eine  NcuM"  Aufnahme 
gefunden  hat.  Zwar  Hesse  sich  noch  Manches  anführen,  um  das  Chimärische, 
das  der  ganzen  Darstellung  anhaftet,  eclatant  zu  erweisen,  doch  wird  das 
Bisherige,  glaube  ich;  als  hierzu  ausreichend  befunden  werden. 


Anmerkungeii. 

1)  The  history  of  the  moJiammedan  dyncisties  in  Spain  hy  Ahmed  Um  Mo- 
hammed Al'Makkarl.  Translated  and  illustrated  by  Pascual  de  Gayangas.  2  toI 
London,  1840-1843.    4».    1.  Band,  S.  81. 

2)  AnaUctee  swr  Vhistoire  et  la  Utterature  des  Aräbes  d'Espagne,  par  AI- 
Mäkkat-i.  Publica  par  MM.  R.  Dozy,  G.  Dugat,  L.  Krehl  et  W.  Wright.—  Tome 
premier.  Premiere  partie,  publice  par  M.  WiUiam  Wright.  Leyde,  1855.  4^. 
S.  in   bis  ifA  . 

3)  Von  den  Arabero  zur  Bezeichnung  von  ganz  Spanien  gebraucht. 

4)  kJLo   bila  bedeutet  eigentlich  einen  Fisch,  Walfisch,  daneben  aber  anch, 

wie  ich  bei  Dozy  fand,  das  Bassin  eines  Röhr-  oder  Springbrunnens. 

5)  Man  beachte,  dass  hier  nur  ein  einziger,  auf  Zark&li  nicht  passender 
Name  genannt  ist. 

6)  Ganz   gewiss  muss   man,   statt  der   fehlerhaften   Lesart   ^A  Arin,  so 

lesen;  es  ist  das  dirfvfj  des  Ptolemaeus,  ein  indisches  Wort,  das  weder  von  Diesem, 
noch  von  den  Arabern,  richtig  wiedergegeben  wurde. 

7)  Geboren  in  Bagdad,  gest  956  oder  957.  Schrieb  in  der  ersten  H&lfte  des 
10.  Jahrhundertes  mehrere  historische  Werke  und  unternahm  sehr  weite  Reisen, 
so  nach  Spanien,  Persien,  Indien,  Ceylon  u.  s.  w. 

8)  Ich  kann  nicht  anders  übersetzen ,  da  mir  nicht  von  einem  leeren  Haine, 
sondern  von  einem  solchen  die  Rede  zu  sein  scheint,  dessen  unterirdische  Ver- 
bindung mit  dem  Flusse  Tajo,  deren  übrigens  nirgends  ausdrücklich  gedacht 
wird,  angedeutet  werden  sollte.  Dass  dieses  Gebäude  südwestlich  (oder,  wie  die 
Araber  auch  sagen :  im  Westen  des  Winters)  von  der  Stadt  lag,  finde  ich  gleich- 
falls nicht  bemerkt. 

9)  Der  synodische,  von  Neumond  zu  Neumond  dauernde,  Monat  beginnt 
stets  au  dem  Abende,  an  welchem  man  in  der  Dämmerung  die  Mondsichel  zaerst 
erblickt.  Naturgemäss  Hess  sich  von  einer  derartigen  Fizirung  des  Monat- 
Anfanges  keine  grosse  Schärfe  erwarten,  sondern  ihre  unausbleibliche  Folge  war 
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ein  beetändiges  SchwaDken  des  Volkskalenders,  das  schon  Al-Fergäoi  (in  der 
Mitte  des  9.  Jahrhnndertes)  schildert,  wenn  er  sagt:  „Die  Beobachtaag  der  Mond- 
phase giebt  den  Monat  bald  länger,  bald  kürzer,  so  dass  zwei  aaf  einander 
folgende  Monate  30  oder  29  Tage  halten  können,  und  der  Anfang  des  Monates, 
wie  ihn  die  Rechnung  und  die  Beobachtung  geben,  nicht  allemal  auf  Einen  Tag 
trifil,  sondern  sich  beide  erst  im  Verlaufe  der  Zeit  ausgleichen/* 

10)  So  zu  verstehen,  dass  im  Moment  des  Neumondes  das  Wasser  an- 
gefangen hatte  zu  fliessen,  seitdem  aber  schon  einige  Zeit  verstrichen  war.  Die 
Ausdrucksweise  ist  eine  auffallend  präcise. 

11)  Wörtlich:  „In  diesem  Sinne  wird  bei  Tagesanbruch  V4  Siebentel  Wasser 
in  ihnen  sein/*  Das  „Viertens  das  höchstens  dann  approximative  Geltung  haben 
würde,  wenn  der  Neumond  in  der  Nähe  der  Aequinoctien  eintritt,  habe  ich 
auch  nur  als  einen  Aushülfs-Bruchtheil  gelten  lassen.  Den  bürgerlichen  Tag 
(&xJLJb  |*j^  jaiim   bilailathi,  den  Tag  mit  seiner  Nacht^  beginnen  die  Araber 

mit  dem  Untergange  der  Sonne,  so  dass  am  jL^ty^I  eine  Nacht  und  ein 
natürlicher  Tag  abgelaufen  waren,  letzterer  selbstverständlich  in  der  Bedeutung 
von  Tageshelle  genommen,  nicht  in  seiner  astronomischen,  wonach  er  die  Zeit 
bezeichnen  würde,  in  der  die  Sonne  zum  Meridian  zurückkehrt. 

12)  Wörtlich:  „Zwischen  Tag  und  Nacht." 

13)  Was  mag  sich  der  Berichterstatter  eigentlich  dabei  gedacht  haben? 
Offenbar  etwas  Verworrenes;  denn  sonst  hätte  er  nicht  Begriffe  zur  Vergleich ung 
herbeigezogen,  die  dazu  gar  nicht  auffordern,  und*  angenommen,  dass  beim 
Toledaner  Apparat  der  Einfluss  wechselnder  Tageslänge  durch  eine  im  Ver- 
borgenen wirkende  Kraft  ausgeglichen  würde,  beispielsweise  also,  indem  er  die 
täglichen  scheinbaren  Mond-Umläufe  mit  denen  der  Sonne  vermengte,  bei  Tages- 
anbruch stets  ein  im  Voraus  bestimmbares  Wasser-Quantum  darin  vorhanden 
sein  müsse.  Ueberhaupt  lässt  sich  kein  Sinn  in  das  Ganze  hineinbringen,  und 
hat  unser  Gewährsmann  wahrscheinlich  nur  ein  wenig  sein  Licht  leuchten 
lassen  wollen. 

14)  Alpbons  VII.  von  Castilien. 

16)  Wörtlich:  „Wie  ihre  Abhängigkeit  vom  Wasser.*' 

16)  18^.36706  vom  Himmel,  wenn  man  die  mittlere  Dwier  einer  synodischen 
Bevolution,  die  von  der  für  eine  gegebene  Zeit  geltenden  um  mehrere  Stunden 
im  positiven  oder  negativen  Sinne  verschieden  sein  kann,  zu  29^  12^44°^  2". 9 
rechnet. 

Endlich,  um  an  Nichts  achtlos  vorübergegangen  zu  sein,  komme  ich  noch 
einmal  auf  die  Stelle  zurück,  die  Gayangos  so  übersetzt  hat:  At  the  moment 
^hen  the  new  moon  appeared  on  the  horizon.  Möglich,  dass  in  seinem  Texte 
vJ^L^i  s^UxJ  stand,  und  dieses  dann  heissen  konnte:  „Genau  im  Augenblicke, 
als  Neumond  eintrat."    Ich  würde  aber  vorziehen,  zu  sagen:  „als  die  erste  feine 

Mondsichel  erschien'*;  denn  J«^  hiläl  bezeichnet   eigentlich   einen   Spielraum 

▼on  ein  Paar  Tagen,  innerhalb  dessen  man  (etwa  durch  die  Ungunst  der  Witte- 
rang verhindert)  zum  ersten  Male  'das  Vorhandensein  einer  hellen  Sichel  con- 
statirt,  ja  sogar  dient  es  zur  Bezeichnung  einer  ganzen  Lunation. 

(Schluss  folgt.) 
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Ulissb  Dini,  Ornndlagen  für  eine  Theorie  der  Functionen  einer  Yer- 
ftnderlichen  reellen  Orösse.  Deatsch  bearbeitet  Yon  Dr.  Jacob 
LüROTH  und  Adolf  Schepp.  Leipzig ,  B.  G.  Teubner.  1892.  XVIII 
u.  554  S. 

Obschon  das  vorliegende  Werk  in  seiner  Original -Gestalt  bereits  in 
den  Jahren  1875 — 78  erschien,  so  bildet  es  doch  bis  zum  heutigen  Tage 
das  einzige  ausfCLhrliche  Lehr-  und  Handbuch  fUr  die  moderne  Theorie 
der  Functionen  einer  reellen  Variablen,  wie  sie  sich  nach  Einführung  des 
allgemeinen  Functions  -  Begriffes  durch  Dirichlet  und  seit  Biemann's 
grundlegender  Abhandlung  über  die  Fourier'sche  Beihe  insbesondere 
durch  die  Arbeiten  von  Hankel,  Dedekind^  Heine,  G.  Gantor, 
Du  Bois-Bejmond,  Thomae,  Uarboux,  durch  Weierstrass'  Vo^ 
lesungen  und  Dini's  eigene  Untersuchungen  herausgebildet  hat.  Deim 
auch  das  im  Jahre  1886  publicirte  Lehrbuch  von  J.  Tannerj:  j^Intro* 
duction  a  la  Theorie  des  Fonctions  d'uile  Variable*'  wiU,  wie 
schon  der  Titel  besagt,  nur  zur  „Einführung''  in  diesen  Zweig  der 
Functionen  -  Theorie  dienen  und  kann  hierfür  namentlich  dem  angebenden 
Mathematiker  in  der  That  vortreffliche  Dienste  leisten:  dasselbe  beschränkt 
sich  indessen  auf  eine  präcise  und  anschauliche  Darstellung  der  zu  einer 
strengen  Begründung  der  Infinitesimal -Analjsis  dienenden  Haapt-Principien, 
ohne  in  eine  ausführliche  Discussion  der  mannigfachen  complicirteren 
Möglichkeiten  einzutreten^  zu  welchen  die  Begriffe  der  Stetigkeit,  des 
Differential -Quotienten  und  des  Integrales  einer  Function  Verankssong 
bieten.  Wer  sich  über  diese  Dinge  im  Zusammenhange  zu  orientiren 
wünschte  oder  über  irgendwelche  hierher  gehörige  Specialfragen  B&Üi 
suchte,  blieb  nach  wie  vor  auf  das  Dini'sche  Buch  angewiesen. 

Nun  liegt  es  aber  in  der  besonderen  Natur  der  vorliegenden  Materie^ 
bei  deren  Behandlung  es  weit  mehr  auf  Feinheit  und  SchSrfe  des  Wert- 
ausdruckes; als  auf  complicirte  analytische  Entwickelungen  ankommt,  dass 
hier  dem  Nicht -Italiener  die  fremde  Sprache  ganz  besondere  Schwierig- 
keiten bereiten  musste.  Sodann  kam  aber,  namentlich  für  die  BenütKoog 
des  Buches  zum  Nachschlagen,  noch  ein  anderer  Umstand  als  äusserst 
erschwerend  in  Betracht:  das  Fehlen  einer  ausreichenden ,  anch  typogri^isch 
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hinlänglich  kenntHoh  gemachten  Gliederung  und  eines  ausführlichen  Inhalts- 
verzeichnisses  —  Mängel,  welche  um  so  schwerer  in's  Gewicht  fallen 
mussten,  als  das  Buch  infolge  äusserer  Umstände  nicht  aus  einem  Gusse 
entstanden  war  und  infolge  dessen  in  Bezug  auf  Disposition  mancherlei 
zn  wünschen  übrig  lässt. 

Hiernach  kann  es  wohl  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  die  Herren 
Lüroth  und  Schepp  durch  die  Herausgabe  einer  deutschen  üebersetzung, 
welche  zugleich  die  eben  angedeuteten  Mängel  beseitigt,  der  mathematischen 
Welt  (und  zwar  nicht  blos  der  deutschen  allein)  einen  wirklichen  Dienst 
geleistet,  zumal  sie  auch  daftir  Sorge  getragen  haben,  durch  mancherlei 
anderweitige  Verbesserungen  und  Zuthaten  den  Werth  und  die  Branch- 
barkeit  des  Buches  noch  zu  erhöhen.  Ein  überaus  sorgfältig  gearbeitetes 
Register  y  in  welchem  der  Inhalt  eines  jeden  der  294  Paragraphen  speci- 
ficirt  erscheint,  gestattet  eine  rasche  und  bequeme  Orientirung  über  das 
ganze  Buch,  welches  auch  durch  passende  Gliederung  der  im  Originale 
unverhältnissmässig  lang  gerathenen  (nämlich  nicht  weniger  als  241  Seiten 
umfassenden)  beiden  letzten  Kapitel  an  üebersichtlichkeit  merklich  gewonnen 
hat.  In  einer  Reihe  von  Zusatz- Paragraphen,  welche  an  entsprechender 
Stelle  eingeschaltet  und  als  solche  kenntlich  gemacht  sind,  werden  die 
wichtigsten  Ergebnisse  neuerer  Arbeiten  mitgetheilt,  während  im  üebrigen 
die  neuere  Literatur  durch  zahlreiche  Fussnoten  und  ein  am -Ende  des 
Buches  befindliches  ausführliches  Literatur -Verzeichniss  berücksichtigt  wird. 

Eine  vollständige  ümarbeitang  hat  das  erste,  von  den  rationalen 
und  irrationalen  Zahlen  handelnde  Kapitel  erlitten.  Während  nämlich 
Dini  die  Dedekind'sche  Definition  der  Irrationalzahlen  zum  Ausgangs- 
punkte nahm,  wird  hier,  in  üebereinstimmung  mit  dem  jetzt  in  Deutsch- 
land zumeist  herrschenden  Usus,  die  Cantor'sche  Definition  der  Irrational- 
zahlen durch  Irreguläre  Zahlenfolgen''  oder,  wie  sie  hier  genannt  werden, 
„convergente  Gruppen '^  zu  Grunde  gelegt  Können  wir  uns  hiermit 
im  Principe  zwar  Tollkommen  einverstanden  erklären,  so  erscheint  es  uns 
doch  incorrect,  wenn  im  §  3  gesagt  wird:  „Eine  Gruppe,  deren 
Elemente  convergiren,  bezeichnen  wir  als  irrationale  Zahl'^ 
Denn  da  eine  solche  Gruppe  doch  ebenso  gut  auch  eine  rationale  Zahl 
definiren  kann,  so  erschiene  hier  die  rationale  Zahl  als  ein  specieller 
Fall  der  irrationalen  (etwa  wie  es  üblich  ist,  die  reelle  Zahl  als 
speciellen  Fall  der  complexen  aufzufassen),  was  doch  dem  Sprachgebrauch 
g&nzlich  zuwiderläuft  und  thatsächlich  auch  zu  einer  völligen  Begriffs- 
verwirrung führen  würde.  Es  müsste  also  etwa  heissen:  „Eine  Gruppe, 
deren  Elemente  convergiren,  bezeichnen  wir  als  eine  allgemeine 
Zahl".  Sodann  wäre  zunächst  der  Begriff  der  Gleichheit  bezw.  Ungleich- 
heit solcher  ^allgemeiner  Zahlen"  in  der  üblichen  Weise  zu  definiren^  wobei        j 
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also  insbesondere  die  y, allgemeine  Zahl^  (a^,  a^,  ^s ).•••)  der  natdrUohen 
oder  rationalen  Zahl  b  gleich  genannt  wird^  wenn  die  Elemente  der 
Gruppe  (&  —  «1,  ft  —  Oj,  6  —  Oj,  . . . .)  gegen  Null  conyergiren.  Nun  erst 
kann  man  die  irrationale  Zahl  in  folgender  Weise  definiren:  ,,Jede  allge- 
meine Zahl,  welche  keiner  natürlichen  (rationalen)  gleich  ist, 
heisst  eine  irrationale  Zahl^^  —  wobei  dann  freilich  noch  zur  VerYoU- 
ständigang  dieser  Definition  za  zeigen  wäre,  dass  es  thatsachlich  „^Hgt- 
meine  Zahlen'^  giebt,  welche  diese  Eigenschaft  besitzen. 

Von  den  nun  folgenden,  dem  Dini 'sehen  Originale  sich  genau  an- 
schliessenden Capiteln  behandelt  das  zweite  die  Cantor'sche  Theorie  der 
Zahlen-  bezw.  Punkt-Mengen,  das  dritte  den  Begriff  des  Orenx- 
werthes,  sowie  den  des  üneudlichkleinen  und  Unendlichgrossen. 
Nachdem  sodann  im  vierten  Capitel  der  Begriff  der  Function  und  daran 
anknüpfend  derjenige  der  Continuität  und  die  verschiedenen  Möglich- 
keiten Yon  Descontinuität  erörtert  sind,  beschäftigt  sich  das  fflnfte 
Capitel  zunftchst  mit  den  in  irgend  einem  Intervalle  stetigen  FonetioBeB. 
Dabei  ergiebt  sich  im  Anschluss  an  den  von  Weierstrass  herrfihrendeD, 
für  die  Charakterisirung  der  stetigen  Functionen  fundamentalen  Satz,  dass 
jede  in  einem  Intervalle  stetige  Function  daselbst  mindestens  ein  Maximum 
und  Minimum  besitzt,  eine  Eintheilung  der  stetigen  Functionen  in  zwei 
wesentlich  verschiedene  Klassen:  solche,  die  in  jedem  endlichen  Intervalle 
nur  eine  endliche  Anzahl  Schwankungen,  d.  h.  Maxima  und  Minima 
besitzen  und  die  nach  C.  Neumann's  Terminologie  als  abtheilungs- 
weise  monoton  bezeichnet  werden,  und  solche  mit  unendlich  vielen 
Schwankungen.  An  die  Erwähnung  der  abtheilungsweise  monotonen 
Functionen  schliesst  sich  im  folgenden  Capitel  naturgemftss  diejenige 
der  abtheilungsweise  stetigen,  deren  Studiiun  sich  im  Wesentlichen 
auf  das  der  schlechthin  stetigen  reduciren  Iftsst,  und  denen  sodann  die 
unendlich  oft  unstetigen  Functionen  gegenüber  gestellt  werden. 

Das  ziendich  umfangreiche  siebente  Capitel  bringt  zunftchst  den 
wichtigen  Begriff  der  Derivirten  einer  Function  und  —  nach  einer  Kritik 
der  früheren,  heutzutage  als  falsch  erkannten  Ansichten  über  die  Noth- 
wendigkeit  der  Existenz  einer  bestimmten  Derivirten  als  blo|6e  Folge 
der  Stetigkeit  —  eine  Beihe  von  Sfttzen,  welche  umgekehrt  darauf  aus- 
gehen ^  aus  der  Annahme  der  Existenz  einer  bestimmten  Derivirten  gewisse 
Eigenschaften  der  betreffenden  Functionen  zu  erschliessen.  Daran  kntipfen 
sich  Betrachtungen  über  die  Ordnung  des  Verschwindens  von  f(x  +  h)''f  (*) 
mit  verschwindendem  h  und  über  die  zweite  Derivirte. 

um  sodann  die  nöthigen  analytischen  Hilfsmittel  zur  Herstellung  von 
Beispielen  für  die  bisher  gewonnenen  Ergebnisse,  wie  auch  iür  weitere 
Untersuchungen  zu  gewinnen,  folgt  als  achtes  Capitel  ein  Ezcors  über 

Dlgltized  by  ^^JKJKJW IV^ 


Beoensionen.  59 

anendliche  Reihen,  insbesondere  über  deren  sogenannte  gleich- 
massige  Convergenz  und  gliedweise  Differenzirbarkeit.  Was  nun 
den  Begriff  der  gleichmSssigen  Convergenz  betrifft,  so  verdient  hier  bemerkt 
zu  werden,  dass  derselbe  nicht  von  allen  mathematischen  Autoren  in 
gleicher  Weise  definirt  wird.  Während  nämlich  die  Mehrzahl  derselben 
eine  Beihe  für  ein  gewisses  Intervall  der  Variablen  x  nur  dann  gleich- 
mftssig  convergent  nennt,  wenn  zu  beliebig  klein  vorgelegtem  positiven  s 
eine  Zahl  m  sieh  so  bestimmen  lässt,  dass  für  alle  Zahlen  fi  ^  m  der 
absolute  Betrag  des  Bestes  Jß„  (x)  unter  €  herabsinkt,  so  verlangen  andere 
(z.B.  Darboux  in  seinem  Memoire  sur  les  fonctions  discontinues) 
von  einer  als  gleichmttssig  convergent  zu  bezeichnenden  Reihe  nur  so  viel, 
dass  für  irgend  ein  bestimmtes  m  stets 

wird.  Da  diese  letztere,  offenbar  weitere  Definition  bei  allen  Betracht- 
ungen, welche  sich  auf  Stetigkeit,  Differentiation  und  Integration  unend- 
licher Beihen  beziehen,  genau  dasselbe  leistet,  wie  die  zuerst  angeführte, 
während  thatsächlich  fast  alle  bekannten  Beihen,  die  in  diesem  weiteren 
Sinne  „gleichmässig"  convergires,  eo  ipso  auch  jener  engeren  Definition 
genügen  und  somit  die  charakteristische  Eigenschaft  besitzen,  dass  die 
AnnSherung,  die  durch  Summation  einer  gewissen  endlichen  Oliederzabl 
erreicht  wird,  stets  auch  erhalten  bleibt  bei  weiterer  HinzufCLgung  beliebig 
vieler  Glieder  —  so  erscheint  es  zweckmässig,  beide  Definitionen  neben 
einander  einzufahren.  Dies  geschieht  hier  in  der  Weise,  dass  die  Erfüllung 
jener  engeren  Bedingung  schlechthin  als  gleichmässige  Convergenz, 
dagegen  diejenige  der  weiteren  als  einfach  gleichmässige  Convergenz 
bezeichnet  wird;  auch  wird  an  einem  Beispiele  gezeigt,  dass  es  thatsächlich 
Beihen  giebt,  weiche  in  der  Umgebung  gewisser  Stellen  nur  einfach, 
nicht  aber  schlechthin  gleichmässig  convergiren  (S.  138^  Fussnote). 
Hierauf  wird  im  Anschlüsse  an  den  Begriff  der  gleichmässigen  Convergenz 
eine  Anzahl  von  Lehrsätzen  über  Stetigkeit  und  Differentiation 
unendlicher  Reihen  entwickelt,  welche  zunächst  im  neunten  Capitel 
dazu  benützt  wird,  um  das  sogenannte  Princip  der  Verdichtung  der 
Singularitäten  mit  aller  Strenge  zu  begründen. 

Während  aber  Dini  bei  der  Abfassung  seines  Buches  lediglich  auf 
die  in  mehrfacher  Beziehung  unvollkommene  Hanke Tsche  Methode  ange- 
wiesen war,  wird  hier  noch  in  einer  Reihe  von  Zusatz -Paragraphen  die 
inzwischen  publicirte,  wesentlich  vollkommenere  Cantor'sche  Methode 
mitgetheilt  und,  wie  jene  erstere,  zur  analytischen  Darstellung  von  Func- 
tionen verwendet,  welche  in  jedem  endlichen  Intervalle  eine  unendlich 
grosse  Anzahl  von  Singularitäten  in  Bezug  auf  Continuität,  Maxima  und 
Minima  oder  Existenz  der  Derivirten  besitzen.    Die  hierbei  sich  ergebende 
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Möglichkeit,  stetige  Ftuiclionen  zu  constmiren,  welche  in  unendlich  Tiden 
Punkten  jedes  beliebigen  Intervalles  keine  oder  eine  unendlich  grosse 
Derivirte  haben,  w&hrend  in  allen  übrigen  Punkten  die  Ezistenr.  einer 
bestimmten,  endlichen  Derivirten  festgestellt  werden  kann  oder  allenfalls 
fraglich  bleibt,  führt  dann  im  folgenden  —  zehnten  —  Capitel  zur 
Constraction  von  Functionen,  welche,  obgleich  stets  endlich  und  continnir- 
lieh,  in  keinem  Punkte  eine  bestimmte  und  endliche  Derivirte 
haben.  Es  werden  zwei  Methoden  angegeben,  um  ganz  allgemeine  Typen  solcher 
Functionen  herzustellen,  yon  denen  dann  das  erste  bekannte  Beispiel  dieser 
Art,  die  Weierstrass'sche  Function  Za"  sinh^x,  als  spedeller  Fall  erscheint 

Es  folgen  nun  im  elften  Capitel  weitere  allgemeine  Untersuchungon 
über  Zuwacbsverhältnisse  und  Derivirte,  welche  vor  allem  zu  einer 
zweckmässigen  Eintheilung  aller  stetigen  Functionen  in  zwei  schsif 
getrennte  Classen  führt.  Als  stetige  Function  der  ersten  Art  wird 
ausser  den  abtheilungsweise  monotonen  jede  solche  bezeichnet,  die  zwar 
unendlich  viele  Maxima  und  Minima  oder  „Invariabilitätszflge" 
(d.  h.  Strecken,  in  denen  sie  constant  ist)  besitzt,  aber  durch  Addition 
bezw.  Snbtraction  einer  passenden  Linear -Function  in  eine  monoton  zn- 
bezw.  abnehmende  verwandelt  werden,  oder  —  was  offenbar  auf  dasselbe 
hinausläuft  —  in  die  Summe  einer  monoton  zu-  und  einer  monoton  ab- 
nehmenden Function  zerlegt  werden  kann.  (Dabei  zeigt  sich  insbesondere, 
dass  nicht  einmal  die  Monotonie  in  Verbindung  mit  der  Stetigkeit 
das  Fehlen  einer  bestimmten  Derivirten  für  unendlich  viele  Punkte  jedes 
endlichen  Intervalles  ausschliesst.)  Als  stetige  Functionen  zweiter  Art 
oder  auch  als  irreducibel  oscillirende  Functionen  werden  dagegen 
diejenigen  bezeichnet,  welche  die  genannte  Eigenschaft  nicht  besitzen. 
Diese  Eintheilung  erscheint  u.  A.  aus  dem  Grunde  voftheilhaft,  weil  sich 
nunmehr  gewisse  Sätze,  die  zunächst  nur  für  abtheilungsweise  monotone 
Functionen  bewiesen  sind,  ohne  Weiteres  auf  die  stetigen  Functionen 
erster  Art  (,,reducibel  oscillirende^^  Functionen*)  übertragen  lassen,  so 
z.  B.,  wie  ich  erläuternd  bemerken  will,  die  Dirichlet'schen  Ergebnisse 
über  die  Fourier'sche  Reihe. 

Beruht  schon  die  eben  erwähnte  Classification  auf  einer  präcisen 
Unterscheidung  der  möglichen  Grenzen,  innerhalb  deren  der  Differenzen- 
quotent    oder,    wie    er   hier   genannt   wird,    das    Zuwachsverhältniss 

— LlJ.  för  alle  Werthe  x  eines  gewissen  Intervalles  (a,  6)  sich 

bewegen   kann,    während  Ä,    nur  Werthe    eines   bestimmten  Vorzeichens 
annehmend,  beständig  verkleinert  wird,  so  folgt  nun  eine  genauere  unter- 

*  Gamille  Jordan  bezeichnet  sie  analog  als:  Fonctions  a  Yariatioa 
limitäe.    Coura  d'Analyse.  T.  II.  p.  S16. 
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sachung  deijenigen  Beziehongen,  welche  sich  aus  der  Betrachtung  der 
rechts-  und  linksseitigen  d.  h  für  positive  und  negative  h  ge- 
bildeten Zuwachsverhftltnisse  ergeben.  Bezeichnet  man  mit  Ix  die 
untere,  mit  L^  die  obere  Grenze*  des  rechtsseitigen  Zuwachs- 
verhSltnisses  für  irgend  einen  dem  Intervalle  (a,  h)  angehörigen  Werth  x 
und  für  alle  möglichen  (positiven)  Werthe.Ä  <  5  —  a;,  mit  l  die  untere 
Grenze  aller  ?«,  mit  L  die  obere  Orenze  aller  X«,  wenn  x  successive 
alle  Werthe  des  Intervalles  (a,  h)  durchläuft;  desgleichen  mit  tg^  Z'^  IJ 
die  analogen  Grössen  für  das  linksseitige  Zuwachsverhältniss:  alsdann 
ISsst  sich  zunftchst  zeigen,  dass  stets  Z'»?,  L' ^  L  sein  muss.  Aus  der 
eventuellen  Beschaffenheit  dieser  zwei  für  die  Function  f(x)  im  Intervalle 
{a]  b)  charakteristischen  Zahlen  erschliesst  der  Verfasser  gewisse 
Fnndamentalsätze  über  die  Existenz  einer  Derivirten,  die  zunächst  dazu 
dienen  sollen^  jenes  ältere,  als  falsch  erkannte  Postulatum  einer  wenigstens 
im  Allgemeinen  bestimmten  Derivirten  für  jede  stetige  Function  zu  ersetzen, 
sodann  aber  auch^  wie  der  Verfasser  bemerkt,  möglicherweise  die  Grund- 
lagen einer  allgemeineren  Bechnungsmethode  zu  bilden,  die  über  die 
Leistungsföhigkeit  der  Differentialrechnung  hinaus  auch  die  nicht - 
differenzirbaren  Functionen  einer  analytischen  Behandlang  zugänglich 
machen  würde. 

Um  diesem  Ziele  näher  zu  kommen ,  werden  nunmehr  diejenigen  für 
beliebige  stetige  Functionen  stets  existirenden  Grössen  eingeführt,  welche 
den  gewöhnlichen  Derivirten  (vor-  und  rückwärts  genommenen 
Differentialqnotienten)  der  differenzirbaren  Functionen  in  der  Weise  ent- 
sprechen, dass  sie  dieselben  als  specielle  Fälle  enthalten.  Es  sind  dies 
die  mit  A«,  A«  bezeichnete  untere  und  obere  ünbestimmtheits- 
grenze  des  rechtsseitigen  Zuw9.ch8verhältnis6es  für  Zim  ^ * -f- 0,  welche 
als  rechte  untere  und  rechte  obere  Derivirte  definirt  werden;  und 
ebenso  die  mit  l'x)  A'«  bezeichneten  analogen  Grössen  für  das  links- 
seitige Zuwachsverhältniss  als  linke  untere  und  linke  obere  Deri- 
virte: Dieselben  können  auch  aufgefasst  werden  als  die  Grenzwerthe  der 
oben  mit  Ix,  L^  bezw.  2'«,  Vx  bezeichneten  Grössen,  für  den  Fall,  dass 
h  bezw.  a  der  Grenze  x  zustrebt.      Diese   vier   verschiedenen   Derivirten 


*  In  der  üebersetzung  steht  in  diesem  ganzen  Abschnitt  statt:  „untere 
(obere)  Grenze'*  (—Schranke)  durchweg:  „unterer  (oberer)  Grenzwerth**, 
was  leicht  zn  MiBsverständnissen  führen  kann,  da  an  anderen  Stellen  des  Buches 
diese  Bezeichnung  im  Sinne  von:  „untere  (obere)  Ünbestimmtheits-Grenze" 
gebraucht  wird.  Bekanntlich  fällt  der  letztere  Begriff  mit  demjenigen  der 
unteren  (oberen)  Grenze  einer  Zahlenmenge  dann  und  nur  dann  zusammen, 
wenn  die  betreffende  untere  (obere)  Grenze  unter  der  Zahlenmenge  selbst  nicht 

▼orkommi  C^r\r\n]o 
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geben  o£Eenbar  in  die  gewöhnlichen  rechts-  nnd  linksseitigen 
Derivirten  über,  welche  von  nun  ab  stets  als  Ableitungen  bezeichnet 
werden,  falls  Ix^ t\x  ^i^^  ^x^hix\  während  das  Zusammenfallen  aller 
vier  Grössen  A^,  iKxj  ^«i  f^x  mit  der  Existenz  einer  einzigen  (gleich- 
giltig  ob  vorwärts  oder  rückwärts  gebildeten)  Ableitung  identisch  ist 
Bezeichuet  man  sodann  mit  A.die  untere,  mit  A  die  obere  Grenze  von 
Xxy  ^ür  den  Fall,  dass  x  wiederum  irgend  ein  Intervall  (a^  6)  durchläuft, 
so  lässt  sich  zeigen,  dass  diese  Grösse  X  bezw.  A  auch  die  untere  bezff. 
obere  Grenze  für  A;^,  llxt  f^x  bilden,  und  dass  sie  mit  den  früher 
l  bezw.  L  genannten  Grössen  zusammenfallen.  (Die  zwei  früher  mit  /,  I, 
jetzt  mit  A,  A  bezeichneten,  für  die  Function  f  (x)  im  Intervalle  (a,  h) 
charakteristischen  Zahlen  fassen  somit  die  Werthe  aller  diesem  Inter- 
valle angehörigen  Derivirten  und  Zuwachsverhältnisse  zwischen  sicL) 
Indem  man  nun  das  irgend  eine  Stelle  Xq  umgebende  Intervall  (a,  b)  hinlänglich 
verkleinert,  lässt  sich  hieraus  der  wichtige  Schluss  ziehen,  dass  in  jeder 
beliebigen  Nähe  jener  Stelle  x^y  wenn  auch  Ix^  und  Avo  ^°^  ^^^^  ^ 
liebige  endliche  Grösse  differiren,  unendlich  viele  Stellen  x  liegen  roüssen. 
für  welche  Xx  and  A«  einander  beliebig  nahe  kommen;  das  analoge 
gilt  natürlich  für  iL«,  A'^*  Daraus  folgt  dann  u.  A.,  dass  die  Stetigkeit 
irgend  einer  der  vier  Derivirten  auch  diejenige  der  drei  anderen  und  die 
Existenz  einer  bestimmten  Ableitung  nach  sich  zieht,  und  dass  um  so 
mehr  aus  der  Existenz  einer  rechtsseitigen  stetigen  Ableitung  stets 
auch  diejenige  einer  mit  ihr  zusammenfallenden  linksseitigen  folgt 
Weitere  Sätze  über  die  Ableitungen  und  ihre  Existenz  briagt 
sodann  das  zwölfte  Capitel.  Nach  einer  Discussion  der  möglichen  ünstetig- 
keiten  der  Derivirten  und  Ableitungen,  sowie  der  Bedingungen,  unter 
denen  aus  dem  Verschwinden  z.  B.  der  rechtsseitigen  Ableitung  (beiw., 
wie  in  einem  Zusatz  -  Paragraphen  bemerkt  wird,  auch  einer  rechtsseitigen 
Derivirten)  auf  die  Constanz  der  Function  geschlossen  werden  kann,  wird 
die  Untersuchung  über  die  Existenz  der  Ableitungen  einer  Function  f  (x) 
zarQckgeführt  auf  die  Betrachtung  aller  Functionen 

(p{x)'^f{x)-(iX'-V, 

wo  fi  und  V  veränderliche  Parameter  bedeuten.  Erinnert  man  sich  n&m- 
lieh  der  Bemerkung,  dass  eine  stetige  Function  (erster  Art)  mit  unendlich 
vielen  Maximis  und  Minimis  oder  Invariabilitätszügen  durch  Addition  einer 
passenden  Linearfunction  (ix  +  v  diese  Singularitäten  verlieren  kann,  so  folgt 
umgekehrt,  dass  eine  abtheilungdweise  monotone,  stetige  Function  {(x) 
darch  Subtraction  von  fix  +  v  in  eine  Function  <p  (x)  mit  derartigen 
Singularitäten  übergehen  kann;  und  da  sich  die  Derivirten  von  f{x)  nnd 
g>{x)  nur  um   die   Grösse   ^  unterscheiden,    so  wird    die   Existenz  einer 
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Ableitung  für  f{x)  wesenüich  davon  abhftngen,  ob  unter  allen  mög- 
lichen durch  Variation  des  Parameters  ^  entstehenden  Functionen  <p{x) 
solche  sind,  die  yermöge  ihrer  Singularltfiten  die  Existenz  einer  Ableitung 
ansschliessen  oder  nicht.  Nach  verschiedenen,  auf  Grandlage  dieses  Prin- 
cipes  gewonnenen  specielleren  Sätzen  gelangt  der  Verfasser  schliesslich 
zu  dem  folgenden  Haupt -Resultat:  Wenn  unter  allen  möglichen  Func- 
tionen q>{x)  einschliesslich  der  für  ^  »  0,  v  »  0  resnltirenden,  als  endlich 
und  stetig  vorausgesetzten  Function  f{x)  für  jeden  Punkt  x  des  Inter* 
valles  (a,  5)  höchstens  eine  einzige  existirt,  welche  in  der  Umgebung 
von  X  unendliche  viele  Mazima  und  Minima  hat,  so  besitzt  f{x)  ftlr  jede 
Stelle  X  im  Innern  von  (a^  1))  und  auch  für  rr  —  a  eine  endliche  oder 
bestimmt  unendliche,  im  Allgemeinen  stetige  rechtsseitige  Ableitung  dxi 
ebenso  für  alle  x  innerhalb  (a,  }>)  und  für  o;  —  &  eine  linksseitige  Ableitung  efge 
mit  den  n&mlichen  Eigenichaften;  und  zwar  ist  stets: 

(Die  fragliche  Bedingung  ist  u.  A.  stets  erftült,  wenn  unter  allen  mög- 
lichen q>{x)  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Functionen  enthalten  ist, 
welche  innerhalb  (a,  &)  unendlich  viele  Mazima  und  Minima  haben.)  Der 
obige  Satz  ist  auch  umkehrbar,  sodass  also  die  für  die  Existenz  der  Ab- 
leitungen in  dem  n&her  prftcisirten  Sinne  als  hinreichend  erkannten 
Bedingungen  eich  auch  als  nothwendige  erweisen. 

Nach  verschiedenen  Modificationen  des  erwähnten  Hauptsatzes  und 
einigen  weiteren  daran  sich  knüpfenden  Folgerungen,  insbesondere  auch 
nach  einem  Vergleiche  des  gefundenen  Resultates  mit  dem  Ampöre'schen 
Versuche,  die  Existenz  der  Ableitung  zu  beweisen,  wendet  sich  der  Ver- 
fasser zu  einer  kurzen  Betrachtung  über  die  zweite  Deriyirte,  in  welcher 
darauf  hingewiesen  wird,  dass  man  hier  darch  Adaptirung  der  zuvor 
angewendeten  Methode ,  nämlich  durch  Einführung  aller  Functionen  tp  (^x)j 
welche  sich  von  der  zu  untersuchenden  f{x)  um  eine  Function  zweiten 
Grades  unterscheiden,  zu  analogen  Resultaten  gelangen  kOnne.  Als 
erläuterndes  Beispiel  zu  dieser  Bemerkung  wird  der  Satz  abgeleitet,  dass 
unter  geeigneten  Voraussetzungen  die  zweite  Derivirfce  mit  dem  Grenzwerthe 
des  zweiten  mittleren  Differenzen -Quotienten  übereinstimmt. 

Das  Capitel  schliesst  mit  einigen  Bemerkungen  über  die  Taylor  sehe 
Reihe,  wobei  insbesondere  hervorgehoben  wird,  dass  aus  dem  Verschwinden 
von  f{x)  mit  sämmtlichen  Ableitungen  für  irgend  eine  Stelle  x^  selbst 
dann  noch  nicht  auf  das  Verschwinden  von  f(^x)  für  irgend  welche 
Nachbarschaft  von  x^  geschlossen  werden  dürfe,  wenn  von  vornherein 
feststeht,  dass  f{x)  daselbst  nicht  unendlich  viele  Mazima  und  Minima 
beutst,   und   dass  die  Endlichkeit  von  /*(x)  und  sämmtlichen  Ableitungen        r 
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für  irgend  eine  Stelle  Xq  und  deren  Umgebung  noch  keineswegs  die  Ent- 
wickelbarkeit  nach  Potenzen  von  (x  —  x^  nach  sich  ziehe  * 

Der  gesammte  übrige  Theil  des  Buches  beschäftigt  sich  mit  der 
Theorie  der  bestimmten  Integrale.  Nachdem  zun&chst  im  Beginne 
des  dreizehnten  Gapitels  auf  das  Unzulängliche  der  älteren  Methode 
hingewiesen,  den  Integral -Begriff  auf  die  ümkehrung  der  Differentiation 
zu  basiren,  erfolgt  sodann  die  Definition  des  bestimmten  Integrales  als 
Grenzwerth  einer  Summe,  an  die  sich  naturgemftss  die  Aufsuchung 
der  noth wendigen  und  hinreichenden  Integrabilitäts -Bedingungen  knüpft 
Es  werden  verschiedene  Formen  dieser  Bedingungen  aufgestellt  und  mit 
ihrer  Hilfe  gewisse  Functions -Classen  sehr  allgemeiner  Natur  als  integrabel 
erkannt:  Neben  den  schlechthin  oder  im  Allgemeinen  stetigen  und  den 
schon  von  Biemann  als  integrabel  erwähnten  unstetigen  Functionen^  welche 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Sprüngen  >  6  besitzen ,  insbesondere  anefa 
diejenigen  unstetigen  Functionen  f(x)y  ftlr  welche,  mit  eventuellem  Ausschluss 
einer  Punktmenge  erster  Gattung,  durchweg  f(x-\-0)  [oder  auch 
durchweg  f(x  —  0)]  existirt.  Die  letztere  Kategorie  wird  in  einem  Znsaix- 
Paragraphen  noch  dahin  erweitert,  dass  die  zulässigen  Ausnahmepunkte 
auch  eine  sogenannte  nicht  ausgedehnte  Menge  zweiter  Gattung  bilden 
dürfen.  Schliesslich  wird  an  einigen  Beispielen  gezeigt,  wie  die  gegebene 
Definition  des  bestimmten  Integrales  in  gewissen  Fällen  geradezu  zur  Be- 
rechnung desselben  benützt  werden  kann. 

Das  vierzehnte  Capitel  handelt  von  den  Haupteigenschaften 
der  bestimmten  Integrale:  der  Vertauschung  der  Grenzen^  der  Zer- 
legung in  Theil -Integrale^  der  Integrabilität  einer  SummO;  eines  Productes, 
eines  Quotienten  und  der  näherungsweisen  Berechnung  eines  Integrales. 
Sodann  wird  gezeigt,  dass  die  Integrale  zweier  integrabler  Functionen  f{x) 
und  <p(x)  zwischen  irgend  welchen  Grenzen  a,  ß  schon  übereinstimmen, 
wenn  die  Beziehung  f(x)^<p(x)  nur  für  eine  innerhalb  (a^  ß)  überall 
dichte  Menge  gilt.  Das  Capitel  schliesst  mit  Betrachtungen  über  dss 
Integral  eines  Productes  f(x)  .  q>  (x)j  welche  zum  Beweise  des  sogenannten 
ersten  Mittelwerth-Satzes  führen. 

Im  fünfzehnten  Capitel  wird  das  Integral  als  Function  seiner 
oberen    Grenze    betrachtet    und    zunächst    deren    Stetigkeit   und  die 

*  Zur  Vervollständigung  der  fraglichen  Bemerkung  hätte  vielleicht  von  den 
Herausgebern  auf  einen  Aufsatz  DuBois  Beymond's:  „üeber  den  Gültigkeits- 
bereich der  Tay lor 'sehen  Reihe"  ~  Math.  Ann.  Bd.  21. i.  109  —  verwiesen  werden 
können.  Weitere  Ergänzungen  findet  man  in  den  neuerdings  von  mir  pnblicirten  Anf- 
sätien:    „Zur  Theorie  der  Taylor 'sehen  Reihe  etc."  —  Math.  Ann.  Bd.  42. 

„Ueber  Functionen,  welche  in  gewissen  Punkten keine Taylor^sche 

Keihenentwickelung  besitzen."    ,,Ueber  die  nothwendigen  und  hin- 
reichenden Bedingungen  desTaylor'schen  Lehrsatzes  etc." —  M.A.Bd.44 
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Existenz  der  Ableitung  in  der  üblichen  Weise  erörtert.  Die  hieran 
geknüpfte  Bemerkung,    dass  ff(x)dx  stets   eine   stetige  Function  erster 

a 

Art  sein  mass,  lässt  sich  einfacher  beweisen,  wenn  man  bemerkt,  dass 
für  I  f(x)  I  <  c  das  Integral  der  positiven  Function  { f(x)  +  c)  mit  x  stets 

X  X 

monoton  zunimmt  und  f\f(x)  +  c)dx  '^  l*f(x)dx  +  c(x  —  a)  ist.  — 

a  a 

Es  folgt  nun  der  sogenannte  Fundamentalsatz  der  Integralrechnung  über 
den  Zusammenhang  des  bestimmten  und  des  unbestinunten  Integrals  in 
der  Form,  dass  die  Giltigkeit  der  Beziehung 

b 

Jd^,dx^F{l)-F{a) 

a 

für  den  aligemeinen  Fall  bewiesen  wird,  dass  die  im  Intervalle  (a^  h) 
durchweg  stetige  Function  F(x)  mit  eventuellem  Auisschluss  einer  Menge 
erster  Gattxmg  (allgemeiner:  einer  abzählbaren,  nicht  ausgedehnten  Menge) 
die  integrable  rechtsseitige  Ableitung  d^  besitzt.  Dieses  Resultat 
wird  sodann  noch  dahin  erweitert,  dass  die  Beziehung 

ob  b  b 

Jx^.  dx^Jh^.  dx^fk'^.  dx  -JA^.  (fic  -  F{h)  -  F(a) 

a  a  a  a 

als  giltig  erwiesen  wird,  falls  F{pc)  im  Intervalle  (a,  h)  stetig  und  irgend 
eine  der  vier  Derivirten  Xx\  A«,  A',,  A»  integrabel  ist;  woraus  dann 
wiederum  noch  in  dem  zuerst  betrachteten  Falle  die  Relation 

b  b 

fd'x'  dx^  Jda.  dx 

a  a 

sich  ergiebt,  falls  F(x)  auch  eine  linksseitige  integrable  Ableitung  d^g. 

besitzt.      Das    Haupt -Ergebniss    dieser    Untersuchung    läset    sich    dahin 

zusammenfassen,  dass  Integration  und  ,,Derivation''  —  beide  in  dem 

hier  geltenden    allgemeinen  Sinne   genommen  —  inverse   Operationen 

sind.     Schliesslich  lässt  sich  noch  an  die  letzte  Gleichung ,   wenn  man  sie 
b 

m  die  Form  setzt  f(dx  —  d'x)  dx  ^  0,  in  Verbindung  mit  dem  Umstände, 

a 

dass  es  thatsächlich  stetige  Functionen  giebt,  welche  integrable  dx^  d^x 
mit  unendlich  oft  von  Null  verschiedener  Diflferenz  besitzen,  die  interessante 
Bemerkung  knüpfen,  dass  man  auf  diese  Weise  Functionen  bilden  kann, 
welche  für  unendlich  viele  Punkte  jedes  Intervalles  von  Null  verschieden 
sind,  während  ihr  Integral  den  Werth  Null  hat. 

Das  sechzehnte  Capitel  behandelt  den  sogenannten  zweiten  Mittel- 
werthsatz  der  Integralrechnung  in  seinen  verschiedenen  Formen.  Dabei 
wäre  vielleicht  zu  erwähnen  gewesen,  dass  der  Satz  in  seiner  Fnndamentalform : 
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ff(x)  .q>{x).dx^  f{a)  .  fip(x)  dx     (a  <  g  <  6), 

a  a 

WO  f{x)  eine  im  Intervalle  (a,  b)  niemals  zunehmende  positive  Function 
bedeutet,  von  Herrn  Bonnet  herrührt^  der  auch  die  grosse  Bedeutung 
dieser  Beziehung  für  die  Theorie  der  Fourier'schen  Reihen  und  ähnliche 
Entwickelungen  vollkommen  erkannt  hat.  Die  sogenannte  Du  Bois- 
Bejmond^sche  Form  des  zweiten  Miltelwerthsatzes,  oder,  wie  sie  von 
Herrn  Dini  genannt  wird,  die  Weierstrass'sche  Formel  ist  thatsSchlich 
ein  blosses  Corollar  des  obigen  Hauptsatzes  und  die  heftige  Polemik, 
welche  Du  Bois-Bejmond  gegen  die  letztere  Bezeichnung  zur  Ver* 
theidigung  seiner  Prioritäts- Ansprüche  mehrfach  geführt  hat^  ist  in  Wahr 
heit  ziemlich  gegenstandslos,  da  das  Hauptverdienst  an  der  Entdeckung 
des  zweiten  Mittelwerthsatzes  zweifellos  Herrn  Bonnet  gebührt  Ich 
gedenke,  auf  diesen  Punkt  bei  anderer  Gelegenheit  noch  zurückzukommen. 
Im  siebzehnten  Capitel  wird  die  Definition  des  bestimmten  Integrales 
auf  solche  Functionen  ausgedehnt,  welche  im  Integrationsgebiet  auch 
unendlich  gross  werden  und  zwar  für  eine  Anzahl  von  Punkten,  die 
cDtweder  endlich  ist  oder  eine  Menge  erster  Gattung  bildet  Hieran  schliesst 
sich  die  Uebertragung  der  im  vierzehnten  Capitel  bewiesenen  Haupts&tze 
auf  Integrale  der  jetzt  betrachteten  Art,   insbesondere   auch   eine  genaue 

Untersuchung  der  IntegrabilitSt  von  f(x)  ,  q>(x)  bezw.  —t-x,  fÄr  den  Fall, 

(p{x) 

dass  (p(x)  im  Integrationsgebiet  ünendliohkeits-  bezw.  Null -Stellen  besitzt 
Sodann  wird  gezeigt,  wie  sich  auch  die  Ergebnisse  des  fünfzehnten  Capitels, 
betreffend  die  Stetigkeit  eines  Integrales  als  Function  seiner  oberen  Grenze, 
sowie  den  Zusammenhang  zwischen  dem  bestimmten  und  dem  unbestimmten 
Integrale  auf  den  vorliegenden  Fall  übertragen,  lassen,  und  wie  man  aus 
der  Existenz  des  unbestimmten  Integrals  Jf{x)dx  auf  die  IntegrabilitSt 
von  f{x)  schliessen  kann.  Es  folgen  dann  noch  die  bekannten  Integrabilit&ts- 
Kriterien,  welche  sich  aus  der  Yergleichung  einer  für  x^  ^  unendlich 
gross  werdenden  Function  f(^x)  mit  den  Ausdrücken 

1 1 1 

{ß-xy-^\ß--x)[W-^)V^''\ß-^)W-^)A^9i9{^-^)V'^' 

. . . .  (^  >  0  bezw.  <  0) 
ergeben,   nebst  dem  durch  Beispiele  erlSuterten  Hinweis,    dass  ftlr  solche 
f{x)^   welche   in   der  Umgebung   von  x^ß  unendlich  viele  Haxima  und 
Minima    besitzen  ^    auch    ein    Unendlich  werden   von   höherer   Ordnung  die 
Integrabilität  nicht  ausscbliesst. 

Das  achtzehnte  Capitel  enthält  die  analogen  Betrachtungen  für 
solche  Integrale^  die  sich  über  unendlich  grosse  Intervalle  erstrecken. 
Dabei  wird  gezeigt,  dass  ausser  der  üblichen  Definition: 
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jf[x)dx  —  lim  ff(x)dx 

die  für  ein  Integral  mit  endlichem  Integrations-InteiTall  geltende 
Definition  als  Grenz  wer  th  einer  Summe  unter  gewissen  VoraussetzuDgen 
auch  auf  ein  solches  mit  unendlichem  Integrations- Intervall  übertragen 
werden  kann,  sodass  also  ganz  direct 


ff(x)dx^Um^»fs.ös 


wird.  Nachdem  sodann  auch  hier  der  Zusammenhang  zwischen  dem  be- 
stimmten und  dem  unbestimmten  Integrale  seine  Erledigung  gefunden, 
wird  noch  der  zweite  Mittelwerthsatz  in  seinen  verschiedenen  Formen  auf 
den    vorliegenden  Fall   ausgedehnt.     Das  Capitel   schliesst  wiederum   mit 

der  Ableitung  der  Convergenz-  bezw.  Divergenz -Kriterien  für  ff{x)  .  dXy 

a 

welche  sich  aus  der  Vergleichung  von  f{pc)  mit  aj"~(*+'*^,  x^^,{lgx)''^^'^f^\ 

x"^  Qgx)  "*.  (Igigx) -(i+m) ff*  >  0  bezw,  ^  <  0)  ergeben.     Zugleich 

wird  auch  wieder  an  Beispielen  gezeigt,  dass  die  betreffenden  Divergenz- 
Kriterien  für  solche  Functionen,  welche  im  Unendlichen  unendlich  viele 
Maxima  und  Minima  besitzen ,  nicht  in  Frage  kommen. 

Im  neunzehnten  Capitel  wird  zunächst  die  Methode  der  partiellen 
Integration  mit  möglichster  Allgemeinheit  behandelt  und  insbesondere 
auch  auf  den  Fall  ausgedehnt,  dass  die  zu  integrirenden  Functionen  oder 
das  Integrations -Intervall  unendlich  gross  werden.  Alsdann  folgt  eine 
genaue  Untersuchung  der  Integration  durch  Substitution,  wobei 
eunftchst  statt  der  bekannten  Relation 


In 


\f{x)dx~Jm{y)\.^<(3l)dy 

a  a 

die  folgende  allgemeinere  entwickelt  wird: 

ff{x)dx^ff[i,(y)].k^.dy, 


if 


in  welcher  A^  irgend  eine  der  vier  Derivirten  von  tp(y)  bedeutet.  Auch 
werden  die  allgemeinsten  Möglichkeiten  fClr  die  Auswahl  der  Function  ^f{y) 
festgestellt  und  die  gefundenen  Besultate  wieder  auf  den  Fall  eines  unend- 
lich grossen  Integrations -Interealles  ausgedehnt.  Schliesslich  wird  noch 
der  Fall  erörtert,  dass  statt  der  Beziehung  a;  —  t/;(y)  eine  von  der  Form 

y  '^  q>{x)  zur  Transformation  von  jf{x)dx  vorgelegt  ist,  und  auf  gewisse 

a 

hierbei  zu  beachtende  Yorsichtsmassregeln  aufmerksam  gemacht. 
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G(«)-IZ(-l)'■^*3-^(^,,«)  =  0 

gebildet,  die  nach  Analogie  der  Bexeichnung  Ton  Lagrange  für  eine 
unabhängige  Variabele  die  adjangirte  genannt  wird  und  die  zuerst  bei 
Riemann   yorkommt.     Die    weitere  Behandlung   beschränkt   sich   auf  die 

Gleichung  ^   ^    +  a  -~  +  b  - — h  c^  —  0,  und,  nachdem  dieselbe  nach  der 

dxdy  ox         oy 

Riemann 'sehen  Methode  unter  Angabe  yon  zwei  verschiedenen  Formen 
des  Integrals  gelöst  ist,  wird  gezeigt,  dass  die  beiden  Invarianten  ffir 
diese  Gleichung  und  ihre  adjungirte  gleich  sind,  aber  in  verschiedener 
Ordnung.  Entwickelt  man  die  Reihe  von  Gleichungen  von  Laplace,  so 
erhält  man  bei  der  a^jungirten  Gleichung  Inyarianten,  die  denen  der 
ursprünglichen  Gleichung  gleich  pind,  wenn  die  Reihe  nach  der  negativen 
Seite  genommen  wird. 

Das  Integrationsproblem    wird   nun   dahin  vereinfacht,   dass  nur  eine  * 
unabhängige  Variabele  genommen  wird, 

wo  die  li  Functionen  von  x  sind.  Es  wird  die  a^jtmgirte  Gleichung 
Lagrange 's  g{v)  angestellt,  die  Bedeutung  derselben  f&r  die  Integration 
gezeigt  und  eine  Zahl  von  Relationen  zwischen  den  beiden  a^jnngirten 
Gleichungen  abgeleitet.  Dieselben  werden  auf  den  besonderen  Fall  ange- 
wendet, dass  die  adjungirte  Gleichung  dieselben  Integrale  hat,  wie  die 
gegebene.  Dann  ist  g{u)  —  ±  /*(t«)i  je  nachdem  die  Ordnung  der  Gleichung 
gerade  oder  ungerade  ist.  Von  den  ersteren  hat  Jacob!  die  wesentlichsten 
Eigenschaften  angegeben,  die  letzteren  werden  hier  zuerst  behandelt  Mit 
Hilfe  der  gefundenen  Sätze  werden  dann  die  Lösungen  nach  der  Laplace* 
sehen  Methode  vervollständigt,  die  Reihe  der  Invarianten  f^r  die  ver 
schiedenen  Gleichungen  der  Laplace'schen  Reihe  abgeleitet  und  besondeis 
der  Fall  behandelt,  dass  diese  Reihe  in  beiden  Richtungen  endet  Es 
folgt  eine  neue  Lösung  der  Gleichung  und  es  werden  drei  verschiedene 
Formen  angegeben,  in  welche  man  das  allgemeine  Integral  der  partiellen 
Differentialgleichung  bringen  kann. 

Besonders   einfach  sind  die  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung,  deren  Invarianten  gleich  sind;    dieselben  lassen  sich  auf 

d*ß  . 

die  Form  ^  Xe  bringen   und   sind  eingehend  von   Herrn  Moutard 

behandelt  worden.  Bei  ihnen  kann  die  Reihe  der  Laplace'schen  Gleichungen 
nicht  in  nur  einem  Sinne  enden  und  man  kann  nun  alle  Gleichungen  der 
betrachteten   Form    finden,   für    welche    die    Methode   von   Laplace  das 
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allgemeine  Integral  giebi  Die  Moutard'schen  ünterBuchnngen  werden 
zum  ScUnss  noch  veryollstftndigt. 

Sodann  wird  das  allgemeine  Problem  behandelt,  aas  einer  Reihe 
linearer  partieller  Differentialgleichnngen  zweiter  Ordnung  eine  Reihe  yon 
Gleichungen  von  derselben  Form  und  derselben  Ordnung  zu  erhalten,  welche 
man  integriren  kann,  wenn  sich  die  ursprüngliche  Gleichung  integriren 
lässt.  Es  wird  eine  Methode  gefunden,  von  welcher  die  Transformation 
von  Laplace  ein  besonderer  Fall  ist.  Den  Schluss  der  rein  analytischen 
Behandlung  der  Differentialgleichungen  macht  die  Behandlung  der  vom 
Verfasser  harmonisch  genannten  GleichuDgen,  welche  die  Form: 

J^  "-  [^(^  +  y)  -  ^(^  -  2^)]^ 
haben,  wo  q>  und  tp  zwei  beliebige  Functionen  bezeichnen.    Sie  haben  die 
Eigenschaft,  unendlich  viele  particulttre  Lösungen  von  der  Form 

r(^  +  y)/;(^-y) 

(harmonische  Lösungen)  zu  besitzen  und  zwar  haben  sie  eine  imbegrenzte 
Zahl  von  Gruppen  zu  je  vier  Lösungen,  die  einer  homogenen  Gleichung 
zweiten  Grades  mit  constanten  Coefficienten  genügen.     Auf  die  Lösung 

iß '^  f(x  +  y)f^(x  ^  y) 
wird  die  Moutard'sche  Methode  angewendet  und  untersucht,  was  aus  den 
homogenen  Lösungen  der  ursprünglichen  Gleichung  wird.  Aus  jeder  har- 
monischen Gleichung  Iftsst  sich  eine  unbegrenzte  Zahl  harmonischer 
Gleichungen  ableiten,  die  sich  integriren  lassen,  wenn  sich  die  ursprüng- 
liche Gleichung  integriren  lässt,  und  kennt  man  die  harmonischen 
Lösungen  der  ersten  Gleichung,  so  kann  man  daraus  ohne  Integration 
auch  die  harmonischen  Lösungen  aller  anderen  ableiten.  Auch  durch 
andere  Methoden  ergiebt  sich  das  gleiche*  Resultat.  Die  Untersuchung, 
wann  eine  Gleichung  zweiter  Ordnung,  deren  Invarianten  gleich  sind,  eine 
harmonische  ist,  ergiebt  sich  als  gleich  mit  der,  zu  erkennen,  ob  das 
Linienelement  einer  Flttche  auf  die  Liouville'sche  Form 

(f5*-  [<p{n)  -  if{v)]{du*  +  dv^ 
gebracht  werden  kann.     Bei  der  Behandlung  dieser  Frage  zeigt  sich,  dass 
wenn  sich  eine  Gleichung  auf  zwei  verschiedene  Weisen  in  die  harmonische 
Form   bringen  Ifisst,    so   kann   es    auf  unendlich  viel  verschiedene  Weisen 
geschehen.     Als  Anwendung  wird  die  Euler'sche  Gleichung 

d*z         m(l  —  m) 
dxdy  ""    (x  —  yY 
eingehend  besprochen  und  transformirt,  und  es  ergeben  die  Berechnungen 
zugleich  die  Lösung  der  Aufgabe:  Das  Linienelement  einer  Kugel  auf  die 
Liouville'sche  Form    zu   bringen.  —   Es   werden   dann  einige  Aufgaben 
angegeben,  die  noch  einer  Bearbeitung  harren.  ^  j 
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Damit  scliliesst  der  rein  analytiBche  Theil,  und  68  werden  sog 
einige  einfache  Resultate  gegeben,  die  gewisBermassen  die  geometriscbe 
Interpretation  der  gefundenen  analytischen  Sätze  sind.  So  werden  alle 
Flftchen  gesucht,  auf  welchen  die  Abwickelbaren  einer  gegebenen  Congrueia 
ein  conjugirtes  System  bilden;  es  zeigt  sich,  dass  die  Integration  einer 
einzigen  partiellen  Differentialgleichung  die  Lösung  dieses  Problems  flr 
unendlich  viele  geradlinige  Congruenzen  liefert.  Die  Aufgabe  wird  dann 
amgekehrt,  und  es  werden  die  geradlinigen  Congruenzen  gesucht,  deren 
abwickelbare  FlSchen  eine  Fläche  längs  eines  gegebenen  eonjugirten  Netzes 
schneiden,  und  zwar  wird  die  Lösung  sowohl  für  Punkt-,  wie  fOr  Ebenen- 
Coordinaten  durchgeführt.  Aus  der  Lösimg  dieser  beiden  Fragen  ergiebt 
sich  dann  die  der  wichtigeren,  alle  Flächen  zu  finden,  die  von  den  Ab- 
wickelbaren einer  (unbekannten)  geradlinigen  Congruenz  in  einem  eon- 
jugirten Systeme  geschnitten  werden,  wenn  die  Congruenz  die  Bedingung 
erfallt,  eine  gegebene  Fläche  in  einem  gegebenen  eonjugirten  Systeme  za 
schneiden.  Davon  werden  wichtige  Anwendungen  und  Sätze  abgeleitet, 
unter  Anderem:  Wenn  man  auf  zwei  Flächen  S  und  S^  parallele  Tangential- 
ebenen hat,  so  erzeugt  die  Verbindungsgerade  entsprechender  Punkte  eine 
Congruenz,  deren  abwickelbare  Flächen  auf  S  und  iS'i  ein  coigugirtes  Netz 
aasschneiden.  Dieser  Satz  wird  angewendet  zur  Lösung  der  Christoffel- 
schen  Frage,  alle  Flächen  aufzusuchen,  in  welchen  die  Beziehung  durch 
parallele  Tangentialebenen  zwischen  zwei  Flächen  auf  der  einen  ein  conformes 
Bild  der  anderen  giebt,  und  führt  dadurch  zu  dem  Problem  der  Auf- 
suchung der  Flächen  mit  isothermen  Erümmungslinien  oder  isothermiscben 
Flächen,  wie  sie  der  Verfasser  nennt.  Aus  einer  iso thermischen  Fläche 
kann  man  unendlich  viele  andere  erhalten,  indem  man  abwechselnd  durdi 
Inversion  und  durch  die  Christofferscbe  Methode  zu  neuen  Flächen  über- 
geht. Neben  der  Weingarten 'sehen  Differentialgleichung,  die  die  iso- 
thermischen Flächen  bestimmt,  wird  auch  die  aufgestellt,  der  die  penta- 
sphärischen  Coordinaten  genügen  müssen. 

Es  folgt  nun  die  Behandlung  der  orthogonalen  Trajectorien  einer 
Familie  von  Flächen,  wo  die  Aufsuchung  der  Bedingung  den  Ausgangs- 
punkt bildet,  unter  welcher  die  Curven  einer  Congruenz  der  angegebenen 
Anforderung  genügen.  Von  dem  allgemeinen  Fall  der  krummlinigen  Con- 
gruenzen wird  eine  grössere  Zahl  von  Sätzen  abgeleitet  und  dann  zu  dem 
specielleren  der  Normalen  einer  Fläche  übergegangen,  unter  gewissen 
Bedingungen  ist  diese  Congruenz  von  Normalen  zugleich  normal  zu  einer 
anderen  Fläche  und  unter  anderen  zu  einer  Schaar  von  Flächen.  Die 
erhaltenen  Sätze  werden  auch  auf  das  Gebiet  der  Optik  übertragen  nnd 
unter  anderen  wird  der  Gergonne'sche  Satz  bewiesen. 

Die  Betrachtung  der  Flächen,  deren  Hauptnormalebenen  conjugirt 
sind  in  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiten  Grades,  ^|^|y^i^  (^ju^J^^j^^uville- 
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sehen  Flftche,   deren  Krümmnngsmittelpirnkte  auf  zwei  confocalen  Flächen 
zweiten  Grades  liegen  und  die  definirt  ist  durch  die  Gleichung: 


WO  F(a^  ß)  eine  beliebige  Lösung  der  linearen  Gleichung 


.    d^F        IfdF       dF\ 
^"     ^^  dccdß^  2\da       dß) 


ist.  Auf  einfache  Weise  werden  dadurch  die  geodätischen  Linien  eines 
EUipsoids  bestimmt.  Die  Eigenschaften  der  linearen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  werden  nun  auch  angewendet  auf  gewisse  besondere 
Congruenzen  höherer  Grade  und  (diese  dann  dahin  specialisirt,  dass  die 
Curven  der  Gongiuenz  Kreise  sind.  Eingehende  Betrachtung  wird  den 
schönen  Untersuchungen  des  Herrn  Ribaucour  geschenkt,  dessen  cyklische 
Systeme  eine  sehr  wichtige  Bolle  in  der  Theorie  der  Flächen  constanter 
Krümmung  spielen. 

Das  fünfte  Buch  beschäftigt  sich  mit  den  auf  den  Flächen  gelegenen 
Linien  und  besonders  den  geodätischen  Linien,  deren  Studium  später  im 
dritten  Bande  fortgesetzt  wird,  und  es  werden  dazu  besonders  die  Godazzi- 
schen  Formeln  angewendet. 

Die  ersten  Capitel  dieses  Buches  geben  ^  anknüpfend  an  die  kine- 
matischen Betrachtungen  am  Eingange  des  Werkes,  die  allgemeinen  Be- 
wegungsgleichungen des  Trieders,  dessen  Spitze  die  Fläche  beschreibt,  die 
Gleichungen  der  verschiedenen  Liniensysteme,  der  Krümmungsradien,  der 
mittleren  und  totalen  Krümmung  für  verschiedene  Coordinaten- Systeme  und 
am  Ende  des  zweiten  Capitels  werden  die  Besultate  tabellarisch  zusammen- 
gestellt Bei  der  Ableitung  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich  unmittelbar 
eine  Beihe  bekannter  Sätze  über  die  genannten  Grössen.  Yon  den  erhal- 
tenen Formeln  werden  zunächst  die  einem  genaueren  Studium  unterzogen, 
die  die  Krümmung  und  die  Torsion  von  Linien  liefern,  die  auf  einer  Fläche 
gezogen  sind,  und  auch  die  von  Herrn  Bonn  et  sogenannte  geodätische 
Torsion,  die  Torsion  der  eine  Curve  auf  der  Fläche  in  einem  Punkte  be- 
rührenden geodätischen  Linie  wird  eingeführt.  Darauf  beginnt  die  sehr 
eingehende  Behandlung  der  geodätischen  Linien,  die  einen  grossen  Theil 
des  Werkes  einnimmt  (II,  402—511;  III,  1  —  192). 

Nachdem  verschiedene  Formen  der  Differentialgleichung  der  geodätischen 
Linien  aufgestellt  sind,  werden  die  Sätze  von  Gauss  über  diese  Linien 
abgeleitet,  sowie  die  verschiedenen  Erzeugungsweisen  angegeben.  Von  den 
confocalen  geodätischen  Ellipsen  und  Hyperbeln  wird  der  Weingarten'sche 
Satz  abgeleitet  und  auf  zwei  Arten  bewiesen.  Dann  wird  der  Differential- 
parameter erster  Ordnung  Beltrami's  (A6)  eingeführt  und  gezeigt,  dass  jede 
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Function,  deren  Parameter  gleich  1  ist,  eine  Schaar  von  parallelen  Canren 
(orthogonalen  Trajectorien  einer  Schaar  von  geodfttischen  Linien)  erkennen 
l&sst  und  dass,  wenn  eine  LOsang  von  A6«=l  eine  willkürliche  Constante 
enthält,  man  die  geodätischen  Linien  der  Fläche  bestimmen  kann.  Ans 
der  Betrachtang  des  Differentialparameters  ergiebt  sich  eine  Beihe  von 
Sätzen,  unter  anderen  der  wichtige  von  Jacobi:  „Wenn  man  ein  erstes 
Integral  der  Differentialgleichung  der  geodätischen  Linien  kennt,  so  kann 
man  die  Gleichung  dieser  Linien  in  bestimmter  Form  durch  eine  einfache 
Quadratur  erhalten/'  Zum  Schluss  werden  noch  die  geodätischen  Linien 
mit  Hilfe  der  Variationsrechnung  bestimmt. 

Die  letzten  Capitel  dieses  Bandes  handeln  von  den  Beziehungen  zwischen 
der  Theorie   der   geodätischen  Linien   und   den  Problemen   der  Djnamik, 
zwischen  den  Gauss 'sehen  Methoden  beim  Studium  der  geodätdschen  Linien 
und  denen,  welche  Jacobi  später  auf  die  Probleme  der  analytischen  Mechanik 
angewendet  hat.    Der  Verfasser  bat  so  „das  Interesse  klargelegt,  welches 
die  schönen  Entdeckungen  Jacobi 's  verdienen,  wenn  man  sie  unter  spedeU 
geometrischem  Gesichtspunkte  betrachtet'^     Es  wird  dabei  die  Bewegung 
in  der  Ebene  und  auf  krummen  Flächen  behandelt,  nach  Au£Btellung  der 
Jacobi'schen  Differentialgleichungen  daä  Princip  der   kleinsten  Wirkung, 
sowie  das  Hamilton'sche  Princip  direct  durch  eine  Methode  abgeleitet 
die  der  Theorie  der  geodätischen  Linien  entnommen  ist  und  eine  grosse 
Zahl  von  Sätzen   entwickelt  über  die  Bahnen  eines  beweglichen  Punktes. 
Die  Methoden,  welche  dabei  angewendet  sind,  werden  in  dem  letzten  Capitel 
auch  auf  das  allgemeine  Problem  der  Dynamik  ausgedehnt. 


Vom  dritten  Theile  sind  bis  jetzt  nur  zwei  Bücher  (S.  1 — 444)  er- 
schienen, von  denen  das  erst«  sich  noch  mit  den  geodätischen  Lmien  und 
der  geodätischen  Krümmung  beschäftigt. 

Im  ersten  Capitel  desselben  werden  nach  der  Jacobi'schen  Methode 
die  geodätischen  Linien  auf  gewissen  Flächen  bestinomt  und  untersncht^ 
wann  eine  Fläche  nur  geschlossene  geodätische  Linien  enthält  Bei  der 
Bestimmung  der  geodätischen  Linien  der  Rotationsflächen  ergiebt  sich 
zugleich,  dass  die  einzigen  Rotationsflächen  mit  Aequator,  welche  nur  ge- 
schlossene geodätische  Linien  besitzen,  die  Kugel  und  die  auf  sie  so  ab- 
wickelbaren Flächen  sind,  dass  jedem  Punkte  der  einen  Fläche  Punkte  der 
anderen  in  begrenzter  Zahl  entsprechen.  Auch  auf  den  Flächen,  deren 
Linienelement  zurückführbar  ist  auf  die  Liouville'sche  Form 

und  von  welchen  das  Ellipsoid  ein  specieller  Fall  ist,  werden  die  geodätischen 
Linien  durch  einen  Kunstgriff  gefunden  und  es  wird  der  Diu  i 'sehe  Satz  bewiesen, 
dass  die  Coordinatencurven  auf  ihnen  ein  isothermes  Netz  von  geodfttiBchen 
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Ellipsen  und  Hyperbeln  bilden.  Einige  SStze  von  Gray  es  nnd  Herrn  Chasles 
über  Polygone,  deren  Seiten  geod&tische  Linien  auf  Flächen  sind,  werden 
erweitert. 

Da  der  erwähnte  Kunstgriff  sich  nnr  sehr  schwer  ausdehnen  lässt, 
kommt  der  Verfasser  auf  die  allgemeine  Theorie  zortick  und  behandelt  die 
schon  im  vorigen  Bande  abgeleitete  Qleichung  A6  » 1.  Dieselbe  wird  auf 
ein  canonisches  System  gebracht  und  gezeigt,  welchen  Gebrauch  man  davon 
machen  kann,  wenn  man  ein  oder  zwei  Integrale  kennt.  Es  werden  nun, 
weil  eine  allgemeine  Integration  der  Gleichung  AG  »  1  nicht  durchführbar 
ist,  verschiedene  allgemeine  Formen  des  Integrals  als  bekannt  vorausgesetzt 
und  das  Linienelement  wird  dann  durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass 
diese  Formen  zu  einer  vollständigen  Lösung  des  Problems  führen  können. 
Es  werden  die  algebraischen  und  ganzen  homogenen  ersten  Integrale  gesucht 
(homogen  in  den  ersten  Ableitungen  p  und  g).  Für  ein  homogenes  erstes 
Integral  ersten  Grades  erhält  man  die  Rotationsflächen  und  ihre  Biegungs- 
flächen, für  ein  solches  zweiten  Grades  giebt  es  zwei  verschiedene  Formen 
des  Linienelementes.  Für  den  ersten  und  wichtigsten  Fall  ist  es  zurück- 
fahrbar auf  die  Liouville'sche  Form,  für  den  anderen,  hat  es  die  Form 

der  aber  im  Allgemeinen  imaginäre  Flächen  oder  bei  reellen  Flächen  eine 
imaginäre  Lösung  liefert.  Der  Verfasser  kommt  dabei  zurück  auf  die  Frage, 
alle  Flächen  zu  bestimmen,  deren  Linienelement  sich  auf  zwei  verschiedene 
Arten  auf  die  Lioaville'sche  Form  bringen  lässt.  Es  ist  das  jetzt  gleich- 
bedeutend mit  dem  Problem:  Alle  Flächen  zu  suchen  oder  vielmehr  alle 
liinienelemente,  für  welche  das  Problem  der  geodätischen  Linien  zwei  ver- 
Echiedene  homogene  Integrale  zweiten  Grades  zulässt.  Herr  S.  Lie  hat  eine 
Zahl  von  Lösungen  dieses  Problems  gegeben,  und  der  Verfasser  führt  es 
vollständig  durch  für  den  Fall,  dass  das  eine  Integral  vom  ersten,  das 
andere  vom  zweiten  Grade  ist.  Die  erhaltenen  Flächen  sind  auf  Rotations- 
flftchen  abwickelbar.  —  Bei  der  Betrachtung  der  hon^ogenen  Integrale 
höheren  Grades  und  bei  Bruchintegralen  hat  sich  die  Eintheilung  des 
Herrn  Maurice  L6vy  bewährt  nach  der  Zahl  der  linearen  Factoren,  in 
welche  man  sie  zerlegen  kann,  so  dass  von  den  Functionen 

%  =  n 

i  =  1 

alle  2U  derselben  Classe  gehören,  für  welche  n  dieselbe  Zahl  ist.  Der  Fall 
n  — 2  wird  allgemein  durchgeführt;  von  n«»3  nur  ein  besonderer  Fall. 
Das  nächste  Capitel  handelt  von  der  geodätischen  Abbildung  zweier 
Flächen  auf  einander  und  zuerst  wird  der  Beltrami'sche  Satz  abgeleitet, 
dass  die  einzigen  Flächen,  die  sich  so  auf  die  Ebene  abbilden  lassen  ^  dass 
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ihre  geodätischen  Linien  den  Oeraden  der  Ebene  entsprechen,  die  FlSehen 
Constanten  Erümmnngsmaasses  sind.  Es  folgt  dann  die  Lösung  des  Pro- 
blems von  Herrn  Dini,  die  Paare  von  Flächen  zu  finden,  weiche  man  so 
anf  einander  abbilden  kann,  dass  jeder  geodätischen  Linie  der  einen  eine 
geodätische  Linie  der  anderen  entspricht.  Das  Linienelement  der  gesncbten 
Flächen  lässt  sich  auf  die  Liouyille'sche  Form  bringen.  Der  Beweis  stüixt 
sich  auf  den  Satz  des  Herrn  Tissot:  Wenn  sich  zwei  Flächen  punktweise 
entsprechen,  so  giebt  es  auf  jeder  derselben  ein  orthogonales  System  uid 
bei  reellen  Flächen  im  Allgemeinen  (wenn  die  Abbildung  nicht  conform  ist) 
nur  eins,  welchem  auch  auf  der  anderen  Fläche  ein  orthogonales  System 
entspricht. 

Es  wird  dann  die  geodätische  Linie  betrachtet  als  kürzester  Weg 
zwischen  zwei  Punkten,  indem  sie  mit  den  unendlich  benachbarten  verglichen 
wird  und  gezeigt,  wann  die  geodätische  Linie  aufhört,  die  kürzeste  zu  sein, 
was  ZOT  Definition  der  Gurve  um  einen  Punkt  führt,  an  welcher  die  geo- 
dätische Linie  aufhört,  die  kürzeste  zu  sein.  Auch  auf  die  Analogie  der 
kürzesten  Entfernung  eines  Punktes  von  einer  Gurve  in  der  Ebene  wird 
hingewiesen.  Kur  wenn  die  Fläche  entgegengesetzt  gerichtete  Haupt- 
krümmungsradien hat,  hört  die  geodätische  Linie  nie  auf,  die  kürzeste  vi 
sein,  wenn  man  sie  mit  den  unendlich  benachbarten  vergleicht.  Wenn  in 
allen  Punkten  einer  geodätischen  Linie  das  Product  der  Hauptkrünmiungs* 
radien  grösser  als  a^  ist,  so  ist  die  geodätische  Linie  kürzer  als  alle  be- 
nachbarten in  einem  Intervalle  wenigstens  gleich  na  (Erweiterung  eines 
Bonne  tischen  Satzes).  Bei  der  AufsuchuDg  des  kürzesten  Weges  wird 
auch  die  reducirte  Länge  von  Herrn  Ghristoffel  und  die  reducirte  Distanz 
eingeführt. 

Es  folgt  nun  die  Behandlung  der  geodätischen  KrtUnmung  von  Gurren 
auf  Flächen,  wo  z.  B.  alle  Flächen  gesucht  werden,  deren  Erümmungslinien 
constante  geodätische  Krümmung  haben  (analytisch  zuerst  von  Herrn 
0.  Bonnet,  geometrisch  von  Herrn  Ribaucour  gelöst).  Die  einzigen 
Flächen  dieser  Art  sind  die  Eotationsflächen,  die  Kegel,  die  Cylinder  und 
die  Flächen ,  die  aus  ihnen  durch  Inversion  hervorgehen.  Auf  die  Gleichung, 
die  den  Badius  der  geodätischen  Krümmung  giebt,  wird  der  Green'sche 
Satz  angewendet  und  dadurch  eine  Beziehung  zwischen  dem  geodätischen 
Krümmungsradius  und  dem  Krümmungsmaass  gefunden.  Sodann  wird  ein 
neuer  Ausdruck  der  geodätischen  Krümmung  von  Herrn  Liouville  abgeleitet 
durch  Benutzung  des  geodätischen  Gontingenz winkeis,  aus  dem  sich  mehrere 
Sätze  ergeben. 

Besondere  Beachtung  finden  die  geodätischen  Kreise,  die  Gurren, 
deren  geodätische  Krümmung  constant  ist,  von  denen  auch  Perimeter- 
Aufgaben  gelöst  werden. 
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Den  Sclüass  dieses  Buches  machen  Untersuchungen  über  geodfttische 
Dreieclce,  von  denen  zuerst  die  Gauss'sohen  Sfttze  ^ibgeleitet  werden.  Be- 
sonders interessant  ist  dann  die  durch  die  Arbeiten  des  Herren  Christof  fei 
veranlasste  Aufsuchung  der  Flächen,  fdr  welche  es  unter  den  sechs  Ele- 
menten eines  geodätischen  Dreiecks  eine  oder  mehrere  von  einander  unab- 
hängige Relationen  giebt.  Je  nachdem  keine,  eins^  zwei  oder  drei  Relationen 
vorhanden  sind,  gehören  die  Flächen  zur  ersten^  zweiten,  dritten  oder  vierten 
Classe,  wobei  natürlich  alle  auf  einander  abwickelbare  Flächen  zu  derselben 
CHasse  gehören.  Die  dritte  und  vierte  machen  dabei  nach  den  Unter- 
suchungen des  Herrn  Weingarten  nur  eine  Glasse  aus  und  umfassen 
die  Flächen  constanter  Krümmung.  Die  zweite  Klasse  besteht  ans  den 
Rotationsflächen  mit  variabekr  Krümmung  (v.  Mangoldt). 

Das  siebente  Buch  behandelt  die  Deformation  der  Flächen  und  geht  von 
der  Definition  und  Untersuchung  der  Differentialparameter  erster  Ordnung: 

und  der  zweiter  Ordnung  A^^)  aus,  die  auf  die  Lösung  einer  grösseren  Zahl 
von  Aufgaben  angewendet  werden.  Es  erfolgt  dann  die  Lösung  des  Funda- 
mentalsatzes:  Zu  erkennen,  ob  zwei  Flächen  auf  einander  abwickelbar  sind 
oder  nicht,  oder  ob  zwei  Formen  des  Linienelementes  einander  äquivalent 
sind.  Zunächst  erkennt  man,  dass  zwei  Flächen  gleicher  constanter  S[rümmung 
immer  auf  einander  abwickelbar  sind  und  zwar  auf  unendlich  viele  Arten. 
Da  man  aber  bei  der  befolgten  Methode  zur  wirklichen  Abwickelung  die 
geodätischen  Linien  auf  beiden  Flächen  kennen  muss,  was  allgemein  nur 
bei  den  Flächen  vom  constanten  Krümmungsmaass  0  der  Fall  ist,  so  kann 
man  sie  bei  den  übrigen  nicht  allgemein  vornehmen;  es  hängt  das  von  der 
Integration  einer  Riccati'schen  Gleichung  ab.  Ist  die  Krümmung  variabel, 
so  müssen  doch  die  Krümmungsmaasse  in  entsprechenden  Punkten  gleich 
sein.  Es  wird  da  der  specielle  Fall  behandelt,  in  welchem  die  Curven,  auf 
welchen  das  Krümmungsmaass  constant  ist,  einander  parallel  sind,  und  der 
noch  spedellere,  dass  diese  Curven  eine  isotherme  Familie  bilden.  In  diesem 
letzteren  sind  die  Flächen  auf  unendlich  viele  Weisen  abwickelbar  auf 
Rotationsflächen,  die  überhaupt  neben  den  Flächen  constanter  Krümmung 
die  einzigen  sind,  die  sich  auf  unendlich  viel  verschiedene  Weisen  auf 
eine  Biegungsfläche  abwickeln  lassen.  Nach  Einführung  der  Gauss 'sehen 
Grössen  2>,  l/,  D"  und  ihren  Beziehungen  zu  den  übrigen  wird  die 
Gleichung,  die  bei  der  Biegung  identisch  befiriedigt  werden  muss, 

äi^  -f  äy^  -^  d5«  -  JBdu«  -f  2Fdudv  +  ff  dv*, 

durch  den  einfachen  Kunstgriff  wesentlich  vereinfacht,  dass  dffl  transponirt 
wird  und  man  dadurch  das  Linienelement  einer  Fläche  erhält,  deren  Krümmimg 
Null  ist.    Man  erhält  daraus  eine  Differentialgleichung  für  0,    Auch  durch       . 
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andere  Methoden  erh&lt  man  dieselbe  Gleichung,  wie  die  entsprechenden 
auch  fCLr  andere  Goordinatensysteme  abgeleitet  werden.  Die  CharakteriBÜken 
der  partiellen  Diflferentialgleichung,  von  der  das  Problem  der  Biegung  ab- 
hängt, liefern  die  Asymptotenlinien  der  gesuchten  Fläche.  Dieser  Satzgiebi 
Anlass  zur  Behandlung  des  Problems:  Eine  gegebene  Fläche  so  zu  deformiren, 
dass  eine  auf  derselben  gezeichnete  Carve  f  mit  einer  im  Baume  gegebenen 
D  zusammenfällt.  Es  kann  dies  stets  dann  geschehen,  wenn  die  so  auf- 
gestellte Bedingung  nicht  die  Folge  nach  sich  zieht,  dass  die  Curre  nach 
der  Biegung  eine  Asjmptotenlinie  sein  würde,  oder,  anders  ausgedrückt, 
wenn  nicht  die  ErQmmung  in  jedem  Punkte  von  D  gleich  ist  der  geo- 
dätischen Krümmung  von  f  in  dem  entsprechenden  Punkte.  Es  werden 
daher  die  Bedingungen  aufgestellt,  denen  die  Grössen  E,  F,  G  za  genfigen 
haben,  damit  die  Coordinatenlinien  die  Asymptotenlinien  von  einer  der  FlSchen 
sind,  die  durch  Biegung  aus  der  gegebenen  hervorgehen  und  mehrere 
darauf  bezügliche  Sätze  bewiesen.  Als  Beispiel  wird  die  Biegung  der  wind- 
schiefen Flächen  eingehend  durchgeführt,  deren  Strictionslinie  einer  genaueren 
Betrachtung  unterzogen  wird.  MannigÜEkche  Gelegenheit  zum  Studium  der 
Deformation  bietet  die  Beschäftigung  mit  den  Flächen,  deren  Haupt- 
krümmungsradien  Functionen  von  einander  sind.  Der  Verfasser  nennt  die- 
selben Flächen  TT,  augenscheinlich,  wie  aus  dem  Zusammenbange  hervor- 
geht, nach  dem  Mathematiker,  der  sich  am  meisten  mit  ihnen  erfolgreich 
beschäftigt  hat,  Herrn  Weingarten,  und  der  Referent  mOchte  vorschlagen, 
sie  kurz  Weingarten'sche  Flächen  zu  nennen.  Die  Aufsuchung  aller 
Weingarten'schen  Flächen  lässt  sich  zardckführen  auf  die  aller  ortho- 
gonalen sphärischen  Systeme,  für  welche  das  Linienelement  der  Kugel  die 
Form:  ef tf* -  aeft*«  +  <p(a)dv^ 

annimmt,  wo  a  eine  Hilfsvariabele  bezeichnet.  Die  Eigenschaften  dieser 
Flächen,  von  denen  eine  grosse  Zahl  von  Herrn  Weingarten  angegeben 
ist,  werden  aufgesucht  und  nach  einer  Herleitung  derjenigen  der  Flächen 
der  Hauptkrümmungs- Mittelpunkte  einer  beliebigen  Fläche  auch  die  der 
Weingarten 'sehen  näher  untersucht  und  mehrere  sehr  interessante  Eigen- 
schaften von  ihnen  abgeleitet.  Dann  werden  die  Flächen  constanten 
Erümmungsmaasses  und  die  constanter  mittlerer  Krümmung  betrachtet 
Die  Schwierigkeiten  beim  Studium  dieser  beiden  Arten  von  Flächen  sind 
die  gleichen,  da  ja  zu  jeder  Fläche  mit  dem  constanten  Krümmungsmaass 

-^  zwei  parallele  Flächen  mit  der  constanten  mittleren  Krümmung  ^  ge- 
hören. Als  Beispiel  der  Flächen  constanter  negativer  Krümmung  wird  die 
pseudosphärische  Fläche  gewählt,  auf  die  alle  anderen  abwickelbar  sind 
und  besonders  die  Abbildung  derselben  auf  die  Ebene  behandelt  Der 
Verfasser  kommt  dann  auch  auf  die  nicht -euklidische  Geometrie  zu  sprechen 
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und  soUiesst  im  letzten  Capitel  mit  den  Transformationen  der  FlSchen 
consiante/  Krümmung  der  Herren  Bianchi  nnd  Lie,  dnrch  die  man  aus 
einer  Fl&che  dieser  Art  unendlich  viele  ableiten  kann. 

Vorstehende  Besprechung  kann  freilich  nur  ein  schwaches  Bild  von 
dem  überaus  reichen  Inhalte  des  Werkes  und  der  Eleganz  in  der  Durch- 
ftlhmng  der  Methoden  geben;  als  ein  besonderer  Vorzug  ist  noch  die 
genaue  Literaturangabe  zu  rühmen,  die  überall  ein  Studium  der  Original- 
abhandlungen gestattet,  in  denen  der  betreffende  Satz  zum  ersten  Male 
aufgestellt  ist.  Vielleicht  hätten  beim  Capitel  über  isotherme  Flächen 
noch  einige  kürzere  Abhandlungen  von  Herrn  Caylej  in  den  Philosophical 
transactions  angegeben  werden  kQnnen.  Ein  tiefes  Studium  des  Werkes 
wird  gewiss  zu  vielen  neuen  Arbeiten  Anlass  geben,  zu  denen  die  Grund- 
lage an  vielen  Stellen  geliefert  ist.  Möge  es  uns  recht  bald  vergönnt 
sein,  auch  das  Erscheinen  «des  Schlusses  dieses  trefflichen  Werkes  begrüssen 
zu  können.  Willgrod. 
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Historisch-literarische  Abtheüimg. 


üeber  die  Wasseruhr  und  das  Astrolabium  des  Arzachel. 

Von 
Dr.  AbMIN  WiTTfiTBIN. 


Sob.la00. 


Das  Astrolabium. 

I. 

War  es  im  vorigen  Abschnitte  der  Sage  trügerischer  Boden,  der 
mir  nnsicheren  Halt  gewährte,  so  ist  es  in  diesem  ein  darchaas  realer, 
auf  dem  ich  stehe.  Mueste  ich  dort^  als  Facit  meiner  üntersnchnng, 
offen  aussprechen,  was  ich  längst  geahnt,  dass  aus  Gründen,  deren  innere 
Wahrscheinlichkeit  der  Evidenz  sehr  nahe  kommen  dürfte,  wenigstens  der 
Nimbus  um  Zarkäll's  Haupt  in  eiter  Dunst  zerfliesst,  mit  dem  ein  noch 
im  kindlichen  Wahne  der  Thaumaturgie  befangenes  Zeitalter  ihn  bekränzte, 
—  so  kann  ich  hier  gleich  von  vornherein  erklären,  dass  das  Zarcallicum 
an  sich,  als  ein  unzweideutig  definirtes  Beobachtungsinstrament  des  Mittel- 
alters, kein  Schleier  verhüllt.  Eben  so  wenig  habe  ich^  hinsichtlich  der 
Persönlichkeit  des  Yerfertigers,  die  geringste  Ursache  Zweifel  zu  hegen; 
denn  mehrere  übereinstimmende  Angaben  lassen  mir  als  völlig  glaubwürdig 
erscheinen,  dass  es  in  der  That  von  Zarkftll  erdacht  war,  vielleicht  sogar 
zum  ersten  Male,  da  ich  nämlich  nirgends  bemerkt  (ja  nicht  einmal  die 
Frage  danach  aufgeworfen)  finde,  dass  schon  vor  ihm  sich  Jemand  seiner 
Projections-Art  zu  gleichem  Zwecke  bedient  hat.  Nach  ihm  dagegen 
kann  ich  zwei  Träger  bekannter  Namen  anftihren,  die,  wohl  unabhängig 
von  einander,  für  den  Entwarf  von  Planisphärien  dringend  die  Annahme 
des  gleichen  Projections-Centrums  oder  desselben  Augenpunktes  empfahlen; 
Begiomontanus^)  in  der  zweiten  Hälfle  des  15.  Jahrhunderts  und  (der 
ältere)  Gemma  Frisius')  in  der  ersten  Hälfte  des  16.  sind  es,  die  ich 
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meine.  Aber  wahrend  sich  Ersterer,  oder  vielmehr  sein  Schüler  Schoener, 
dabei  direct  anf  Arzachel  bezieht^  tre£fen  wir  bei  Letzterem  nur  etwas 
wie  eine  dunkele  Ahnung  an^  dass  ^^schon  Alles  dagewesen^,  wenn  er 
sagt,  dass  zwar  ,ydie  erste  flüchtige  Andeutung'^  yon  seiner  Methode  oder 
dem  Instrumente^  welches  er  hier  beschreibe ,  bereits  längst  vergangenen 
Zeiten,  die  klare  und  erschöpfende  Art  und  Weise  der  Darstellung  jedoch, 
die  er  davon  gegeben,  durchaus  ihm  angehöre:  Hoc  igüur  Analemma ,  haec 
inguam  Sphaera  plana  onmium  est  commodissma  atque  universalissma, 
innumeräbües  hahens  usus,  ad  omnem  caeli  indinationem  aeque  accommoda, 
InuenUim  vdus  est  quod  ad  vnoyqaqyfiv  aüinet,  verum  usus  eius  überrmus^ 
ac  fadHimus^  nunc  primum  in  lucem  datur  ä  nöbis.  ÄtHgerunt  quaeäam 
prohlemata,  Petrus  Äpianus  in  suo  Caesar eo  Äsironomico^  uhi  de  Meteoros- 
cqpio  agit,  quod  quidem  quadrans  est  huius  nostrae  Sphaerae:  &  OronOns 
Finaeus  Ddphinas,  qui  &  ipse  quadrantem  hinc  abscidü.  Sed  optima 
quaeque,  ut  in  progressu  docebimus  dari,  öbmissa  sunt^  &  magna  am 
difficultate  iUic  iraduuntur^  quae  hie  swmmam  habere  facüitatem  docdnmus. 
Den  Anhängern  des  Propheten  nehme  ich  es  nicht  sehr  übel,  wenn  sie, 
einem  Sprachgebrauche  folgend,  in  unserem  Sinne  für  das  ,, Instrument^ 
des  Zarkftll  keine  recht  charakteristische,  sein  Wesen  treffende  Bezeichnung 
haben,  aber  abendländische  Schriftsteller  sollten  jede  Unbestimmtheit  ver- 
meiden, bei  der  man  nur  auf  die  Vermuthung  kommt,  es  habe  „wohl 
zur  rechten  Zeit  ein  Wort  eich  eingestellt'^  Die  meisten  orientalischen 
Berichterstatter,    ja    gerade    diejenigen,    welche    nicht    blos    oberflächlich 

darüber  hinweggleiten,    nennen    es   nämlich   kurzweg   eine  SLsruAi^  saflha 

(PI.  ^  l-^)i    oder    dünne    metallene    Scheibe    (tjmpanum),    als    ob    im 

Arabischen  der  terminus  technicus  \^*liJLi^\  asterläb  für  Astrolabium, 
von  dem  die  Saflha  (die  überdiess  meistens  in  der  Mehrzahl  auftritt) 
immerhin  nur  einen  Theil,  obschon  einen  sehr  wesentlichen,  bildet,  gar 
nicht  vorhanden  wäre.  Weit  entfernt  davon,  in  solchem  Irrthum  bestärken 
zu  wollen,  —  haben  sie  doch  sogar  einigen  Astronomen,  ihrer  Eigenschaft 
als  Verfertiger  von  Astrolabien  halber,  den  Ehrennamen  ^  ^^^Ja^^l 
saterläbl  beigelegt  1  —  beabsichtigten  die  Araber  mit  jener  ^nicht  sehr 
glücklich  gewählten)  Bezeichnung  nur  ein  unterscheidendes  Merkmal  von 
anderen  Astrolabien  einzuführen,  deren  sie  sehr  verschiedenartige  besassen^), 
darunter  auch  ein  ganz  interessantes  sphärisches  (^yEs  ^t  v^  jl:^^^')' 
Von  solchen  dünnen  Metall- Scheiben  ist  in  der  Begel  mehr  als  ein 
halbes  Dutzend  in  der  Vertiefung  (mater  astrolahii)  der  Vorderseite  de« 
Astrolabiums  untergebracht;  sie  liegen  über  einander  und  werden,,  gleidi 
dem  zu  oberst  heflndlichen,  sehr  zierlich  gearbeiteten  „Netz'*  oder  räe 
(o  j-jsXjlc.  'ankabüt.   Spinne),  über  einen  centralen  Bolzen  geschoben,  zn 
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welchem  Zwecke  Scheiben  und  Netz  in  der  Ifütte  genau  gleich  grosse, 
kreisförmige  Oefhungen  haben.  Ein  Qnerriegel  durch  das  eine  Ende  des 
Bolzens  hftlt  die  ganze  Oesellschaft  zusammen.  Das  rete  ist  fdr  sich  voll- 
kommen um  die  Achse  des  Astrolabiums  (jenen  Bolzen)  drehbar,  die 
Scheiben  hindert  eine  Sperr -Vorrichtang^  an  dieser  Drehung  Theil  zu 
nehmen.  Eine  jede  Scheibe  enthfilt,  selbstverstftndlich  für  eine  gegebene 
Polhohe,  stereographische  Projectionen  der  hauptsächlichsten  Kreise  der 
Himmelskngel,  dabei,  wie  wohl  in  den  allermeisten  Fällen,  das  Auge  im 
Südpol  der  Sphäre  und  als  Projectionsebene  die  Tangentialebene  im  Nord- 
pol angenommen,  so  dass  die  Projectionen  von  Aequator  und  den  beiden 
Wendekreisen  als  drei  concentrische  Kreise  erscheinen.  Auf  jeder  der 
beiden  Seiten  einer  jeden  Scheibe  findet  sich,  neben  der  Bezeichnung  des 
Ortes,  ftir  den  sie  gilt,  noch  die  demselben  entsprechende  Dauer  des 
längsten  Tages  in  Aequinoctialstunden  angegeben.  Auf  dem  rete  präsen- 
tiren  sich,  in  gleicher  Projection,  die  Ekliptik  und  eine  Anzahl  der  hellsten 
Sterne;  die  Projection  der  Ekliptik  würde,  falls  sie  auf  einer  Scheibe 
Terzeiohnet  wäre,  ein  beide  Wendekreise  ungleichartig  berührender  Kreis 
sein.  Das  Ganze  ist  somit  das,  was  man  unter  einem  „Planisphärium'' 
yersteht,  d.  h.  eine  Vorstellung  des  gestirnten  Himmels  und  seiner  Kreise 
auf  einer  Ebene,  in  der  mittelst  dieser  Projectionen  die  Aufgaben  der 
sphärischen  Astronomie,  als  da  sind:  zu  finden  die  Morgen-  und  Abend- 
weite, Höhen,  Auf-  und  Untergänge  u.  s.  w.  —  einstens  gelöst  wurden. 
Ausser  den  Almukantaraten,  Verticalen,  Wendekreisen,  dem  Aequator,  den 
von  einem  Tage  zum  anderen  veränderlichen  Zeitstunden  etc.,  sind  die 
Zeiten  der  Morgen-  und  Abenddämmerung,  die  Linie  des  wahren  Mittages 
(JJ^  jJI  zaw&l)  und  endlich  die  Curven  für  den  yaxi\  ^Asr  und  j^laJf 
Zobr  auf  den  Scheiben  eingrayirt.  Zohr  reicht  Yom  wahren  Mittage  bis 
zum  Anfange  des  'Asr,  der  selbst  wieder  mit  den  Sonnenhöhen  17  und  rf 
beginnt  und  endigt,  die  durch  die  Formeln 

cotg  fi  =-  cotgH  +  co^  45^, 

cotgri'  —  cotgH  +2  .cotgAö^ 
bestimmt  werden,  in  denen  H  die  Mittagshöhe  der  Sonne  bedeutet.     Am 
Anfange  und  Ende  des  ^Asr,  sowie  zu  den  Zeiten  der  Morgen-  und  Abend- 
dämmerung und   des  Sonnen -Unterganges,   sind  die  fünf  vom  Isl&m  vor- 
geschriebenen Oebete  zu  verrichten. 

Für  Leser,  die  nicht  selbst  schon  lange  mit  dem  Gegenstande  ver- 
traut waren,  glaube  ich,  im  Voraufgehenden  ausführlich  genug  geschildert 
2Q  haben,  wie  man  den  Begriff  „Saflha'',  als  proprium  astrolabii,  auf- 
zu&ssen  hat  Noch  länger  im  Allgemeinen  bei  diesem  alten  Hilfsmittel 
der  Beobachtung  zu  verweilen,  wäre  nur  ermüdend  und  nicht  zu  recht- 
fertigen.   Für  weitergehende  Ansprüche   und  zur  Gewinnung  gründlicher 
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Einsicht  in  seine  Handhabung  verweise  ich  in  erster  Linie  auf  die  liclii- 
Yolle  Abhandlung  von  F.  Woepcke^),  die  sich  in  der  eingehendsten  Weise 
mit  einem  arabischen  Astrolabium  aus  dem  Jahre  1029  beschäftigt,  das 
zu  Toledo  angefertigt  und  vielleicht  noch  dem  Zarkftll  bekannt  war; 
hinsichtlich  der  geschichtlichen  Entwickelung  nenne  ich,  neben  dem 
L.  Am.  S^dillot^s,  noch  das  Werk  von  Morlej^).  Des  letzteren  Haupt- 
inhalt bildet  die  Beschreibung  eines  im  Jahre  1712  (August  bis  September) 
zu  Isfah&n  (?)  von  'Abd  al-'All  ihn  Muhammed  Baff  al-Guz'l  construirtoi 
Astrolabiams;  es  ist  von  Messing,  mit  Goldfarbe  überzogen  und  hat  einen 
Durchmesser  von  etwa  40,5  cm.  Hieran  reihen  sich  noch  andere  arabieidie, 
sowie  persische,  indische  (mit  Devanftgarl- Schrift)  und  endlich  zwei  eng- 
lische Astrolabien  aus  den  Jahren  1340  und  1342;  ein  drittes  engliachesip 
vom  Jahre  1574  und  ^^von  der  gewöhnlichen  Art  dieser  Instrumente  völlig 
verschieden^^,  wird  nur  mit  wenigen  Worten  bedacht.  Von  Arzachel,  der 
um  das  Jahr  1180  (-!)  in  Spanien  gelebt  haben  soll^  und  seinem  Astro- 
labium berichtet  gleichfalls  nur  eine  ganz  korze  Notiz.  Als  Schluss  ist 
eine  Literatur -üebersicht  beigegeben,  die,  soweit  ich  ein  ürtheil  darüber 
habe,  recht  vollständig  zu  sein  scheint,  doch  fehlen  darin  die  beiden 
Schoener'schen  Schriften,  aus  denen  ich  in  der  ersten  Anmerkung  zu  diesem 
Abschnitte  Einiges  mitgetheilt  habe. 

Derselbe  Gonstruetear,  von  dem  das  in  der  dritten  Anmerkung 
erwähnte  Astrolabium  herrührt,  hat  im  Jahre  1218  ein  Zarcallicum  ver- 
fertigty  welches  Jomard  fOr  das  Karten-D^pöt  der  Pariser  Bibliothek 
acquirirt  hatte,  und  das  damals  noch  in  sehr  gutem  Zustande  war.  Es 
trägt  die  Inschrift: 
ry*^  CT^  vXti^u  SL^Ui^tolt  V(3L^  mxtc  ,, Verfertigt    hat    diese    Scheibe 

.Ky^l  9^  RjuM  ^    blühend  l,  im  Jahre  615  der  Plttcbt** 

Södillot  überlässt  es  Jomard,  eine  ausführliche  Beschreibung  davon  zu  geben, 
und  wiederholt  bei  dieser  Oelegenheit  nur  einen  Satz,  den  er  schon  einige 
Male  und  fast  mit  denselben  Worten  ausgesprochen  hat:  On  voit  par  cet 
instrument  qu'  Arzachel  faisait  toumer  le  centre  de  Texcentrique  dans  uo 
petit  cerde  pour  ezpliquer  la  difiPörence  qu'il  trouvait  entre  Texcentricit^ 
du  soleil  et  celle  qulndique  Albatögni.  Dann  aber  theilt  er  mehrere 
Abschnitte  aus  dem  lateinischen  Manuscript  Nr.  7195  d.  Par.  BibL  mit, 
das,  wie  er  sagt^  die  üebersetzung  eines  von  ZarkftU  selbst  herrührenden 
Schriftstückes  über  seine  Erfindung  enthält.  Nachstehendes  sei,  unter 
Beschränkung  auf  das  AUemüthigste,  daraus  excerpirt: 

Incipü    composiHo    tahulae    guae    Saphea    dicUur    sive    astr&läbmm 
Areachdis.  —  Siderei  motus  et  effecfm  moUiwm  s^^eculatar  d  duplex  dm 
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Pihclomaeus,  inter  caetera  sui  ingenia,  a$trölabium  edidU  et  unieuique 
dhnatum  propriam  tdbutam  deptäavit,  qttae  omnes  Arzachet  Thotetaims^ 
adfmirahüis  mventor,  in  imam  tahülam  reduodt^  quae,  cum  (sit)  universis 
terris  eammums^  Astrolabium  universale  non  immerUo  nuncuptxtur.  Cujus 
rei  scientia  usque  ad  hoc  nosirum  tempus,  anno  domini  1281,  omnes  fere 
modo  nos  latuit;  viam  itaque  invenioris  (imitantes),  distinctiones  (jusdem 
instrumenti  primo  in  corpore^  dehinc  lineaiiones  e^  in  piano,  postremo  opus 

et  uHUtates  eQUS  enodabimus PthoHomaeus  quidem  istiiM  scientiae 

fundamentum  euum  de  hoc  insirumento  machinamentum  super  aequatorem  in 
planum  convertU.  Hocque  instrumenhim  super  meridianum  in  planum 
companitur;  et  hoc  est  de  corpore. 

Hcibita  itaque  lamina  vd  tabula  in  utraque  parte  sui  planissima^ 

in  una  ejus  planitie  fiant  omnia  quae  in  dorso  astroläbii  fieri  solentj  vide- 
licet  lirnbus  et  älia  sequentia,  vel,  pro  taedio  evitando,  in  quarta  inferiori 
quae  est  a  dextris  linetur  quadrtms  sine  Cursore.  Designantur  horae  (e) 
contrario  ei  quadranti  qui  annulum  sive  pendiculum  habet,  quia  ibi  moväur 
instrumentum,  hie  movetur  regida,  et  consideretur  quania  sit  aititudo  soUs 
meridiana;  numera  in  regione  tua  vd  climate  (quarto  quantam  quia)  commune 
est  omnUms  terris,  et  nota  eam  in  linea  dividente  quartam  circuU  ductam 
per  medium^  ä  secundum  portionem  ejus  superiorem,  versus  centrum  fiat 
quüfdrcdum  orihogoniumj  secundum  doctrvnam  JPiholomaei^  Deinde  Uneentur 
horae  secundum  doctrinam  datam  de  quadrante,  tamen,  ut  dixi^  e  contrario 
d  guadranti  qui  movetur,  ä  sistant  omnes  ad  contactum  orthogonii; 
d  dividantur  (latera)  orthogonii  in  12  puncta  sicut  in  astroMbio  fiunf, 
sicfä  diam  patet  in  suibscripta  figura.  Ddnde  fiat  reguJa  cum  pinnuUs  d 
davus  reguiam  tabulae  conjungens;  similiter  d  armüta,  sicwt  in  astroläbio 
fieri  sdld,  d  hoc  in  exteriori  planitie  opus  compld>itur. 

Sequitur  de  horieonte  obliquo  [wahrer  Horizont].  —  Ad  ultimum 

horizon  hoc  modo  fiat;  enumerdur  latitudo  regionis  AC  versus  A,  d  ibidem 
fiat  minutissimum  foramen  d  similiter  in  ^fus  opposito.  Ddnde  filum  sericum 
bene  extensum  d  bene  firmcUum  in  praedictis  pimdis  coUoces,  d  sicut  variantur 
latitudines  regionum,  sie  variabitwr  ßi  positio;  d  haee  de  composüione 
aströlcibii  universcUis  dicta  sufßciunt^). 

Der  Gedanke,  von  dem  Zark&U  bei  der  Construetion  seines,  im  Princip 
höchst  einfachen  Astrolabiams  ausging,  war  also  der,  dass  er  das  Auge 
in  den  Ost-  oder  Westpunkt  des  Horisontes  und  zugleich  in  einen  der 
Aequinoctialpunkte  setzte;  die  Projectionsebene  bildeten  dann  der  Meridian 
(der  för  den  Nullpunkt  der  Stundenwinkel)  und  der  damit  zusammen- 
fallende Golur  der  Solstitien.  Diese  Projectionsebene  passirt  die  Sonne  am 
ersten  Frühlingstage  in  der  Höhe  des  Aequators,  nahe  um  0*  Stemzeit; 
ihr  Auf-  und  üuiergang  an  jenem  Tage  erfolgte  im  Ost-  und  Westpunkte.      t 
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Wie  die  Bilder  der  hauptsRcblichsten  Kreise  der  Himmelskugel  dnrcli  eine 
solche  Projections- Methode  erhalten  werden,  zeigt  nebenstehende  Figur.  Es 

bedenten  darin  AA  den 
Aequator  mit  seiner  Achse 
Vl^y  EE  die  Ekliptik  mit 
ihrer  Achse  QQ'^  HH  den 
Horizont  für  diePolhöhe  Ton 
Toledo  mit  seiner  Achs« 
(Zenith,  Nadir)  ZN,  8 
einen  Stern,  in  welchem 
sich  der  zugehörige  Dedi- 
nations-  und  Parallelkreis 
(wie  angedentet)  recht- 
winkelig schneiden;  endlich 
ist  far  8  der  Höhenkreu 
ZSNuad  Almnkantarat  Aft 
angegeben,  die  sich  gleich- 
falls unter  rechtem  Winkel 
treffen  müssen. 


ABmerkangen« 

1)  1.  Problemata  XXIX  Saphaeae  NobiliB  Instrumenti  Astronomici,  ab 
Joanne  de  Monteregio  Mathematicorum  omnium  facile  principe  conscripta.  Anno 
M.D.XXXIIII.  OhneOrt.26Qaaxt8eiten  ohne  Paginirung,  herausgegeb.  von  Sohoener. 

S.  6.  Saphaea  jam  pridem  vocata  creditur,  sive  quasi  sphaera  per  eUsümm 
penuUimi  dementi,  ultimigue  ingeminationem:  sive  ä  graeco  epüheto  aatplg  [eatpris], 
quod  Latini  manifestum  dicurit.  —  Eine  eigenthflmliche  Etymologie  von  Safiha' 
Unmittelbar  darauf  haisst  ee:  ,,Mit  Hülfe  eines  solchen  Instmmentes  lassen  sich 
nun,  eben  so  leicht  wie  genau,  so  ziemlich  alle  diejenigen  Aufgaben  zu  klarer 
Anschauung  bringen  und  lOsen,  wozu  sonst  eine  künstliche  Himmelskugel  ge* 
braucht  wird,  die  aber  in  ihrer  Handhabung  ungleich  schwieriger  und  complicirter 
ist.  Es  liegt  ihm  eine  gewisse,  höchst  merkwürdige  Art  von  Projection  der 
Himmelskugel  auf  eine  Ebene  zu  Ghrunde,  bei  der  das  Auge  auf  dem  Aeqoator 
angenommen  ist,  und  deren  Kreise  und  gerade  Linien  dann  alles  Abxabildende 
unzweideutig,  klar  und  völlig  wie  in  der  Natur  darstellen.  Dazu  kommt  noch, 
dass  ein  uod  derselbe  Kreis  dieses  Planisphäriums  in  der  Regel  vielerlei  Zwecken 
dient^  wie  wir  später  oft  genug  sehen  werden,  wenn  wir  zu  den  einzelnen  Auf- 
gaben übergehen Da  die  ganze  Vorrichtung  fast  wie  ein  gewöhnliche« 

Astrolabium  aussieht,  so  werden  wir  uns,  insofern  wir  Veranlassung  haben  soJltes, 
von  Theilen  zu  sprechen,  die  beiden  gemeinschaftlich  sind,  mit  Becht  der  for 
letzteres  geltenden  Bezeichnungsweise  bedienen.  So  nennen  wir  „Rücken"  der 
Saphaea  diejenige  Seite,  auf  der  man  viele  concentiische,  gleich  weit  ron 
einander  abstehende  Kreise  erblickt,  dagegen  „Vorderseite^'  die  Ansicht  derselben, 
auf  der  ein  Gewirr  von  Kreislinien  erscheint,  die  in  je  zwei  entgegengesetsten 
Polen  endigen  und  hierin,  gleichsam  wie  in  Knoten,  zusammengeschnürt  werden**. 
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2.  Sapbeae  Becentiores  Doctrinae  Patris  Abrusahk  Asarchelis  Sammi 
Astronomi,  A  Joanne  Schoner o  Carolostadio  Germano,  Innumens  in  locis 
emendatae  correctis  errorib.  eins  qui  ex  Arabico  convertit,  in  lucem  foelici 
Sydere  prodeunt.  M.D.XXXUQ.  26  nicht  paginirte  Quartseiten  Am  Schlosse: 
Noximberge  excusum.    Anno  gratiae.   1684. 

S.  2  bis  3.  Sapheae  duae  sunt  partes  principiües.  üna  dicta  fades,  altera 
vero  potUca  sive  dorsum  Sapheae  fiwncupari  demeruü,  Eutus  etenim  Sapheae 
fades,  limbo  gradiMtm  360  dreumatnbitur,  adnatatis  numeris  suis,  a  duabus  literis 
A  sdlicet  dk  B  de  10  in  10  defluenHbus,  utrigue  tarnen  ad  literas  G  dB  scandendo 
in  90.  conc%mrentes,  Ei  sunt  numeri  dt  gradus  revoUUionum  sive  paräOehrum  <ib 
itequatare  lateraliier  dedinantes.  Est  autem  linea  AB  media  revölutionum  pro 
drcuh  aequincHiiioM  in  hoc  opere  sita,  Ibst  Umbum  ab  itUra  in  modica  di^ntia 
supremus  integer  Ascensionum  drculus:  gui  etiam  hora  12,  natat.  Meridiamu  didiur, 
Huic  sueeedunt  reliqui  Ascensionum  rectarum  drculi,  etc.  Es  folgen  die  Gerade, 
welche  die  Ekliptik  mit  den  zwölf  Zeichen  enthält,  „hier  und  da  zerstreute  Fix- 
stern-Scheibchen**  und  eine  um  den  Mittelpunkt  (centralen  Zapfen)  drehbare 
Begel  aus  MetaU,  die  an  Stelle  des  wahren  Horizontes,  der  selbst  wieder  (wie 
oben)  durch  einen  dünnen  Seidenfoden  markirt  wird,  die  ganze  facies  des  In- 
strumentes durchlaufen  kann.  „Der  Bücken  weist,  ausser  allen  Theilen  und 
Kreisen  des  Dordums  eines  Astrolabiums,  noch  einen  besonderen  Kreis  auf,  den 
man  Asdmuth  nennt,  und  der  die  Vertioalen  enthält.  In  seiner  Mitte  befindet 
sich  ein  Index  der  Linie  des  magnetischen  Meridians,  daselbst  ein  Metallstift: 
index  Aszimuth  Solls.** 

2)  Gemmae  Frisii  Medici  Ac  Mathematici  De  Astrolabo  Catholico 
Liber  quo  latissime  patentis  Instrumenti  multiplex  usus  explicatur,  &  quicquid 
uspiam  rerum  Mathematicarum  ti  adi  possit  continetur.  Antuerpiae,  M.  D.  LVI.  Kl.  8  ^• 

Der  Liberalität  des  Herrn  Dr.  G.  Laub  mann,  Directors  der  KOnigl.  Bayer. 
Hof-  und  Staats -Bibliothek  zu  München,  verdanke  ich  meine  Kenntniss  dieses 
Werkes. 

üeber  das  Planisphärium  des  Ptolemaeus  sagt  der  Verfasser  (Fol.  6  recto): 
Ouius  quidem  inuentor  quis  fuerit,  haetenus  quidem  ignorare  me  fateor,  quanquäm 
sdam.  PtoUmaeo  ä  nonnullis  adseribi,  inter  quos  <Sr'  JocMnes  Stoflerus  est  qui  äf* 

eompositionem  6*  usum  dus  docet  ex  professo Sed  dieaiur  etiam  per 

exedUntiam  Astrciabum  stue  Astrolabium,  de, nomine  non  est  certandum. 

Der  Beschreibung  des  „Astrolabum  Catholicum**  (von  Fol.  8  an)  entnehme 
ich  folgende  Sätze:  Astrolabum  nostrum  ^phaera  item  plana  est,  ex  visus  defluxu 
dmüiter  ut  praeeedens  descripta.  Verum  eo  solum  differt,  qubd  oculus  nqn  in  polo, 
sed  in  AequinocMti  consUtui^ur,  cOque  ita  oppodtum  oculo  hemisphaerium  in 
pUmum  per  eentrum  extensum,  oculöque  ad  perpendiculum  obiectum  visu  describiUtr. 
Aedpimus  autem  in  htmc  usum  sphaeram  quae  eontineat  Meridianos  quotcunque 
poterü  pro  magnitudine  proposita,  simüiter  <Sh  drculos  parallelos  ipd  Aequatori 
quotcunque  poterit,  atque  illos  in  planum  sie  dedudmus,  (Folgt  eine  Figur,  die 
weggelassen  werden  kann.)  Sit  igitur  cdurus  aequinoctiorum  ccßyS,  Cuius  polus 
dt  B&reus  ß,  Austrinus  d,  Centrum  a.  Punctum  oceasus  in  quo  oeultm  statuimus 
aiue  T^(  wffBi»g  eentrum,  Planum  intelligitur  drcultAS  per  eentrum  mundi  s  transiens 
quod  Sit  idem  cum  Coluro  Solstitiorum  ut  Sphaerae  ratio  postulat.  Communis 
interseetio  duarum  dietarum  .super fiderum  erit  ßö  linea.  Igitur  ex  a  oeuli  centro 
partes  ßyS  hemieydii  ducantur  ad  lineam  ßS.  Et  quoniam  Meriddanm  Colurus 
Aequinoetialis  atque  ui  uno  verbo  explicem^  drcuii  maiores  omnes  aegudles  hdbent 
partes  smüis  rationis,  diameter  aequinoetialis  ex  transuerso  oculo  obiectus 
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partes  (leguatoris  obieekts  oculo,  eodem  prornis  modo  secah&r,  ünde  Heiti  ßd  Unea 
seeta  est  in  partes^  ita  in  simiUs  prorsus  secdbiiur  ay  linea  quae  Aequataris  weem 
refert.  Dann  weiter:  „Vor  Allem  sind  seine  Vorder-  und  Rückseite  als  du 
Wesentlichste  eines  solchen  Instrumentes  zu  betrachten.  Erstere,  die  wir  im 
weiteren  Verlaufe  die  ,, allgemeine  Tafel"  oder  sein  „Antlitz  (facies)^'  nennen 
wollen,  enth&lt  zunächst  zwei  Systeme  von  Kreisen,  die  sich  in  zwei  Polen 
schneiden  und  die  Declinations-  oder  Stundenkreise  heissen,  zu  diesen  kommen 
die  dem  Aequator  parallelen  hinzu,  die  zwar  in  der  Projection  nicht  parallel 
erscheinen,  am  Himmel  aber  doch  unter  sich  parallel  sind.  Sodann  sind  daselbst 
noch  die  Fixsterne,  nach  Längen  und  Breiten,  angegeben;  jedoch  deren  nicht 
zu  viele,  damit  nicht  durch  sie  die  so  sehr  nOthigen  Kreise  undeutlich  werdsn.** 

„In  der  Mitte  der  &cies  ist  eine  drehbare  Regel  mit  Läufer,  die  wir 

entweder  einfach  mit  „Regel"  oder  mit  „Horizont"  bezeichnen,  insofern  tie 
nämlich  sehr  häufig  die  Stelle  des  Horizontes  vertritt."  —  Doch,  genug  d«r 
Einzelnheiten  1  Sie  zu  vermehren,  ohne  gleichzeitig  einen  neuen  Tractat  fiber 
das  Astrolabium  im  Allgemeinen  zu  liefern  (das  EinfiEushste  wäre,  irgend  einen 
abzuschreiben),  brächte  nämlich  nicht  den  geringsten  Nutzen.  —  Zum  Schlnsse 
noch  die  Bemerkung,  dass  weder  Gemma  Frisius,  noch  Schoener,  sich  zur  Eni- 
Wickelung  einer  allgemeinen  Theorie  der  stereographischen  Projection  erheben; 
die  Schriften  des  Oronce  Fine,  von  denen  der  Erstere  spricht,  sind  betitelt: 
Quadrans  astrolabicus ,  omnibus  Enropae  regionibus  inserviens  (Paris,  1634),  und  | 
De  universali  quadrante  (Paris,  1650).  ' 

8)  Eine  grosse,  augenblicklich  im  Journal  Asiatique  (Neuvi^me  s^iie,  I 
Tome  Premier;  Paris,  1898)  in  der  Publication  begriffene  Arbeit  über  ein,  in  ! 
seiner  Art  einziges,  Astrolabium  will  ich  hier  nicht  ganz  mit  Stillschweigen 
übergehen,  obgleich  sie  mit  der  meinigen  nichts  Gemeinsames  aufzuweisen  hat; 
ihr  Titel  lautet:  Sur  une  m^re  d'astrolabe  arabe  du  XIII*  si^cle  (609  de 
TH^gire)  portant  un  calendrier  perpätuel  avec  correspondance  musnimane  et 
chiätienne.  Traduction  et  interpr^tation  par  H.  Sauvaire  et  J.  de  Bey  Pail- 
hade.  Einer  der  beiden  Verfasser  erstand  es  1878  zu  Kairo.  Es  ist  von  Kupfer, 
lässt  noch  Spuren  von  Vergoldung  erkennen  und  besitzt  ein  Gewicht  von 
800  Gramm;  die  Schriftzeichen  darauf  sind  kufische.  Sein  Durchmesser,  ein- 
schliesslich des  6  mm  breiten,  auf  der  „Mutter**  mittelst  14  kleiner  Eisensttfte 
befestigten  Limbus,  beträgt  166  mm.  Eine  Inschrift  besagt,  dass  „Muhammed  ben 
Fatüh  al-gamälry  es  in  der  Stadt  Sevilla  im  Jahre  609  verfertigt  hat**,  also 
ungeföhr  in  der  Mitte  des  Jahres  1212. 

4)  F.  Woepcke,  Ueber  ein  in  der  Königlichen  Bibliothek  zu  Berlin  befind- 
liches  arabisches  Astrolabium.  (Aus  den  Abhandlungen  der  KönigL  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Berlin  1868.)  Berlin,  1868;  gr.  4^  Mit  drei  Kupfertafelo. 
—  Durchweg  afrikanische  Schrifbzeichen. 

6)  William  H.  Morley,  Description  of  a  planispheric  astrolabe, 
constructed  for  Shäh  Sultan  Husain  Safläwi,  king  of  Persia,  and  how  preeerved 
in  the  British  Museum;  comprising  an  account  of  the  Astrolabe  generally,  with 
notes  illustrative  and  explanatory:  to  which  are  added,  concise  notices  of  twelve 
other  astrolabes,  eastem  and  european,  hitherto  undescribed.  London,  1866. 
Fol.  max.  UI  u.  49  S.  mit  21  Figuren -Tafeln  in  Zinkplatten -Druck. 

6)  Ueber  eine  andere,  im  Manuscript  (Cod.  Pal.  Vind.  6280)  erhaltene, 
^«lateinische  Bearbeitung  von  Zarkali's  Saphea,  die  unedirt  und  üut 
unbekannt  ist'*,  berichtete  Moritz  Steinschneider  vor  drei  Jahren  (Bibliotheca 
mathematica,   Zeitschrift  für   Geschichte   der  Mathematik,   herausgegeben  tob 
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G.  EnestrOxn,  Nene  Folge.  4.  Band.  Berlin,  Stockholm,  Paris,  1890.  gr.  8^. 
Sie  ist  im  Jahre  1604  von  einem  gewissen  Jaoobus  Lateranns  verfEisst,  dessen 
Persönlichkeit  sich  vorläufig  noch  nicht  n&her  feststellen  Hess.  Herr  Stein- 
schneider kommt  im  Verlaufe  der  Mittheilung  auf  seine  £tudes  sur  Zarkali 
BU  sprechen,  die  er  im  16.  und  17.  Baude  des  Bulleitino  di  bibliografia  e  di 
storia  delle  sciense  matematiche  e  fisiche  pubblicato  da  B.  Boncompagni  (Roma, 
1883  und  1884;  gr.  4*^  veröfTentlicht  hat,  und  deren  erster  (mir  unbekannt 
gebliebener)  Theil  bereits  im  14.  Bande  erschienen  ist.  Unter  den,  im  16.  Bande 
angefahrten,  arabischen  und  hebräischen  Handschriften,  die  sich  mit  Zarkält 
beschäftigen,  befindet  sich  die  Leipziger,  von  der  ich  gleich  sprechen  werde,  nicht. 
Es  ist  nothwendig  zu  bemerken,  dass  ich  diese  ganze  Anmerkung  erst 
hinzugefügt  habe,  nachdem  meine  Arbeit  völlig  abgeschlossen  und  nieder- 
geschrieben war;  eine  ärgerliche  buchhändlerische  "Verschleppung  trägt  die 
Schuld  daran,  dass  ich  die  Stoinschneider'schen  Publicationen  so  sehr  verspätet 
zu  Gesicht  bekam.  Eine  Beeinfinssung  meiner  Schrift  durch  letztere  hat  daher 
nicht  im  Geringsten  stattfinden  können. 


n. 

Die  „Hefa'tya'^*,  eine  aus  487  Nummern  bestehende,  in  einem 
besonderen  Schranke  der  Leipziger  Uni versitats -Bibliothek  verwahrte  Samm- 
lung arabischer  Handschriften,  in  der  alle  möglichen  Wissens -Gebiete 
vertreten  sind,  enthält  auch  zwei,  die  für  den  Astronomen  Interesse  haben. 

Beide   sind  vortre£flich   erhalten,   in  Neschi  (^J:umJ;    der  am  häufigsten 

in  ICannscripten  anzutreffenden  Schreibweise)  und,  wenigstens  im  Anfange, 
zieoilich  leserlich  geschrieben;  die  diakritischen  Punkte  aber  fehlen  leider 
in  beiden  fast  überall. 

Der  erste  Codex  (D.O.  116,  93  Blätter  einer  Art  von  Oel-Papier, 
je  24,0  X  13,5  cm  im  Geviert  haltend)  giebt  einen  Commentar 
{ijAfJ^  ^j^)  ö*'^*  „Commentar,  um  klar  zu  machen '';  beide  Worte 
bedeuten,  im  Grunde  genommen,   dasselbe.)  zu  Al-Mulahhis   fll-hai'a 

(lU^Jt^  ^jAS^dJi  „Das  Ganze  der  Astronomie'')  des  Cagmlnl  und  ist 
von  Kädizäde  verfasst.    Unter  dem  Letzteren  wird  man  vermuthlich  den 

Aelteren  dieses  Namens  (^^xäJJ  ^j^^  o^  "^^J  *J^'  r^  v.^^  CT*-^^ 
«of :  ^^Üb)  zu  verstehen  haben,  der  ein  Mitarbeiter  des  Ulug  Beg  war, 
und  von  dem  die  Bibliothek  zu  St.  Petersburg  und  die  Bodlejana  in 
Oxford,   dem  Titel    nach,    gleich  lautende  Commentare  besitzen.     Die,   in 


*  Sie  stammt  aus  Damaskus  und  bildete  ursprünglich  ein,  von  einem  An- 
gehörigen des  Geschlechtes  derRefä^t  gestiftetes,  erbliches  Familienvermächtniss 
(wakf).  Ende  des  Jahres  1858  wurde  sie,  durch  Vermittelung  des  Consuls 
Dr.  Wetzstein,   ihrem  damaligen  Besitzer,  *Omar  Efendi,  von  der  Eönigl.  Sachs. 

Staats-Regiernng  abgekauft.  ^r^}r> 
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der  Handschrift  vorkommenden  Figaren  ähneln  in  ihrer  AnsfUhrong  denen 
nnserer  Schüler  in  den  nnteren  Klassen  nnd  stellen  der  Geschicklichkeit 
des  Verfassers  oder  Abschreibers  im  Zeichnen  kein  günstiges  Zengniss  aas; 
die  beigefügten  Bezeichnungen,  grössten  Theils  roth,  sind  meist  schwer 
leserlich,  weil  sehr  flüchtig  geschrieben  und  stark  yerblasst.  Das  eiste 
Blatt  trfigt  die  Abdrücke  dreier  Siegel  (eines  ovalen,  rechteckigen  nnd 
nnregelmässig  achteckigen);  der  erste  nnd  letzte  ist  fast  völlig  verwischt^ 
nnd  nur  der  des  dritten  iKsst  noch  einige  Züge  erkennen,  sowie  auch  die 
Worte  über  ihm  deutlich  zu  lesen  sind  und  aussagen,  dass  das  Mannscript 
im  Jahre  1148  (heg.  1735  Mai  11)  in  den  Besits  des  Siegel -Inhabers 
übergegangen  sei.  Die  ausserordentlich  feine  Schrift  auf  dem  rechteckigen 
Siegel  ist  ganz  erhalten  und  liefert  einen  neuen  Beweis  fOr  die  Meister 
Echaft  orientalischer  Siegelstecher. 

Der  zweite  Codex  (D.  C.  56;  90  Blätter  eines  sehr  starken  Holz- 
papieres,  je  12,5  x  16,7  cm  im  Oev.  halt),  ebenso  wie  der  erste,  von 
Einer  Hand  und  gleichfalls  gegen  das  Ende  zu  beträchtlich  nndentiicher 
als  anfangs  geschrieben,  zerfällt  in  zwei  Handschriften,  von  denen  die  erste^ 
aus  zwei  Theilen  bestehende,  49  Blätter  umfasst.  Siegel  oder  Stempel 
fehlen,  auch  sind  keine  Figuren  vorhanden,  dagegen  finden  sich  mehrfach 
Marginal -Noten   von  Interpreten.     Sehr   trägt   zur  üebersichilichkeit  bei, 

dass  J^tA^J!  durchweg  roth  geschrieben  ist.  Das  J  .!^|  v^Uii  der  ersten 
Handschrift  scheint  nachträglich  von  einer  anderen  Hand  hinzugefügt 
worden  zu  sein;  denn  weder  liest  man  irgendwo  ^UJt  v^Li(  u.  s.  w.,  noch 
bat  ihr  zweiter  Theil  eine  besondere  Eintheilung  in  Abschnitte,  sondeni 
vielmehr  eine  fortlaufende,  dem  ersten  sich  anschliessende.  Die  «weite 
Handschrift  aber  kann  füglich  nicht  als  Fortsetzung  der  ersten  ange- 
sehen werden;  auf  Folio  50  recto  beginnend,  „beschreibt  sie  die 
Art  und  Weise  der  Operation  mit  einem  Astrolabium  (\^\s£d 
^^^Ixy^'^La  J^l  »Ä^jL  auÄyrsvA^)  und",  heisst  es  weiter,  „berichtet 
hierüber  in  96  Abschnitten/'  Die  sich  häufig  bietende  und  benutzte 
Gelegenheit  zu  einem  Excurs  auf  das  Gebiet  der  mathematischen  Geographie 
und  Astronomie  bewirkt,  dass  die  Schrift  umfassender  ist,  als  ihr  Titel 
angiebt.      An    verschiedenen    Stellen    hebt    der    Verfasser    unterschiede 

zwischen  den  einzelnen  Instrumenten  hervor,  indem  er  sagt:  ^Jkui^  ^(^ß 
oL'SijixwM'^I  „mit  Bezeichnung  auf  einigen  Astrolabien*'.  Wie  von  einer 
schweren  Mühsal   befreit,   schliesst   er    aufathmend:    J^t  ^  Jj^fl  |4 

.{dl  Ju.^L  s^^jJQ^^l^  Wer  diesen  zweiten  Codex  verfasst  hat,  xmd  ob  beide 
nur  Copieen  sind,  weiss  ich  nicht;  eben  so  wenig  bin  ich  genug  bewandert, 
um  ans  dem  Schrift- Ductus  oder  sonstigen  Anzeichen  auf  ihr  Alter  za 
schliessen.  ^  j 
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Auf  der  Innenseite  des  Einbanddeckels  von  D.  C.  56  steht  der  allgemeine 
Titel  fdr  beide  Handschriften: 

,,Zwei  Dissertationen 
,^Jjii\  ^^^^yjjdL^jtf^^biEs  über 

die   Lehre  von  der  Himmelskugel, 
»Amö-«  ^jU  «JJI  »4^^  Gottes  Gnade  walte  über  deren  Verfasser 

.QA4lM»»Jt  M«.^  <^^J  ^^^  ^^^^  allen  Muselmännern!'* 

Ihm  folgt  auf  Folio  1  verso  der  spezielle  ftir  die  erste: 

I  I  ,^Im  Namen   Gottes,    des   Barmherzigen, 

^•^j^j^J^iy^ji^»^^^-^    des  Erbarmers,  des  Herrn,  der  beisteht! 

JjiUvU»  Das  erste  Oapitel. 

.&JL3^yi  RäaäaoJL  Von  der  Scheibe  des  ZarkftU." 

Nach  der  Einleitung,  welche  die  ausgezeichneten  Eigenschaften  des  ,,be- 
rtOimtesten  der  Instrumente,  das  sich,  seiner  Allgemeinheit  wegen,  für 
alle  Gegenden  der  Erde  eignet'^,  aufzählt,  kommen  die  einzelnen  Abschnitte 
an  die  Reihe,  von  denen  der  erste  der  inhaltreichste  ist  und  „die  Be- 
nennung der  Verzeichnungen,  wie  £ie  sowohl  auf  der  Aussen-  wie  auf 
der   Innenseite   einer   solchen   Scheibe   angegeben   sind,   zum  Gegenstande 

hat",  ^i  ur  Liaij  ^\^^\  ^^  i^j^  ^  y^s^  ^^^\  J^t  ^yis  »J^) 

An  letztere  schliessen  sich  dann  die  gewöhnliclien  Aufgaben  an,  z.  B.: 

J^J  SLiyM^^c.  ^y>UJI  JwÄftJI         „Der   18.  Abschnitt.     Von  der  Be- 
stimmung der  Declination,   grössten 
>a5  ^  >^j^\  JUu.^  ^\iä^^\  JsiUj    g^jj^  ^^^  Morgeuweite  aus  Polhöhe 

.^L^jJf  ^y  oi^^  Jo^^\    "^^  ^^°»  ^^^^"^  Tagbogen/' 

unter  J^  mejl,  ohne  Zusatz,  ist  zwar  in  der  Regel  die  „erste 
Schiefe  %  d.  h.  der  (kürzeste)  Bogen  des  DecUnationskreises  eines  Sternes 
swischen  iequator  und  Ekliptik,  zu  yerstehen,  hier  aber  glaubte  ich,  wie 
auch  schon  von  anderer  Seite  geschehen,  es  mit  Deol.  übersetzen  zu 
mfissen,  weil  sich  dann  Alles  ungezwungen  giebt  und  ganz  unseren  Formeln     ^ 
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Costa  —  —  tgq> .  tgd.  sinÄ.  — >  e  ^  q>  —  i 

entspricht.  —  Ein  gründliches  Studium  (nicht  selten  mit  Entzifferung 
identisch)  der  Handschrift^  das  ich  mir  für  eine  spätere  Zeit  vorbehalten 
mnss,  wird  zeigen  ^  ob  es  sich  verlohnt,  dieselbe  in  extenso  in  deutBcher 
Sprache  herauszugeben;  bis  jetzt  finde  ich  daza  keinen  recht  zwingenden 
Anlass. 


IIL 

Sein  pietätvolles  Gedenken  hat  vor  371  Jahren  Heinrich  Schreiber 
(oder  Grammateus)  zur  Herausgabe  eines  Schriftchens  {(Siu  kWiPxtxif  ml 

bti^tviht  Snftxnmit  fvmi^tn  am  tag  btif  htx  Sütttuit  tritt  ht  in  mifi 
hnxUs  ^^  SBtent  mm^tvltif  nu^tterperkeit  m  rafgalt  ht  alUit  0rteit  tni 
eitHt  hn  mtü  iitfApAbtn  hnx^  ^Httricu  9xümmnitn  üitt  f^tiktx  n 
(Erffuriit  htx  $^btn  fxtp  kinfttn  mni^px.  Am  ScUusse:  f  (SeHnuU 
}n  Itnrnlrtrs  hux^  l^xtxmmnm  ^^l^iei/  Hx^  i^txltimi  tntt  ;3Uitittret 

^hgtXX  tmi  ÄUt^Urer  jit  Witm  Tinw.  1522.  —  8  nicht  paginirte 
Blätter  in  kl.  4^.)  veranlasst^  das  unverkennbar  von  einem  Astrolabium 
handelt,  dessen  planisphärischer  Entwurf  sich  auf  dieselbe  Projections-Art 
stützt,  die  wir  bei  Zarkäll  und  später  Gemma  Frisius  fanden,  wenngleich 
darin  weder  diese  auch  nur  mit  einer  Sylbe  angedeutet  ist,  noch  das 
Instrument  selbst  namhaft  gemacht  wird.  In  der  Widmung  an  den 
Bürgermeister  und  Batb  der  Stadt  Nürnberg  sagt  Schreiber,    dass  er  bei 

seinem  ^xtttfUfxm  ^txxxi  9tifX6tn  ZmnpUttx  htx  $ifbtn  freien 

kfiltßiett  tmi  7ixi}titlf  9nttifX  verschiedene  Instrumente  gesehen  habe, 
darunter  ein  aits  ntxmifx^tm/  it0  {ÜB  mm  fagt)  0M^X  <Se0r||tK 
tfeurbltl^tu$  ^rfunll^tt  fm  füll;  dessen  habe  er  sich  ^rltannlrt^  dantit  das 
Gedächtniss  an  die  alten  gelehrten  Männer  der  berühmten  Hochschiile  zu 
Wien  nit  Itb0ien0*     Auf  F.  2  r.  heisst  es   dann:  ^  $tl^  ht^rttttt^ltl  ffÜ 

;ttratr  puk*  9a$  er|l/  mtUftB  hm  i|l  m^xi  mit  htn  ItttTttbergifflrf 
mttfftn  ^at  pt  aufferß  tln  nribel  übtu  mxt  mtn  rittgktt/  itcx  m  nunt 
e$  ^eit  0^ität  ^^rt)ititttu0/  Hb  i|l  itx  mlüngB  riribeL  Htüi  tß  itlff 
geteifit  9üB  auf  Itmlie  feiitett  ^ttmtf  t^ttii  i^txn^itx  ge^ien  (m  ^it^nt 
t^m  im  <StxxfBrA)  .  90.  gritH.  tttt]i  90*  ifbtn  bthtvAtn  tttAV^/  hü$  tft  >its 
jfmtt/  mtl^B  cbtn  m  j^ijmü  mf^amtt  mftx  ^tiAUx.  yin^  hxt  mtüent 
« 90.  gra.  tritterft^  brtng^tt  0)i)i0fthtnt  cmt  9m  Iß  im  {iitttct/  mU^ 
%tstn  wftxm  ttnxt  iß.   <9ri;0n  tiririit  itf^xt^tn  ep  tvS^tx  itB  St^ßs/ 

3u   k^t    tx:}mt    |t4   tp    brntflx^tx  dritel/  nttt  im 

Mtl^  }t^^tu  mtl^tx  ^BüimuB  txAxi  itmnL  Titn^  fi^Uft  fi^fiiittit  ft^B 
g^ftt^t  ttliift  ji^rit  all  e^ttgefi^ribett  tutt^  itx  bxtifU  ttA  ktige*  — 
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Demnach  hfttie  Peurbach  vielleicht  schon  kurze  Zeit  vor  Begiomontanus 
jene  ungewöhnliche  Art  von  stereographischer  Frojection  in  Anwendung 
gebracht. 

Das  bekannte  posthume  Werk  Stoeffler's:  De  compositione  aut  fäbrica 
astrolaUi,  eiusdemque  usf4  muUifariisque  utüüaitbfM^  Johant  Stoflerino 
JusUngensi  ÄtUhore,  das  er  zu  Tübingen  im  Jahre  1510  vollendet  hatte  % 
enth&lt  dagegen  Nichts  von  ArzacheFs  Construction.  Wohl  aber  stimmt 
die  Beschreibung  des  „  Rückens '^  ganz  mit  der  des  Pariser  lat.  Manuscriptes 
flberein,  d.  h.  nicht  alle  Kreise  auf  demselben  sind  concentrisch^  wie  bei 
den  gewöhnlichen  arabischen  Astrolabien  der  Fall,  sondern  das  iimere 
System,  welches  die  zwölf  julianischen  Monate  mit  Eintheilung  in  einzelne 
Tage  enth&lt,  ist  excentrisch.  F.  24 v.:  Augem  igitur  solis  ad  kmpua 
fäbricae  iui  asiroläbii  ex  iabülis  Älphonsinis,  aut  äliis  exträhe,  Quae  gratia 
exempU  Anno  Christi  maximi  decmo  supra  miUesimum  guingentesimum 
currente  in  1.  gradu,  d:  16.  fere  minuto  Cancri  [im  System  der  Süsseren 
concentrischen  Kreise]  exado  cäletüo  reperta  est.  Hanc  ab  inüio  Arieiis 
orbis  signorwm  supra  descripti  supputäbis.  Termmat  autem  se  solaris  aux 
(jmmrum  Christi  memoratorum  pene  in  16.  minuto,  secundi  gradus  Cancri. 
In  termino  igitwr  eiusdem  fac  punctum,  f.  quem  cum  centro.  e.  per  lineam 
rectam  lemter  impressam  continuahus.  Dieses  f  ist  der  gemeinsame  Mittel- 
punkt der  ezcentrischen  £[reise,  deren  ttusserster  den  innersten  der  übrigen 
Kreise  ungleichartig  berührt 

Aus  einem  Abrisse  der  Geschichte  des  Astrolabiums,  den  Stoeffler 
(F.  30  bis  31)  giebt,  kann  ich  mir  nicht  versagen.  Einiges  hier  zu 
reproduciren: 

dt  dicitur,  quod  primius  eiu«  inventor  fuerit  Abraham:  dt^dicUur, 

quod  fuerit  inventum  tempore  regis  Salomonis  filii  David^  vd  ante  eum. 
Et  dicitur,  quod  quidam  ^i  vocäbatur  Lab,  invenit  ipsum,  et  asiro  vd 
astor  vüU  dicere  lineae,  unde  vocatum  est  Astrolabium,  id  est  lineae  Lab. 
haec  iUe  &  plu/ra  älia  utUia. 

^  AUi  interpraetantur  aströläbium  ab  astron  grecOj  quod  est 
sydus,  dt  laU  ansa  vel  manubrium,  qtMsi  syderum  a/nsa.  est  enim 
instrumenium  ansam  hahens,  per  quam  suspensum  astrorum  motus 
dt  plura  noiatu  dignissima  colligimus. 


*  Mir  liegt  folgende  Ausgabe  vor:  Petrus  Jordan  Lectori  S.  D.  En  Tibi 
Nimc  Iterum  Candide  Lector,  Ceolestium  Rerum  Disciplinae,  Atque  Totius 
Sphaericae  peritisBimi,  Johannis  Stoeflerini  Justinges sis,  uiri  Germani,  uariorum 

Asirolabiorum  compositionem  sea  fabricam, ,  in  meliorem  formam  quam 

antea  fuerant,  redigenda,  atque  imprimenda  curauimus.  Vale.  Anno  Salutis. 
M,D.XXXy.  Mense  Martio.  (Zu  ergänzen:  Moguntiae.)  Ein  Folio -Band  von  XVI 
und  156  Seiten.  ^r^c^n](> 
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^  Hoc  praäerea    indrumentum    Hermanus   Caniradus  voaä 

WaUagoram WäHsagora   igUur    ArMce    wmA    pUmn 

sphaera  vd  plcMisphaerium,  aui  astrdapsus  Latine, 

^  Ptolemeus  appeUat  aslröUümm  pAa/nam  sphaeram  atä  plam- 
sphaerium  ex  eo,  quod  sU  ^Msi  sphaera  extensa  in  piano. 
Im  3.  nnd  4.  Quadranten  jenes  ezcentrischen  Ringes  des  ^Bflekens'^ 
sind  Qaadrate,  die  sogenannten  Scalae  altimetrae,  mit  der  timbra 
recta  and  umbra  versa  verzeichnet  ^  denen  bei  den  arabischen  Astrolabien, 
so  bei  dem  Arzache^s  im  Par.  Man.,  gant  fthnliche  Constmctioneo 
entsprechen,  welche  auf  eine  sehr  einfache  Weise  die  Tangente 
(j^yuJi  Jiiil  al-zill  al-menküs)  der  Winkel  von  0^  bis  45^  und  die 
Cotangente  (t^^^wojl  Jkfi  al-zill  al-mebsüt)  der  Winkel  von  45^  bis  90*^ 

Die  £xcentricität  auf  dem  Bttcken  Ton 
Arzacbel's  Scheibe  ist  eine  bedeutend  grössere, 
als  Stoeffler  annimmt,  und  aus  nebenstehendem 
Schema  ersichilich. 

Was  endlich  die  Universalität  des  ZarkftU- 
sehen  Astrolabimns  anlangt,  so  braucht  nor 
darauf  hingewiesen  zu  werden,  dass  die  Systeme 
der  Stundenwinkel,  sowie  die  der  Azimntbe  nnd 
Höhen,  durchaus  vom  Standpunkte  des  Beobachters  abhängen;  alle  drei 
sind  [in  demselben  Augenblicke  an  veischiedenen  Orten  der  Erde  ver 
schieden. 
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S.  LiB.  Theorie  der  Transformationsg^ppen.  Zweiter  Abschnitt,  unter 
Mitwirkung  von  P.  Engel.  Leipzig,  B.  G.  Teubner.  1890.  IV  u.  554  8. 

Bezüglich  des  ersten  Abschnittes  dieses  Werkes,  der  die  allgemebe 
Theorie  der  endlichen,  continuirlichen  Transformationsgmppen  behandelte, 
sei  auf  die  in  dieser  Zeitschrift  Bd.  XXXTV  1889.  S.  171  n.  flg.  erschienene, 
eingehende  Anzeige  von  Herrn  Study  verwiesen. 

Der  vorliegende  zweite  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  der  Theorie 
der  Berührungstransformaiionen^  und  den  von  solchen  gebildeten  Gruppen, 
ein  dritter  Abschnitt  wird  Anwendungen  bringen. 

Um  in  das  Wesen  der  BerQhrungstransformationen  leichter  einzudringen, 
wird  man  am  Besten  auf  die  geometiische  Entstehung  derselben  zurück- 
greifen. (VergL  dazu  vor  Allem  die  grosse  Abhandlung  Lie's  im  Y.Band 
der  Mathem.  Annalen.) 

Bekanntlich  hat  Poncelet  die  Grundlagen  einer  Theorie  der  reciproken 
Polaren  in  Ebene  und  Baum  geschaffen  und  damit  den  Dualismus  in  der 
Geometrie  begründet;  so  fruchtbar  diese  Lehre  zweifellos  gewirkt  hat,  so 
wird  man  doch  behaupten  müssen,  dass  die  Nachfolger  Poncelet^s  den 
von  ihm  eingeschlagenen  Weg  zu  einseitig  verfolgt  haben,  so  dass  ihnen 
wichtige  Partien  der  Geometrie  verborgen  blieben. 

Nach  dem  Vorgänge  Lie's,  der  durch  Plücker'sche  Speculationen 
dazu  angeregt  wurde,  kann  man  der  Theorie  der  Beciprocität  eine  neue, 
fruchtbare  Seite  abgewinnen. 

Um  vorerst  in  der  Ebene  zu  bleiben,  so  ordnet  eine  gegebene  Bed- 
procitftt  zunftchst  irgend  einem  Punkte  P  eine  Gerade  g^  zu,  weiterhin 
aber  einer  jeden  Geraden  oder  Bichtung  g  durch  P  wiederum  einen  Punkt 
Pi  auf  g^.  Fasst  man  daher  den  Inbegriff  eines  Punktes  P  und  einer 
durch  ihn  gehenden  Bichtung  g  als  ein  Ganzes  auf,  das  als  ,, Linien« 
element*'  bezeichnet  sei,  so  kann  man  auch  sagen,  dass  vermöge  der 
Reciprocitftt  irgend  ein  Linienelement  (P,  ^)  in  ein  neues  Linienelement 
(Ai  ^i)  ühergeht.  Die  Ebene  erscheint  nunmehr  nicht  sowohl  als  ein 
zweifach,  sondern  vielmehr  als  ein  dreifach  ausgedehntes  Feld,  insofern 
ja  ein  linienelement  von  drei  Bestimmungsstücken  abhängt.  Die  Linien- 
elemente  mner  Curve  (d.  i.  Inbegriffe   von  Punkt  und  Tangente)  ^ehen  qqTp 
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wiedenun  über  in  die  Linienelemente  einer  Cnrre,  und  haben  zwei  Curren 
ein  Linienelement  gemein,  so  gilt  offenbar  das  Oleiche  von  den  beiden 
transformirten  Curven;  mit  anderen  Worten,  Corven,  die  sich  berühren, 
gehen  bei  unserer  Transformation  wiederum  in  solche  über.  Damit  ist 
ein  erstes  einfaches  Beispiel  einer  sogenannten  „Berührungstransformation" 
gegeben.  Der  so  gewonnene  Begriff  bietet  jedenfalls  den  Vortheil,  lineare 
(oder  auch  höhere)  Beciprocitäten  und  andererseits  Punkttransformationen, 
wie  z.  B.  die  Collineationen,  unter  einem  gemeinsamen  höheren  Gesichts- 
punkte zusammenzufassen,  da  ja  eine  Collineation  zweifellos  auch  dne 
Berühinngstransformation  ist  Man  wird  aber  weiterhin  fragen,  ob  es 
nicht  noch  höhere  Classen  von  Berührungstransformationen  giebt,  bei 
denen  Linienelemente  stets  wieder  in  Linienelemente  übergehen. 

Gehen  wir  jetzt  zum  Baume  über,  so  wird  man  bald  erkennen,  dass 
sich  das  bei  der  Ebene  Bemerkte  nach  zwei  getrennten  Bichtungen  hin 
ausdehnen  lässt. 

Liegt  eine  räumliche,  lineare  Bedprocit&t*  vor,  so  ordnet  dieselbe 
wiederum  nicht  nur  einem  Punkte  P  eine  Ebene  E^  zu,  sondern 
auch  jeder  durch  P  gehenden  Ebene  (oder  besser  Stellung)  E  einen 
Funkt  P^  auf  E^.  Versteht  man  also  unter  „Fl&chenelement''  den 
Inbegriff  eines  Punktes  P  und  einer  mit  ihm  incidenten  Ebene  (Stellung)  E^ 
so  geht  jedes  Fl&chenelement  (P,  E)  über  in  ein  anderes  (P^,  E^).  Die 
oo^  Fl&chenelemente  einer  Fläche  transformiren  sich  im  Allgemeinen  eben- 
falls in  die  00^  Flächenelemente  einer  neuen  Fläche,  sodass  Berührung 
von  Flächen  bei  der  „Berührungstransformation^'  erhalten  bleibt.  Da  eine 
Stellung  von  zwei  Stücken,  etwa  zwei  Winkeln  p,  q  abhängt,  ein  Punkt 
selber  von  drei  Coordinaten  x,  y,  z^  mithin  ein  Flächenelement  von  ftinf 
Stücken  x,  y,  z,  j),  9,  so  sieht  man  jetzt  deutlicher,  dass  das  Wesen  der 
neuen  Auffassung  in  einer  „Erweiterung*'  der  ursprünglichen  Beci* 
procität  besteht,  insofern  nunmehr  —  analytisch  mit  Hilfe  von  f^nf 
Gleichungen  —  die  „Coordinaten"  Xy  y^  e^  Py  q  eines  Fl&chenelements 
transformirt  werden  in  die  Coordinaten  x^^^  y^,  ß^y  p^,  q^^  eines  neuen 
Flächenelements.  Hieran  werden  sich  analoge  Betrachtungen  anlehnen,  wie 
oben  bei  der  Ebene. 

Es  ist  aber  von  Wichtigkeit,  dass  man  bei  consequenter  Verfolgung  der 
scizzirten  Gedankenreihe  zu  einer  zweiten,  von  der  ersten  wesentlich  Ter 
schiedenen  Gattung  von  Berührungstransformationen  gelangt.  Man  denke 
sich  nämlich  zwei  Beciprocitäten  gleichzeitig  gegeben,  so  ordnen  dieselben 
einem  Punkte  P  eine  Gerade  ^^  zu,  zugleich  aber  auch  einer  Ebene 
(Stellung)  E  durch  P  eine  weitere  Gerade  ^'j,  welche  mit  g^  in  einer 
Ebene  E^  liegt,  und  also  auch  g^  in  einem  Punkte  P^  begegnet  Dann 
wird  man  es   als  eine  Folge  der  ursprünglicben  Bepiprocit&ten  ansebei^ 
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dasB  wiederum  ein  „Flächenelement^^  0^^)  übergeht  in  ein  neues  Flächen- 
element  (P^E^),  und  die  Zuordnung  der  Flächenelemente  besitzt  offenbar 
gleichfalls  das  charakteristische  Merkmal  der  Berührungstransformationen, 
die  Invarianz  der  Berührung. 

um  gleich  das  merkwürdigste,  hierher  gehörige,  von  Lie  zuerst 
gefondene  Beispiel  anzuführen,  so  seien  zwei  (lineare)  Beciprocitäten 
definirt  durch  die  Gleichungen  (i  =y^—  1): 

ßj  =  a?  —  iCj  —  iy^  +  0i?i «  0,     Ät,  =  je?  (a?i  —  iy^)  +  g^-^y^O. 

Den  00  ^  Punkten  des  einen  Baumes  entsprechen  dabei  die  (imaginären) 
Qo' Geraden,  welche  den  Eugelkreis  treffen,  im  zweiten  Baume;  umgekehrt 
den  Punkten  des  zweiten  Baumes  die  Geraden  eines  gewissen  linearen 
Complexes.  Tritt  jetzt  aber  die  Erweiterung  auf  Fiächenelemente  ein^  so 
ergiebt  sich,  dass  die  oo' Flächenelemente  einer  Geraden  des  ersten 
Raames  übergeführt  werden  in  die  oo^  Flächenelemente  einer  Kugel  des 
zweiten  Baumes ;  insbesondere  müssen  also  zwei  sich  schneidenden  Geraden 
zwei  sich  berührende  Engeln  entsprechen.  Hieraus  ersieht  man  schon^ 
welchen  Werth  die  fragliche  Abbildung  für  die  Berührungsprobleme  der 
Kugel  hat.  Eine  weit  wichtigere  Folgerung  ist  aber,  dass,  wenn  zwei 
Flächen  vermöge  der  Transformationen  sich  entsprechen,  die  Krümmungs- 
linien  der  einen  dabei  übergehen  in  die  Haupttangenten curven  der 
anderen.  Hierauf  gestützt  hat  Lie  für  eine  Beihe  bemerkenswerther 
Flächen  die  Haupttangentencurven  bestimmt. 

Wir  haben  diese  geometrische  Einleitung  mit  besonderer  Bücksicht 
darauf  ausgedehnt,  dass  diese  so  fruchtbaren  und  eleganten  üntersuchangen 
von  den  eigentlichen  Geometem  bisher  nicht  ausreichend  gewürdigt  zu 
sein  scheinen. 

Was  die  Geschichte  der  vorliegenden  Theorie  betrifft,  so  muss  aller- 
dings  betont  werden,  dass  bei  Lie  selber  die  geometrische  Speculation 
nur  die  eine  Seite  der  Sache  war:  er  hat  nicht  weniger  von  vornherein  die 
Anwendimgen  auf  (gewöhnliche  und  vor  Allem  auf)  partielle  Differential- 
gleichungen im  Auge  gehabt;  es  mag  hier  vor  der  Hand  an  der  Bemerkung 
genügen,  dass  es  gerade  solche  Berührungstransformationen  sind,  welche 
die  partiellen  Differentialgleichungen  in  Formen  bringen,  welche  der  Inte- 
gration zugänglicher  sind. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  das  Wesentliche  der  oben  betrachteten 
Beispiele  zu  erfassen  und  in  analytische  Form  zu  kleiden,  um  so  den 
Begriff  der  Berührungstransformation  in  seiner  wahren  Allgemeinheit  zu 
erkennen.  Um  imnöthige  Wiederholungen  zu  vermeiden,  werden  wir  gleich 
den  gewöhnlichen  Baum  als  Muster  zu  Grunde  legen. 

Als  Coordinaten  eines  Flächenelements  {PE)  wird  man  zunächst 
nebst  den  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y^  e  des  Punktes  P  die  Verhält- 

Hlst  -  11t.  Abth.  d.  ZelUolir.  f,  Math.  u.  Phyg.  89.  Jahrg.  1894.  8.  Heft.  ft        dhv^OOQlC 
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nisse  p  '^  -r-^  ^  ■=*  t-    «ler    Projectionen    einer    unendlich    kleinen    Ver- 

dx  dy 

Schiebung  wählen,  welche  man  dem  Punkte  längs  des  Lothes  xnr  Stellung  E 
ertheüen  mag. 

Setzt   man   nunmehr  fünf   Transformationsgleichnngen  zwischen  den 
^9  P}  ^9  Pj  Q.  ^d  nenen  QrÖssen  x^^  y^^  0^^  p^^  q^  an: 

jx  K-X(ä^,  y,  «,JP,  «),  yi^T(x,y,e,p,  q),  b^^  Z{x,  y,  g,  p,  q\ 
l|?i-P(a?,  j^,  £?,i),  g),   qi''Q{x,y,fS,p,q)y 

so  definirt  man,  abgesehen  von  der  stets  voransgesetzten  Be- 
dingung der  Auflösbarkeit  nach  den  x^  y,  jer,  p^  g,  eine  Be- 
rührungstransformation durch  die  Forderung^  dass  vermQge  I)  ein 
Flächenelement  stets  wieder  in  ein  Flächenelement  übergehe,  oder  analjtiscb, 
dass  die  „Pf  äff 'sehe  Gleichung"  dg  —pdx^  qdy  ^  0  stets  die  andere 
Pf  äff  sehe  Gleichung  de^ -- p^^dx^ —•  q^dy^^  nach  sich  ziehe,  d.  L  dass 
identisch  yermOge  I)  die  Proportionalität  der  beiden  „Pf  äff  sehen  Aus- 
drücke" dz  —  pdx  —  qdy  und  de^  —  Pidx^^  —  Qidyi  erfüllt  werde: 

U)     dg^-p^dx^  -  q^dy^=q{x,y,  g,  p,  q){dg  -  pdx  -  qdy), 

wo  Q  eine  (nicht  identisch  verschwindende)  Function  der  eingeklammerten 
Grossen  bedeute. 

Offenbar  sind  drei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  aus  den 
Gleichungen  I)  nur  eine,  oder  aber  zwei,  oder  endlich  drei  Eelationeo 
zwischen  den  x,  y,  g\  x^^  y^,  g^  allein  folgen. 

Der  letzte  Fall  ist  der  einfachste;  dann  liegen  drei  Gleichungen  vor 
von  der  Form: 

III)  Xy^  -  Z(ä,  y,  g),    y^  -=  Y{x,  y,  g),     g^  -  Z{x,  y,  g\ 

aus  denen  durch  Differentiation  und  Elimination  mit  Nothwendigkeit  die 
beiden  letzten  Gleichungen  I)  resultiren;  eine  derartige  Berührongs- 
transformation  ist  als  eine  ,,uneigentliche"  zu  bezeichnen,  da  sie  nur 
durch  „ Erweiterung'^  einer  gewöhnlichen  Punkttransformation  III)  ent- 
standen ist. 

Im  ersterwähnten  Falle  kommt  nur  eine  einzige  Belation  in  Betracht: 

IV)  Ä(«,y,  «,  ^1,^1,  ^i)-0. 
Differenzirt  man  total,  so  muss  die  Gleichung: 

mit   der  Forderung  II)   äquivalent   sein;   in  der   That  erhält  man  durch 
partielle  Differentiation  vier  Gleichungen: 
dSl  ^  dSl      ^       dSl      'dSl      ^         dSl  ^  dSl      ^         d^  ,  dSl     ^ 
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die  zusammen  mit  lY)  ein  den  Gleichungen  I)  äquivalentes  Sjstem  liefern, 
nur  dass  dasselbe  ^  um  eine  brauchbare  Berührungstransformatlon  zu  ergeben^ 
sowohl  nach  den  ir,  y,  e^  p,  q  als  nach  den  x^^  p^,  »^y  p^,  q^  auflösbar 
sein  muss.  Sieht  man  diese  Bedingung  als  eine  selbBtrerstftndlich  zu 
erfüllende  an,  so  hat  man  das  Resultat: 

,,Alle  eigentlichen  Bertthrungstransformationen  der 

ersten  Kategorie  werden  darch  eine  beliebige  Belation  lY) 

reprttsentirt/^ 
Hierher  gehören  demnach  die  oben  betrachteten  dualistischen  Trans- 
formationen.    Aehnlich  erledigt  sich  der  zweiterw&hnte  Fall  mit  zwei  Ton 
einander  unabhängigen  Relationen: 

V)       Sli(x,  y,  z,  ar,,  y^,  z^  -  0,    St^{x,  y,  0,  x^,  y^,  z^  -=  0. 

Man  operirt  ganz  wie  oben,  nur  dass  jetzt  an  Stelle  von  SL  die 
lineare  Combination  \^Sl^-\- l^Sl^  tritt.    Durch  Elimination  des  Quotienten 

—  hat  man  wieder  fünf  Oleichungen,    die  unter  der  Bedingung  der  Auf- 

lösbarkeit  ein  System  1)  bilden.     Somit  gilt: 

,,Alle  eigentlichen  Berührungstransformationen  der 
zweiten  Kategorie  werden  durch  irgend  zwei  von  einander 
unabhängige  Belationen  Y)  repräsentirt.^^ 

Der  innere  unterschied  zwischen  den  uneigentlichen  und  eigentlichen 
Bertthrungstransformationen  einerseits,  sowie  derjenigen  zwischen  den  Be- 
rührungstransformationen überhaupt  und  den  gewöhnlichen  Transformationen 
Iftsst  sich  jetzt  deutlich  charakterisiren.  Wir  benützen  dabei  geometrische 
Bedeweise.  Während  bei  den  uneigentlicben  Berührungstransformationen 
ein  Punkt  wieder  in  einen  Punkt  (oder  in  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten) 
flbergeht,  tritt  bei  den  eigentlichen  ein  Wechsel  in  der  Art  des  Baum- 
elementes ein:  die  oo^  Punkte  des  Raumes  transformiren  sich  in  eine 
00'  Flächen-  respective  Curvenschaar.  Dagegen  stehen  die  Berühr angs- 
iaransformationen  als  solche  den  gewöhnlichen  Raumtransformationen  insofern 
gegenüber^  als  man  sich  nicht  darauf  beschränkt,  zu  tragen,  wie  sich  ein 
einzelner  Pimkt  transformirt,  sondern  zugleich  seine  „Umgebung'^  auf 
einem  ebenen  beliebig  kleinen  Flächenstück. 

Daher  sind  die  Berührungstransformationen  wie  geschaffen  zur  Unter- 
suchung von  Problemen  aus  der -sogenannten  „Geometrie  auf  der  Fläche ''. 

Die  Berührungstransformationen  sind  wesentlich  an  die  Continuität 
des  Punktraumes  gebunden;  der  Ratun  erscheint,  um  uns  einer  gelegent- 
lichen, drastischen  Aeusserung  von  F.  Klein  zu  bedienen,  mit  lauter 
(beliebig  kleinen)  Flächenstücken  ^^ gepflastert*',  während  er  in  der  modernen 
Mannig&ltigkeitslehre  und  der  sich  daran  anschliessenden  Theorie  der  Func- 
tionen mit  discontinuirlichen  Gruppen  von  ,,lauter  einzelnen  Spitzen  starrt''. 
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i 
Bei  den  eigentlichen  BertLbmngstransformationen,  von  denen  von  nim     1 

ab  ausschliesslich  die  Bede  sein  wird^  vertauschen  sich,  allgemein  gesagt     | 

Punkte,  Curven  und  Flächen  wechselseitig.     Man  wird  demnach  versuclit     j 

sein,   diese  drei  Inbegriffe   von  oo'  Flfichenelementen  xmter  einen  Begriff 

zusammenzufassen,  der  von  Lie  als  ,» Element -Jlf^^'  bezeichnet  wird.    Wia 

sich  weiterhin  zeigt,  erhUt  erst  dadurch  nicht  allein  die  Theorie  als  solche, 

sondern  auch  ihre  Anwendungen  auf  die  partiellen  Differentialgleichmigen 

eine  völlige  Durchsichtigkeit. 

Der  gemeinten  Zusammenfassang  liegt  aber  auch  eine  innere  Be- 
rechtigung zu  Grunde.  Eine  continuirliche  Schaar  von  Flächenelementen 
wird  als  „Element-Mannigfaltigkeit*^  definirt,  wenn  das  dieselbeii 
darstellende  Gleichungssystem  in  x,  y,  e^p,  q  der  Ffaffschen  Gleichnsg 
dz  —  pdx  —  qdy '^  0  genügt.  Besteht  nun  eine  solche  Elementmannig- 
faltigkeit  gerade  aus  oo'  Elementen,  so  fällt  sie  mit  dem  obigen  Begriff 
der  Element -itfj  zusammen;  aus  der  Element -itfj  geht  eine  Element- 
mannigfaltigkeit von  00^  Elementen,  d.  i.  eine  EUmeni-M^  einfieu^  dadurch 
hervor,  dass  man  vermOge  irgend  eines  Gesetzes  aus  den  oo'  Elementeo 
eine  oo^- Schaar  ausscheidet. 

Eine  unmittelbare  Anwendung  erfährt  der  Begriff  der  Element-JU^ 
bei  dem  Problem  der  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung:         I 


dy. 

Nach  der  gewöhnlichen  Auffassung  handelt  es  sich  darum,  alle 
Gleichungssysteme  von  der  besonderen  Form: 

_.     .         dF        dF 

aufzustellen,  welche  die  Gleichung  ^  —  0  umflusen.  Offenbar  whrd  dann 
die  Pf  äff 'sehe  Gleichung  dz  —  pdx  --  qdy  «  0  identisch  befriedigt 

Auf  dem  jetzigen  Standpunkt  wird  man  an  Stelle  jenes  speciellen 
Gleichungssystems  überhaupt  jedes  System  von  drei  Gleichungen  zwischen 
^t  ^f  ^sP;  (Z  zu  setzen  haben,  welches  sowohl  der  Pf  äff 'sehen  Gleichung, 
wie  i^  —  O  genügt.  Mit  anderen  Worten,  es  werden  alle  Element- Jf^ 
gesucht,  deren  Elemente  der  oo^- Schaar  von  Elementen  angehören,  welche 
die  vorgelegte  Gleichung  Ä(a;,  y,  «?,  p,  g)  —  0  aus  der  oo*-Schaar  aller 
Flächenelemente  ausscheidet. 

Auf  die  abstracten  und  verwickelten  Fragen,  welche  hieraus  fdr  die 
Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  entstehen  —  nicht  nur  im 
Falle  von  drei,  sondern  allgemein  von  fiYariabeln,  dem  dann  in  gleicher 
Weise  Berührungstransformationen  im  Baum  von  n  Dimensionen  zu  Grande 
zu  legen  sind  —  kann  hier  nicht  eingegangen  werden;  nur  ein  Punkt 
von  besonderer  Wichtigkeit  möge  zur  Sprache  kommen.    Die  Gesanunthttt 
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der  Berührtmgstransfonnationen  des  Baomes  ist  oben  mit  Hilfe  bloser 
Differentiationeil  und  Eliminationen  ermittelt  worden.  Es  giebt  indessen 
zu  ihrer  Bestimmung  einen  zweiten  Weg,  der  zwar  weit  weniger  einfach 
ist,  dafür  aber  tiefer  in  die  Theorie  hineinführt,  und  für  das  Yerstftndniss 
des  organischen  Zusammenhangs  mit  den  partiellen  Differentialgleichxmgen 
nnerlasslich  ist. 

Man  frage  nach  den  nothwendigen  nnd  hinreichenden  Bedingungen, 
welche  die  Functionen  X,  Y,  Zy  P,  Q  in  I)  zu  erfüllen  haben,  damit  die 
Identität  11)  befriedigt  werde.  Die  Antwort  Iftsst  sich  sehr  verschieden 
formuliren;  die  fruchtbarste  dürfte  folgende  sein.  Bedient  man  sich,  wenn 
Fy  (Z>  irgend  zwei  Functionen  der  x^  y^  ffjPt  q  sind,  des  Poisson'schen 
Zeichens : 

'■      ^'^Kdpdx      dp  dx)'^\dq  dy       dq  dy/'^^Kdp  dz       dp  d$) 

^^\dq  dß     dp  dzP 

und  nennt  man  Fund  O  ,,in  Involution  liegend^',  sobald  [JP<Z>]  identisch 
verschwindet,  so  sagt  das  fragliche  Kriterium  aus,  dass  je  zwei  der  drei 
ersten  Functionen  in  I),  Z,  F,  Z  in  Involution  zu  liegen  haben;  ist  das 
Kriterium  erfällt,  so  sind  damit  von  selber  die  fehlenden  Functionen  P,  Q 
(wie  auch  der  Proportionalitätsfactor  q  in  II)  eindeutig  bestimmt. 

Gerade  dieser  Involutionsbeziehung  haben  sich  die  früheren  Analytiker 
bei  den  Integrationen  einzelner  partieller  Differentialgleichungen  bedient, 
erst  Lie  war  es  aber  vorbehalten,  deren  innere  Bedeutung  und  ihren 
nothwendigen  Zusammenhang  mit  den  Berührungstransformationen  auf- 
zudecken. Auch  einzelne  Berührungstransformationen  sind  früher  wieder- 
holt zu  dem  genannten  Zwecke  verwandt  worden,  ohne  dass  man  auch 
nur  zu  einer  allgemeinen  Definition  der  Berührungstransformationen  gelangt 
wäre,  obgleich  sich  bei  Lagrange  von  analytischer  Seite  her,  imd  bei 
Plücker  von  geometrischer  Seite  her,  beachtenswerthe  Ansätze  dazu  finden. 

Ehe  wir  uns  zum  zweiten  Theile  des  Buches,  der  Invariantentheorie 
der  Berühmngstransformationen  wenden,  greife  noch  eine  formale  Be- 
merkung Platz,  die  der  Geometer  bereits  erwartet  haben  wird. 

Die  Grössen  Pj  q,  welche  die  Stellung  einer  Ebene  bestimmten,  sind 
die  Verhältnisse  der  Cosinus  der  Winkel,  welche  das  Loth  der  Ebene  mit 
den  Coordinatenachsen  bildet.  Um  nicht  immer  gewisse  Ausnahmefälle, 
welche  mit  dem  unendlich -Femen  zusammenhängen,  namhaft  machen  zu 
müssen,  empfiehlt  es  sich,  die  fraglichen  Cosinus  (oder  auch  ihnen  pro- 
portionale Grössen)  als  homogene  Stellungscoordinaten  PuP^fP^  einzuführen. 

Es  zeigt  sich,  dass  gerade  für  die  Invariantentheorie  der  Berührungs- 
transformationen  die  Homogenität  in  den  p  eine  hervorragende  Bolle  spielt.  ^^T^ 
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Zu  dem  Behuf  ist  der  Begriff  der  homogenen  BerahrangstransfonnAtioneii 
Yoranzustellen.  Wegen  der  Bezeichnungen  ist  es  bequemer,  jetst  allgemein 
von  2n  +  l  Variabein  Z]  x^^  x^***^«)  Pi^Pt'*'Pn  ^^  sprechen;  dieselben 
erfahren  vermOge  der  Functionen  Z;  Z^,  Z|..,Z«,;  P^,  P^^P.  eine 
Berührungstransformation,  wenn 

Diese  Berührungstransformationen  zerfallen^  je  nach  der  Art  des 
Baumelements,  welches  gewechselt  wird,  in  n  Kategorien.  Ganz  mi&b- 
hSngig  von  dieser  Eintheilung  ist  aber  eine  andere,  nach  der  Nator  der 
Functionen  Z,  X,  P.  Eine  ^rste,  wichtige  Untergattung  wird  durch  die 
Forderung  defioirt,  dass  die  2n  Functionen  X,  P  von  a  ganz  frei  sind, 
sodass  die  x,  p  unter  sich  transformirt  werden.  Sobald  man  noch  die 
specielle  Bedingung  hinzufügt,  dass  Z^^e  wird,  d.  h.  dass  e  eine  Invariante 
der  Berührungstransformation  ist,  so  werden  die  X,  P  von  selbst  homogen 
in  den  p  (und  zwar  die  X  von  der  nullten,  die  P  von  der  ersten  Ordnang\ 
und  die  Identität  11)  nimmt  die  symmetrische  Form  an:  ZP(2X=  Zpdx. 

In  diesem  Falle  heisst  die  Transformation  selbst  eine  homogene, 
und  auf  solche  beschrftnken  wir  uns  für  das  Nächstfolgende;  desgleichen 
sollen  die  weiteren  in  Betracht  kommenden  Functionen  der  ^,  p  in  den  p 
homogen  sein  und  kurz  homogen  heissen. 

Wie  in  der  gewöhnlichen  (projectiven)  Formentheorie  ist  dann  als 
allgemeines  Aequivalenzproblem  aufzustellen:  Wann  sind  zwei  Systeme  von 
je  inhomogenen  Functionen  2^i(rr,  jp),  F^(xy  p)..,Fm{x^  p)]  0^(J^  p% 
^%(j^7  P*)*"^m{^)  p')  äquivalent,  d.h.  wann  kann  das  eine  System  durch 
eine  homogene  Berührungstransformation  zwischen  den  x^  Pj  x\  p'  in  das 
andere  übergeführt  werden,  und,  wenn  das  der  Fall^  wie  bestimmt  man 
sämmtliche  derartige  Berührungstransformationen? 

Zu  dem  Behuf  wird  ein  System  von  »»Functionen  F(x^p)  erst  auf  eine 
canonische  Form  gebracht.  Es  gelingt  nämlich,  durch  Aufnahme  weiterer 
geeigneter  Functionen  der  x^  p,  ein  derartiges  System  von  r  von  einander 
unabhängigen  Functionen  1^1  (a;,i)),...  Fr  (ic,i?)  zu  erzeugen,  dass  der  Poisson- 
sche  Klammerausdrnck  [Fi^Fk  ],  angewandt  auf  irgend  zwei  der  r  FunctIonenP, 
eine  Function  der  x,  p  wird,  welche  mit  bioser  Hilfe  der  F  darstellbar  ist. 

Dann  aber  gilt  die  nämliche  Eigenschaft  auch  f&r  irgend  zwei  Fundionen 
der  F,  und  es  bietet  sich  so  der  wesentliche  Fortschritt  vom  m  gliedrigen 
Functionensystem  zur  r  gliedrigen  Functionengruppe^  dem  Inbegriff 
sämmtlicher  Functionen  der  r  unabhängigen  F,  ein  Fortschritt,  der  die 
Invariantentheorie  der  Berührungstransformationen  in  ähnlicher  WeiM 
beherrscht,  wie  der  des  vollen  Systems  die  gewöhnliche  Invariantentheoiia 

Die  Theorie  der  Functionengruppen  erhält  ihre  Durchsichtigkeit  durch 
einen  specifischen  Dualismus.     Eine  r  gliedrige  Functioneogruppe   bedingt 
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n&mlich  stets  die  Existenz  einer  zweiten  (n  —  r)  gliedrigen,  der  sogenannten 
Polargruppe^  welche  dadarch  definirt  ist,  dass  jede  Function  der  einen 
Gruppe  mit  jeder  Function  der  anderen  Gruppe  in  Involution  liegt.  Die 
Beziehung  beider  Gruppen  ist  eine  wechselseitige.  Die  beiden  Gruppen 
gemeinsamen  (unabhängigen)  Functionen  bilden  wiederum  eine  Gruppe, 
man  nennt  sie  die  der  ausgezeichneten  oder  invarianten  Functionen 
(sc.  der  gegebenen  Gruppe).  Das  Hauptresnltat  geht  nun  dahin,  dass  es 
nur  drei  Eigenschaften  giebt,  welche  einer  homogenen  FunctioneDgruppe 
in  den  m  Yer&nderlichen  Xi.,,Xn,  Pf'Pn  gegenüber  allen  homogenen 
BerQbrungstransformationen  in  den  x,  p  erhalten  bleiben,  erstens  ihre 
Gliederanzahl  v,  zweitens  die  Anzahl  q  ihrer  invarianten  Functionen,  und 
drittens  die  Anzahl  g[  (wo  g'  —  $  oder  q  —  1  ist)  der  unabhängigen 
invarianten  Functionen  nuUter  Ordnung  (in  den  p).  Umgekehrt  sind  bei 
Erfülltsein  der  drei  Bedingungen  beide  Gruppen  äquivalent. 

Kehrt  man  zurück  zu  den  ursprünglich  vorgelegten  beiden  Systemen 
von  m  Functionen  JP,  (Z>,  so  lässt  sich  die  Aequivalenz  der  beiden  Systeme 
durch  blose  Differentiationen  und  Eliminationen  entscheiden,  und  es  lassen 
sich  auch  alle  Eigenschaften  eines  m  gliedrigen  Functionensystems  angeben, 
welche  gegenüber  allen  homogenen  Berührnngstransformationen  invariant 
bleiben. 

Zu  einem  ähnlichen  Schlussresultat  gelangt  man,  wenn  man  die  Be- 
dingung der  Homogenität  wieder  aufgiebt. 

Das  dritte  und  letzte  Hauptkapitel  des  Buches  handelt  von  den  end- 
lichen, continuirlichen  Gruppen  von  Berührungstransformationen.  Erst 
hier  wird  von  den  Methoden,  Begriffen  und  Sätzen  des  ersten  Abschnitts 
(1888)  Gebrauch  gemacht  Während  indessen  manche  Entwickelungen 
von  da  schlankweg  übertragen  werden  können,  giebt  es  bei  den  Ghruppen 
der  Berührungstransformätionen  auch  eine  Seihe  specifischer  Eigenthümlich- 
keiten.  Die  Hauptsache  ist  wiederum ,  dass  eine  derartige  Gruppe  durch 
ihre  infinitesimale  Transformation  völlig  charakterisirt  wird,  sodass  fast 
ausschliesslich  mit  den  letzteren  und  deren  Symbolen  operirt  wird« 

Eine  beliebige  infinitesimale  Berührungstransformation  im  Gebiete  der 
2n  -{-  1  Yarlabeln  ier,  a:^ .  . .  a;„,  Pi . . .  Pn  enthält  noch  eine  willkürliche 
Function  der  i?,  x^p-^  aber  auch  umgekehrt  ist  sie  nach  Wahl  der  letzteren 
eindeutig  bestimmt:  diese  Function  heisst  daher  die  charakteristische 
Function  der  infinitesimalen  Transformation^  in  Wirklichkeit  rechnet  man 
daher  direct  mit  den  charakeristischen  Functionen.  Das  Auftreten  einer 
solchen  Function  entspricht  dem  Umstände,  dass  die  Gesammtheit  aller 
Berührungstransformationen  im  Gebiete  der  ßyX^p  selber  eine  (unendliche) 
Gruppe  constituirt,  d.  h.  irgend  zwei  Berührnngstransformationen,  hinter- 
einander ausgeübt,  sind  einer  einzigen  solchen  Transformation  äquivalent 
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Analoges  gilt  von  den  homogenen  Berührangstransformationen  und 
von  einer  Reihe  weiterer  Kategorien.  Der  wichtige  Process  der  ^  Klamme^ 
Operation^'  geht  besonders  elegant  vor  sich:  zwei  infinitesimale  BerühnmgB- 
transformationen  mit  den  charakteristischen  Functionen  W^,  W^  ergeben 
durch  Elammeroperation  die  infinitesimale  Berührongstransformation  mit 
der  charakteristischen  Function  [W^,  W^]. 

Auch  der  Process  der  Einführung  neuer  Veränderlichen  l&sst  sieb 
direct  am  Symbol  der  infinitesimalen  Transformation  vollziehen. 

Die  Theorie  der  ^,  Zusammensetzung ''  der  endlichen  continuirlicben 
Gruppen  von  Berährungstransformationen  gestaltet  sich  fthnlich,  wie  die 
der  endlichen  continuirlicben  Gruppen  von  Punkitransformationen;  will 
man  alle  Gruppen  bestimmen,  die  zu  einer  vorgelegten  Zusammensetzung 
gehören ;  so  bedarf  man  höchstens  der  Integration  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen. 

Jede  endliche  contiuuirliche  Gruppe  von  Berührungstransformf^tionen 
besitzt  ^jDifferentialinvarianten'',  die  alle  gleichfalls  durch  Integration  ge- 
wöhnlicher Differeniialgleichungen  bestimmt  werden  können.  Indem  wir 
uns  ein  Eingehen  auf  diese  Probleme  versagen,  mögen  wir  lieber  noch 
einige  Worte  der  fundamentalen,  fOr  geometrische  Anwendungen  besonders 
fruchtbaren  Aufgabe  widmen,  alle  endlichen  continuirlicben  Gruppen  von 
BerQhrungstransformationen   im   Baume   von  n  Dimensionen  zu  ermitteln. 

Man  wird  hierbei  alle  Gruppen,  die  selbst  wieder  durch  Berührmigs- 
transformationen  ineinander  übergeführt  werden  können ,  einem  und  dem- 
selben Typus  zuordnen  und  wird  sich  auf  die  Bestimmung  der  verschiedenen 
Typen  beschr&nken  dürfen. 

Diese  Typen  von  Ghruppen  zerfallen  in  zwei  Gattungen:  enth&lt  ein 
Typus  eine  Gruppe  von  erweiterten  Punkttransformaiionen,  so  heisst  er 
reducibel,  im  andern  Falle  irreducibel.  Nur  die  letzteren  werden 
hier  behandelt.  (Wegen  der  ersteren  muss  auf  den  demnächst  erscheinenden 
dritten  Abschnitt  des  Werkes  verwiesen  werden.)  Die  Bestimmung  aller 
Typen  von  irreducibeln  Ghrappen  von  Berührungstransformationen  in  2fi+l 
Yariabeln  jer,  x^p  stösst  auf  solche  Schwierigkeiten,  dass  eine  Beschrftnknng 
auf  gewisse,  allerdings  besonders  bemerkenswerthe  Klassen  geboten  erschien. 

Für  die  Ebene  wird  das  Problem  dagegen  voUst&ndig  durcbgefübri 
Merkwürdigerweise  resultiren  nur  drei  Typen  von  respective  zehn-, 
sieben-,  sechsgliedrigen  Gruppen.  Das  wesentliche  Hilfsmittel  dabei 
ist  die  Verwendung  gewisser  Beihenentwicklungen  der  infinitesimalen 
Transformationen  der  Gruppen  und  die  Ausübung  des  Klammerprocesses 
auf  dieselben. 

Von  den  drei  Typen  ist  der  zehngliedrige  der  bedeutsamste;  wSblt 
man  irgend  eine  Gruppe  desselben  als  Repräsentanten,  so  sind  die  beiden 
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weiteren  Typen  durch  zwei  gewisse  üntergmppen  der  Qruppe  dargestellt. 
Dem  zehngliedrigen  Typos  gehört  vor  Allem  die  Oruppe  s&mmüicher 
Berübnmgstransformationen  an,  welche  Kreise  wiederum  in  Kreise 
fiberfUhren. 

Aendert  man  die  Auffassung  der  QrOssen  ^)  ^t  ^  —  3-  der  Goordinaten 

dx 

eines  Linienelements  der  Ebene,  und  deutet  dieselben  als  Coordinaten  eines 
Baumpunktes  —  wobei  die  Element-itf^  der  Ebene  eine  sehr  einfache 
Abbildung  auf  gewisse  Raumcurven  erfahren  —  so  erkennt  man,  dass 
der  fragliche  Typus  auch  durch  sehr  bekannte  Gruppen  von  Raumpunkt- 
transformationen reprftsentirt  werden  kann.  Dahin  gehört  einmal  die 
Gruppe  von  projectiven  Transformationen,  welche  einen  linearen  Complex 
unverändert  lassen,  sodann  die  Gruppe  aller  conformen  Punkitransformationen 
des  Raumes. 

Von  besonderer  Einfachheit  ist  auch  die  Lösung  der  Frage,  welches 
die  Differentialgleichungen  niedrigster  Ordnimg  sind,  welche  bei  den 
erwähnten  drei  Typen  der  Ebene  invariant  bleiben. 

Die  niedrigste  Ordnung  ist  drei,  in  der  That  giebt  es  nur  eine 
einzige  Differentialgleichung  dritter  Ordnung'  m  x,  y^  welche  bei  irgend 
einer    irreducibeln    Gruppe    von    Bertthrungstransformationen    der    Ebene 

invariant  bleibt;  dieselbe  lässt  sich  auf  die  canonische  Form  -^  ->  0 
bringen. 

Leider  hat  sich  der  Referent  im  Hinblick  auf  den  Umfang  der  Be- 
sprechung versagen  müssen,  auf  die  gedankenreichen  Methoden  des  Buches 
noch  tiefer  einzugehen,  es  genügt  ihm,  dem  Leser  eine  Vorstellung  von  der 
Bedeutung  der  skizzirten  Theorien  gegeben  zu  haben.  Herrn  Engel  ist 
für  Beine  selbstlose  und  mit  grossem  Geschick  dorchgeführte  Behandlung 
des  schwierigen  Stoffes  der  wärmste  Dank  zu  zollen. 

W.  Franz  Mbybh. 


Zu  den  Grundlagen  der  nicht -euklidischen  Oeometrie  von  Max  Simon. 
Straseburg  1891. 

In  der  Einleitung  giebt  der  Verfasser  eine  kurze  historische  üeber- 
sieht  über  die  Entwickelung  der  nicht- euklidischen  Geometrie,  in  welcher 
er  besonders  den  charakteristischen  unterschied  der  Standpunkte  von 
Gauss  und  Bolzano  hervorhebt.  Im  §  2  wird  die  Möglichkeit  einer 
Metageometrie  erörtert  und  die  Berechtigung  derselben  als  hypothetischer 
Mathematik  einer  möglichen  Zukunft  auf  physiologischem  Wege  durch  die 
Entwicklungsfähigkeit   unserer   Sinnesorgane  abgeleitet.     Der  dritte  Para- 

ogle 


graph   enthüt   eine  Untersuchung   der  verschiedenen  Definitionen  von  den 
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drei  Grundgebilden  der  Geometrie:  Funkt,  Gerade  nnd  Ebene,  wobei  eich 
die  Unmöglichkeit  einer  logischen  Definition  dieser  Grenzbegriffe  ergiebi 
Der  Grund  dafür,  dass  ans  diese  Gebilde  trotzdem  so  yertrant  sind,  ist 
nach  der  Ansicht  des  Verfassers  ein  physiologischer.  Im  §  4,  welcher 
von  den  Dimensionen  handelt^  wird  nach  dem  Vorgange  Biemann's  auf  die 
besondere  Beziehung  unseres  Baumes  zur  Geraden  und  Ebene  hinge- 
wiesen. Hieran  schliesst  sich  im  §  5  eine  Besprechung  der  darauf  bezüg- 
lichen Schriften  von  Biemann  und  Helmholtz.  Im  §  6  giebt  der  Ver- 
fasser selbst  die  Grundzüge  einer  Geometrie  des  vierdimensionalen  Baumes, 
während  er  im  §  7  nachweist^  dass  jeder  Versuch  eines  Beweises  der 
Unmöglichkeit  einer  yierten  Dimension  misslingen  muss,  da  derselbe  weder 
rein  logisch  noch  anschaulich  sein  kann.  Im  letzten  Paragraphen  unter- 
zieht der  Verfasser  die  bekanntesten  Versuche ,  das  Parallelenaxiom  za 
beweisen,  einer  Kritik^  deren  Ergebniss  die  ünhaltbarkeit  derselben  ist^ 
und  giebt  zum  Schluss  bei  einer  Vergleichung  der  beiden  Geometrien  des 
endlichen  Baumes  der  Elein'schen,  welche  ihre  Versinnlichung  im  Strahlen- 
bündel findet,  vor  der  Biemann'schen,  welche  statt  der  Ebene  die  Kugd 
setzt,  den  Vorzug.  jy^^  ^^  ^^^^ 


Theorie  der  Differentialgleichungen  von  Dr.  Andrew  Bussell  Fobstth, 
F.  R.  S.,  Professor  am  Trinitj  College  zu  Cambridge.  —  Erster 
Theil:  Exacte  Gleichungen  und  das  Pf  äff 'sehe  Problem.  — 
Autorisirte  deutsche  Ausgabe  von  H.  Maser.  —  Leipzig,  B.  G.Teub- 
ner.   1893. 

Der  unermüdliche  und  berufene  üebersetzer  Herr  Maser  hat  es 
unternommen^  eine  deutsche  Ausgabe  des  vor  drei  Jahren  erschienenen 
oben  bezeichneten  Forsjth'schen  Werkes  zu  liefern.  Da  unterzeichneter 
Beferent  bereits  den  Originalband  ausführlicher  zu  besprechen  Gelegenheit 
hatte  —  diese  Zeitschrift,  Jahrg.  XXXVI,  Hist-liter.  Abth.  S.  190  bis  196- 
so  braucht  hier  auf  den  eigentlichen  Inhalt  des  Buches  wohl  nicht  mehr 
eingegangen  zu  werden.  Nur  so  viel  sei  gesagt,  dass  der  Verfasser  das 
Pf  äff 'sehe  Problem  auf  Grand  der  massgebenden,  zum  Theil  klassischen 
Arbeiten  behandelt,  und  dass  die  Untersuchungen  von  Jacobi,  Natani, 
Grassmann,  Clebsch,  Lie,  Frobenius,  A.  Mayer  und  Darhoni 
besonders  berücksichtigt  worden  sind.  Studirenden,  welche  sich  in  die 
Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  einleben  wollen,  kann  das 
Werk  umsomehr  empfohlen  werden,  als  es  sehr  lehrreiche  Uebungsbeispiele 
enthält  und  mit  historischen  und  bibliographischen  Notizen  reich  aas- 
gestattet ist.  Dr^  WoLD.  Hbymann. 
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Veber  gewisse  partielle  Differentialgleichnngen  höherer  Ordnnng.    Von 
Dr.  A.  GuTZMBR.     Berlin,  Bernstein.    1893. 

Die  partielle  Di£ferentialgleicbnng  der  Potentialtheorie 

dx^  dy^  d^ 
ist  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  verallgemeinert  worden.  8o  wurde 
an  Stelle  der  Potentialfunction  zweier  beziehungsweise  dreier  Variablen 
die  entsprechende  Function  fOr  einen  n  dimensionalen  Baum  untersucht, 
wo  sich  wieder  der  Differentialparameter  zweiter  Ordnung  als  von  hervor- 
ragendster Bedüutung  erwies.  Weiter  erfuhr  die  Potentialtheorie  eine 
Erweiterung  in  dem  Sinne,  dass  man  die  der  Potentialfunction  im  Euklidi- 
schen Räume  entsprechende  Function  im  Gauss 'sehen  und  Riemann- 
sehen  Räume  in  Betracht  zog.  (Wegen  der  Literatur  vergl.  Bacharach, 
Oeschichte  der  Potentialtheorie ^  Göttingen,  Vandenhoeck  u.  Ruprecht.  1893.) 
Endlich  wurde  Mathieu  durch  die  Theorie  der  Elasticität  zur  Einführung 
des  zweiten  Potentials  veranlasst;  und  es  entstand  hier  die  Frage  nach 
der  Verallgemeinerung  dieses  Begriffs,  der  sich  übrigens  schon  bei  Lamö 
findet.  Der  Beantwortung  dieser  Frage  sind  eine  Reihe  von  Abhandlungen 
^rewidmet,  welche  der  Verfasser  nach  einander  in  verschiedenen  Zeitschriften 
(Liouville's  Journal  (4)  VI;  Jornal  de  Sdencias  Mathematicas  e  Astro- 
nomicas  X;  Sitzungsberichte  der  Eönigl.  Böhmischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften 1892)  veröffentlicht  hat; 

Die  vorliegende  in  Halle  eingereichte  Inaugural  -  Dissertation  bietet  eine 
zusammenfassende  Darstellung  dieser  Untersuchungen. 

Wird  auf  den  Ausdruck  ^  g«^ 

die  Operation  A  noch  ft  —  1  mal  angewendet^  so  ergiebt  sich  ein  Ausdruck, 
den  der  Verfasser  in  Analogie  mit  .Mathieu'ä  zweitem  Potential  als  ft^' 
Potential  A^u  bezeichnet.  Die  Aufgabe  besteht  nun  in  der  Bestinunung  der 
allgemeinen  Lösung  von  A"u  —  0 

für  einen  ausserhalb  des  Bereiches  gelegenen  Punkt^  sowie  von  der  der 
Poisson'schen  entsprechenden  allgemeineren  Differentialgleicbung  für  einen 
innerhalb  des  Bereiches  gelegenen  Punkt  —  unter  der  Voraussetzung,  dass  u 
von  JTj ,  x^j.,. Xq  nur  in  der  durch        o 

gegebenen  Verbindung  abhängt.        •■"* 

Dieses  Problem  wird  schrittweise,  zun&chst  fUr  zwei,  sodann  für  drei 
und  endEch  für  p  Variable  gelöst,  wobei  jedoch  die  Stetigkeitsbedingungen 
bei  Seite  gelassen  werden,  die  noth wendig  sind,  damit  die  Operationen 
nicht  ihren  Sinn  verlieren.  (^r^r^^\r> 
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Weiter  wird  gezeigt,  dass  die  fiELr 

A»a-0 
g^fondenen  Lösungen  —  es  treten  nftmlich  zwei  yerschiedene  Formen  ftlr 
das  Integral  auf,  je  nachdem  q  gerade  oder  ungerade  ist  —  die  allge- 
meinsten Functionen  von  r  sind^  welche  der  Differentialgleichung  genfigen, 
ein  Resultat,  das  auf  den  Fall  verallgemeinert  wird,  wo  u  eine  Function 
von  V  und  v  seinerseits  von  r  abhängt. 

Zum  Schluss  giebt  der  Verfasser  noch  eine  Verallgemeinerung  de« 
Green'schen  Theorems  in  dem  Sinne,  dass  auch  hier  die  n^^^  Potentiale 
eingehen.  Für  fi  —  2  ergiebt  sich  als  Specialfall  der  schon  von  Mathieu 
für  das  zweite  Potential  aufgestellte  Green'sche  Satz.  £.  Jahhkb. 


R.  OOntbghb,  Beitrag  zur  Integration  der  Differentialgleichung: 

j- ""JPG  +  l^iy +1^2^*  + AI'*     Wissenschaftliche  Beilage  zum  Pro- 
gramm der  Dritten  Realschule  zu  Berlin.     Oaertner.    1893. 
Die  vorliegende  Programm  abhandlung  bildet  theilweise  die  EigSuzung 
beziehungsweise  Fortsetzung  zu  der  luaugural- Dissertation    des  Verfiissen^ 
über  welche  Referent  bereits  Gelegenheit  gehabt  hat  zu  referiren.   (VergL 
Bd.  XXXV  S.  105.)  In  dem  Falle,  wo  die  Integralgleichung  die  Form  hat: 

S  8 

wird  die  in  jenem  Referate  angedeutete  Lücke  ausgefüllt:  Der  von  dem 
Verfasser  in  der  Inaugural -Dissertation  aufgestellte  Satz,  wonach  die  za- 
gehörige Differentialgleichung  stets  in  eine  solche  mit  constanten  Coeffidenten 
transformirt  werden  kann^  beh&lt  in  der  That  allgemein  seine  Giltigkeit 
Auch  die  Behandlung  des  Fall  es ,  wo  die  Integralgleichung  lautet: 

4  4 

JJiA+vY'-cB,   ^hi-O, 

•^1  1=1 

wird  verallgemeinert,  insofern,  als  die  Anzahl  der  in  der  Inaugui-al- Dissertation 
gemachten  Annahmen  verringert  wird.  (VergL  das  Referat  Bd.  XXXV  S.  106.) 
Es  gelingt,  die  Differentialgleichung  auf  eine  einfache  Form  zu  iransformiren. 
Ein  anderer  Theil  der  Programmabhandlung  legt  eine  zweite  Methode 
zu  Grunde,  um  IntegrationsfUile  der  Differentialgleichung 

zu  gewinnen.  Herr  Appell  hat  in  Liouville's  Journal  (4)  V  eine  Beifae 
solcher  Integrationsf&Ue  nachgewiesen.  Derselbe  Weg  wird  auch  hier  betretan, 
um  weitere  Integrationsf&lle  aufiEustellen.  £.  jAmiKB. 
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Die  qnadratiflohe  ZerfiUlilng  der  FrimsahleiL  Von  Dr.  H.  Sohsfflbb.  Leipzig 
1892.    Foenter.    169  S. 

Die  vorliegende  Schrift  versucht  die  von  Eisenstein  für  die  drei 
speciellen  Fftlle  q  =  8n  +  3,  7n  +  2,  7n+4  angestellten  Untersuchungen 
zu  verallgemeinem  und  entwickelt  ein  Verfahren,  um  die  Primzahlen  der 
Form  q^pn  +  m  und  die  Zahlen  A$S  X^  t  ganze  Zahlen,  in  die  qua- 
dratische Form  Ä^+pB\  wo  p  als  Primzahl  vorausgesetzt  ist,  zu  zer- 
ftUen.  Insbesondere  behandelt  sie  die  Zerföllung  der  Primzahlen  von  der 
Form  8n  +  1,  8fi  +  3,  8n  +  5,  8n  +  7. 

Ein  Anhang  beschäftigt  sich  noch  mit  der  Auflösung  der  quadratischen 
Congrnenzen ,  entwickelt  Sätze  ttber  Binomial  •  und  Poljnomialcoefficienten 
und  giebt  zum  Schluss  Kriterien  einer  Primzahl  und  ein  strenges  Ver- 
fahren zur  Bestimmung  der  Factoren  einer  Zahl.  S,  Jahnkb. 

Oeerling's  Beohenbuch.     Hand-  und  Hilfsbuch  für  höhere  und  Subaltem- 
beamte^  Militäran Wärter  und  Praktikanten,  welche  zum  Zwecke  ihrer 
Anstellung  oder  Beförderung  in  höhere  Amtsstellungen  eine  Prüfung  im 
Bechnen  abzulegen  haben.  12.  Aufl.  Leipzigl892.  Gestewitz.  104  S.  2Mk. 
Nach  einer  üebersicht  über  die  Paragraphen  der  bezüglichen  Prüfungs- 
ordnungen, giebt  der  Verfasser  eine  Anleitung,   die  einzelnen  Bechnungs- 
arten  richtig  aufzufassen  und  die  einfachsten  Aufgaben  zu  lösen.    Von  den 
Elementen  aufsteigend,   behandelt  er  die  Anwendung  der  vier  Species  in 
der  Begeldetri  —  insbesondere  die  Zinsrechnung  (incl.Discont-  und  Wechsel- 
rechnung), die  Gewinn-  und  Verlustrechnung,  die  Vertheilungs-^  Mischungs- 
nnd  Kettenrechnung.    Die  Aufgaben  sind  allen  möglichen  Gebieten  des  prak- 
tischen Lebens,  soweit  es  für  Militäranwärter  in  Betracht  kommt,  entnommen; 
u.  A.  finden  sich  auch  Aufgaben  über  die  Invaliditäts  -  und  Versicherungs- 
berechnungen.    Hierauf  folgt  eine  Anleitung  zur  Berechnung  von  Flächen 
and  Körpern,    erläutert   durch   zahlreiche  Aufgaben.     Den   Schluss   bildet 
eine  Unterweisung   im   algebraischen   Bechnen,    insbesondere   also    in   der 
Lösung  von  Aufgaben  mittelst  Gleichungen,  wobei  auch  Aufgaben  aus  dem 
Gebiete   der  Mechanik  behandelt  werden  (gleichförmige,    gleichförmig  be- 
schleunigte Bewegung,  der  freie  Fall,  der  senkrechte  Wurf  u.  s.  w.). 

unter  den  Aufgaben ,  insbesondere  unter  den  geometrisch  eingekleideten, 
finden  sich  einige,  die  auch  an  höheren  Lehranstalten  verwendet  zu  werden 
verdienen.  Dagegen  leidet  das  geometrische  Einleitungskapitel ,  wo  übrigens 
allgemein  übliche  Bezeichnungen  ohne  Grund  geändert  worden  sind,  an 
üngenauigkeiten  in  der  Ausdrucksweise.  jj],  Jahnkb. 

J.  ScHNBLLiNOER.    Fünfstellige  Tafeln  für  die  Zehner  •Logarithmen  der 
natürlichen  und  trigonometrisohen  Zahlen.  Wien  1892.  Manz.  2,80  Mk. 
Es  wird   der  Versuch    gemacht,    das   Logarithmenrechnen    mit   fünf 
Decimalen   genauer  als   bisher   zu  vermitteln,   und  eine  Beihe  von  Ver-       j 
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besserangen  vorgeschlagen,  nm  die  üebersichÜichkeit  der  Tafeln  und  die 
Sicherheit  im  Bechnen  zu  erhöhen.  So  ist  n.  A.  die  Logarithmenftnderang 
für  10  Zehntel  entgegen  dem  bisherigen  Gebrauche  durch  Bachstaben  aos- 
gedrttckt,  welche  auf  die  beigefügten  Hilfstafeln  verweisen.  In  der  Tafel 
der  trigonometrischen  Zahlen  sind ,  wie  es  bei  den  natürlichen  Zahlen  schon 
üblich  war,  ebenfalls  die  höchsten  gemeinsamen  Stellen  des  Logarithmas 
heransgehohen  worden.  Für  das  Aufsuchen  des  Logarithmus  einer  trigono- 
metrischen Zahl,  wenn  der  Winkel  Sekunden  enthält,  wird  eine  einfachere 
Kegel  aufgestellt.  Auch  gewisse  Mfingel  der  bisherigen  Art,  die  Nebentafeln 
{P,F)  zu  berechnen,  sind  in  glücklicherweise  vermieden.  Dagegen  sind 
die  natürlichen  Zahlen  nicht  zu  je  50  auf  die  Seiten  vertheilt,  sondern  nur 
zu  je  35.  Die  Ausstattung  des  Buches  darf,  besonders  hinsichüich  der 
Typenwahl,  eine  vorzügliche  genannt  werden,  und  erscheinen  daher  diese 
verbesserten  Logarithmentafeln  geeignet,  weitere  Verbreitung  zu  finden« 

B.  Jahnkb. 

H.  Wbhnbr.  Leitfaden  für  den  etereometrisohen  Unterricht  an  Seal- 
eohnlen.  Leipzig  1892.  B.  0.  Teubner.  54  S. 
Der  vorliegende  Leitfaden  ist  nach  Umfang  des  Stoffes  und  Methode 
im  Besonderen  für  den  Oebrauch  an  Realschulen  geschrieben,  wo  dem 
stereometrischen  Unterricht  nur  kurze  Zeit  zubemessen  ist.  Die  Auswahl 
des  Stoffes  und  seine  Behandlung  ist  eine  geschickte.  So  stützt  der  Verfasser 
die  Berechnung  der  Körper  durchgehend  auf  den  Cavalieri'schen  Grundsatz; 
was  aber  hierbei  an  Strenge  verloren  geht,  wird  an  Kürze,  Einfachheit  und 
Uebersichtlichkeit  gewonnen.  Bei  den  Beweisen  findet  sich  neben  der  Sjnthesis 
auch  die  Analysis  in  knapper  Form  angedeutet.  Doch  sind  den  regelmSssigen 
Körpern  nur  zwei  Seiten  gewidmet,  was  etwas  gering  bemessen  sein  dürfte. 
Auch  lassen  die  Figuren  durchweg  die  Hauptlehren  der  Perspective  vermissen. 
Der  dritte  Abschnitt  enthftlt  141  Aufgaben.  e.  Jahhxb. 
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1893. 

Erste  Hälfte:   1.  Januar  bis  30.  Juni. 


A. 

Analytiiche  Geometrie  der  Ebene. 

1.  Limite  da  rapport  dee  tangentes  en  denx  points  infiniments  ToisinB  d*une  courbe 

i'usqu*  ä  leiir  point  d'intersecüon  Boas  certaines  conditions.    E.  Gesaro. 
fathesie  S^rie2,  III,  257. 

2.  Propri^t^  des  podaires.    E.  Gatalan.    Mathesie  S^rie  2,  IH,  124. 
8.  Propriät^  da  hma9on  de  Pascal.    Gob.    Mathesis  Särie  2,  III,  144. 

4.  Constructlon  d^un  angle  dont  la  taagente  soit  le  carr^  de  la  tangente  d*un 

angle  donnä.    Fraipont.    Mathesis  Sdr.  2,  III,  95. 

5.  Coarbe  serrant  d.  constraire  an  äugle  dout  le  cosinas  soit  la  racine  carr^e  de  la 

tangente  d'an  angle  donnä.    Qnint  etc.    Mathesis  Serie  2,  III,  172. 

6.  De  la  coarbe  y  =  j^^.   P.  Decamps.    Mathesis  Särie  2,  III,  254.  —  Morel 

ebenda  265.  ^9^« 

7.  Sar  deuz  courbes  symdtriqaes.    Joachimesca.    Mathesis  S^rie2,  III,  93.  -> 

Ohujs  ebenda  94. 
Vei^l.  iEÜiipse.    Hyperbel.   Kegelschnitte.    Erümmang.    Parabel.  Quadratur. 
Kectification. 

Analytisohe  Geometrie  des  Baumes. 

8.  Essai  de  g^omätrie  analytique  gändrale.    J.  de  Tilly.    Mathesis  Särie2,  III, 

Supplement  II. 

9.  Sar  les  sphäres  taneentes  ä  deuz  autres  sphdres  dounäes  ainsi  qu*  ä  un  plan 

ou  k  an  cöne  de  rävolution.   J.  Neuberg.    Mathesis  S^rie  2,  III,  187. 
Yergl.  Ellipsoid.    Erümmang.    Oberflächen.    Oberflächen  zweiter  Ordnung. 
Tetraeder  154. 

B. 
Bessersohe  rnnetionen. 

10.  Ueber  einige  Eigenschaften  der  BesseFschen  Function  erster  Art,  insbesondere 
ffir  em  grosses  Argument.  J.  H.  Graf.  Zeitschr.Math.Phys.XXXVlII,  115. 

Bestimmte  Integrale. 

— ^ — r i —dx  =  log2.    P.  Delville. 

0 

Mathesis  Sdr.  2,  III,  72.  —  H.  Mandart  ebenda  73.  —    P.  Mansion 
ebenda  74.      i  «.    , 

12.  Determination  de   l-Tr-r-^j-- — dx  quand  0<m<l.    Walton.     Mathesis 
•/   \L-f-x)igx 

Serie  2,  III,  167. 

n 

/d& 
WTcoie'^^bTsine^)^'    Mdme.Prime,  Listray.    Ma 

thesis.  Särie2,  III,  26. 
n 

14.  Trottver  jarctg(x .  8in&)d».    V.  J  am  et.    Mathesis  Särie  2,  III,  285. 

0 
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BlnomialoocfAeienten. 

15.  Sar   UDO   fonction  repr^entative  des  coeffidents  da  binome.    A.  LaisanL 

Mathesis  S^rie  2,  III,  153. 

C. 

Complanatioii. 

16.  Eine  neae  Formel  für   den  Flächeninhalt  der  Zone  eines  BotationsellipBoids. 

E.  Roedel.    Zeitschr.  Math.  Pbjs.  XXXVIII,  56. 

D. 

Detennioanten. 

17.  D^compoaition  d^un  d^terminant  de  3.  degr^  en  je  en  trois  factears  lin^airei. 

äetali  etc.    Mathesis  Serie  2,  III  ^  172. 

18.  Das  altemirendeExponentialdififerenzenprodact.  L.  Sehende  1.  Zeitschr.  Math. 

Phjs.  XXXVIII,  84. 

DürerenÜalglMehiiiigeA. 

19.  Ueber  lineare  Differential gleichnngen ,    welche  von  Parametern  unabhängige 

Sabstitationsgruppen  besitzen.    L.  Fuchs.    Berl.  Akad.  Ber.  1892,  157. 

20.  Ueber  die  Relationen ,  welche  die  zwischen  je  zwei  singulären  Punkten  erstreckten 

Integrale  der  Lösnngen  linearer  Differential  Gleichungen  mit  den  Coeffi- 
cienten  der  Fundamentalsubstitutionen  der  Gruppe  derselben  Terl^den. 
L.  Fuchs.    Berl.  Akad.  Ber.  1892,  1113. 

21.  Ueber  einige  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.    Lohnstein. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVIII,  27. 

22.  Ueber  die  partiellen  Differentialgleichungen ,  denen  die  symmetrischen  Functionen 

der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  genfigen.    E.  Netto.  Zeitschr. 
Math.  Phys.  XXXVIII,  857. 
VergL  Analytische  Geometrie  der  Ebene  1. 

Bifferentialqnotient. 

23.  Sur  la  formale  de  Leibniz  pour  la  d^riy^e  m«  du  produit  PQ.    P.  Mansion. 

Mathesis  Särie  2,  III,  36. 

Dreiecksgeometrie. 

24.  Propri^t^s  des  projections  des  sommets  d*un  triangle  sur  les  bissectriees  in- 

tärieures.    Delville.    Mathesis  Särie2,  III,  142. 

25.  Sur  quelques  propri^täs  du  triangle.  Em.  Bertrand.  Mathesis  SärieS,  III,  155. 

26.  Sur  les  triangles  formäs  dans  Tinterieur  d'un  cercle  au  moyen  d*un  rayon  fixe, 

d*un  rayon  variable  et  de  la  corde  correspondante.     E.  N.  Barisien. 
Mathesis  Sdrie  2,  III,  274. 

27.  Sur  les  Brocardiens  d'nn  point  par  rapport  ä  un  point.  Socolof.  Mathesis  Serie  % 

III,  166. 

28.  Proportions  dans  lesquelles  surviennent  les  cotangentes  du  double  de  Tangle 

de  Brocard.  H.  Brocard  u,  Droz  Farny.    Mathesis  Sörie  2,  III,  128.- 
Greenstreet,  D^prez,  Qnint,  Mdlle.  de  Haas  ebenda  124. 

29.  Propri^t^  du  cercle  de  neuf  points  d'un  triangle.    Soller tinsky.    Mathesis 

S^rie  2,  III,  251.  —  J.  D^prez  ebenda  252. 

30.  Sur  le  cercle  orthocentroidal.    Mdme.  Prime.    Mathesis  S^rie  2,  III,  33. 

Yergl.  Ellipse  40.    Hyperbel  92,  95. 

Elastidtät 

31.  Zur  Theorie  der  Ausdehnung  von  Hohlkörpern.    A.  Kurz.     Zeitschr.  Math. 

Phys.  XXXVIII,  224. 

Elektrieität. 

32.  Das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  in  der  Elektrodynamik.    H.  v.  Heimholte 

Berl.  Akad.  Berl.  1892,  459. 

33.  Elektromagnetische  Theorie  der  Farbenzerstrenung.   H.  v.  Helmholtz.  BerL 

Akad.  Ber.  1892,  1093. 

Ellipse. 

34.  Sur  le  produit  des  coordonndes  d*un  point  de  Tellipse  par  rapport  ä  ses  axes. 

Bellens  etc.   Mathesis  S^rie  2,  III,  283.  —  Uetali  etc.  ebenda 231.  — 
Brocard  ebenda  234. 
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35.  Tronver  la  relation  qui  existe  entre  la  loDgneur  d*une  corde  de  rellipse,  les 

rayons  vectenrs  des  deuz  eztr^mit^s  et  las  distances  des  deaz  fojers  a 
cette  corde.    Barisien.   Mathesis  Särie  2,  Ilf,  98. 

36.  Lieu  des^  foyers  d'une  ellipse  dont  un  diam^tre  est  donn^  en  grandear  et  en 

Position,  son  conjagud  en  grandear  seulement.  Droz,  Däprez.  Mathesis 
Sdrie  2,  III,  52.  —  Mandart.  Denjs,  J  er  ab  eck  ebenda  53. 

37.  Sar  les  distances  muturelles  des  pi^ds  des  quatre  normales  abaiss^es  d'an  point 

k  une  ellipse.    Droz-Farny  etc.    Mathesis  Sdrie  2,  IIF,  258. 

38.  Sur  rbyperbole  dquilatäre   passant  par  qaatre  points  d'uno  ellipse,  doat  les 

normales   partent   d'un  point  comman.    Barisien.    Mathesis    Särie  2, 
IIT,  259. 

39.  Lien  du  point  de  coniact  des  tangentes  paralleles  k  une  direction  donn^e  ä 

nne  s^rie  d'ellipses  oa  d'hyperboles  bomofocales.   Barisien.    Mathesis 
Särie  2,  III,  150. 

40.  Qaartique  obtenne  an  moyen  de  Pellipse  de  Steiner.   Droz-Farny.    Mathesis. 

Serie  2,  III,  70. 

41.  Coorbe  du  6  ordre  lieu  du  point  de  rencontre  de  deuz  tangentes  d*une  ellipse, 

gni  tonrne  dans  son  plan  autonr  de  son  centre.    Barisien.    Mathesis 
Sine  2,  III,  125. 
Yergl.  Krümmung  121. 

ElUpsoid. 

42.  Sur  les  lignes  de  courbure  de  Tellipsoide.    J.  Neuberg.    Mathesis  B^rie  2, 

III,  244. 

F. 
Tnaetionen. 
Vergl.  BessePsche  Functionen.    Bestimmte  Integrale.    Binomialcoefficienten. 
Determinanten.   Differentialgleichungen.  Differentialquotient.   Geschichte 
der  Mathematik  71.    Gleichungen.    Kettenbrüche.   Mazima  und  Minima. 
Reihen. 

Geometrie  (htthare). 

43.  Geometrische  Lehrsätze.    B.  Sporer.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVIII,  318. 

44.  Darstellung  der  Curven  dritter  Ordnung  und  Classe  aus  swei  Beciprocitäten. 

Chr.  Beyel.    Zeitechr.  Math.  Phys.  XXXVIII,  66. 

45.  Ueber   die  Stellen  innigster  Berührung  einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung 

mit  einer  ebenen  Curve  n^' Ordnung.  M  Disteü.  Zeitschr.  Math.  Phys. 
XXXVIII,  257. 

46.  Ueber  eine  besondere  cnbische  Raumcurve  (die  gleichwinklige  cubische  Hyperbel). 

H.  Krüger.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVIII,  344. 

47.  Sur  les  courbes  du  qnatri^me  ordre  qui  ont  trois  points  doubles  d'inflezion. 

Balitrand.   Mathesis  Särie  2,  ifl,  5.  [Vergl.  Bd.  XXXVII  Nr.  110.J 

48.  Ueber  einen  serfallenden  quadratischen  Strahlencomplez.  Kilbinger.  Zeitschr. 

Math.  Phjrs.  XXXVIII,  876. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  62,  64. 

Geschichte  der  Mathematik. 

49.  Sar  la  propagation  des  signes  num^riques  cunäiformes.    V.  Bobynin.  Biblioth. 

math.  1893,  18. 

50.  Note  snr  la  r^^olution  g^om^trique  d^une  ^quation  du  3«  degr^  par  Archim^de. 

H.  G.  Zeuthen.   Biblioth.  math.  1898,  97. 

51.  Ein  mathematischer  Papyrus  in  griechischer  Sprache.     M.  Cantor.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXvIII,  Hist-liter.  Abthlg.  81. 

52.  Un  nuovo  documento  relativo  allo  logistica  greco-egiziana.  G.  Loria.  Biblioth 

math.  1898,  79. 

53.  Nachtrag  zur  Uebersetzung  des  Mathematikerverzeichnisses  im  Fihrist.  H.  S  u  t  e  r. 

Zatschr.  Math.  Phys. XXXVIII,  Eist  - liter.  Abthlg.  126.  [Vergl.  Bd.  XXX VI II 
Nr.  96.] 

54.  Der  V.  Band  des  Katalogs  der  arabischen  Bücher  der  vicekönigliohen  Biblio- 

thek in  Kairo.     H.  Suter.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVfll,  Hist.-liter. 
Abthlg.  1,  41,  161. 

55.  Znr  Geschichte  der  Trigonometrie.   H.  Suter.    Biblioth.  math.  1893,  1. 

56.  Die  Mathematik  bei  den  Juden.    M.  Steinschneider.   Biblioth.  math.  1898, 

66.  105. 
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57.  Mathematische  Werke  in  hebräischen  Uebersetzungen.    M.  Steinschneider. 

Biblioth.  math.  1893,  51. 

58.  Sopra  un  codice  ebraico  contenente  alcnni  scritti  matematici  ed  astronomid. 

P.  Riccardi.  Biblioth.  math.  1893,  54.— M.  Steinschnei  der  ebenda  73. 

59.  Die  beiden  Eaklidausgaben  des  Jahres  1482.  G.Valentin.  Biblioth. math  1893,33. 

60.  Intomo   ad   una  pretesa  seconda  edizione  dell*  Algebra  di  Bafael  ßombelli. 

Biblioth.  math.  1893,  15. 

61.  Zur  Geschichte  der  Decimalbrüche.  E.Hunrath.  Zeitschr.Math.Phys.XXXVIQ, 

Hist.-Iiter.  Abtblg.  25. 

62.  Desarguns  nnd  Pascal  über  die  Kegelschnitte.    C.J.Gerhardt.    Berl.  Akad. 

Ber.  1892,  183. 

63.  Maupertais.    E.  da  Bois-Beymond.    Berl.  Akad.  Ber.  1892,  393. 

64.  Snr  je  thdor^me  de  Stewart.    Mackey.    Mathesis  Sdrie  2,  III,  63. 

65.  Notizen  zur  Geschichte  der  Physik.  G.  Berthold.  Zeitschr.Matfa.Phy8.XXXVlII, 

Hi8t.-liter.  Abthl^.  121. 

66.  Nota  storica  sulla  variazione  delle  latitudini.    0.  Z.  Bianco.    Biblioth.  math. 

1893,  75. 

67.  Eine  seltene  Schrift  über  Winkeldreitheilnng.    G.  Valentin.   Biblioth.  math. 

1893,  113. 

68.  Ancora    snl    teorema    fondamentale  della  teoria  delle   eqnazioni  algebriche. 

G.  Loria.    Biblioth.  math.  1893,  47. 

69.  L*odierno   indirizzo    e  gli   attaali   problemi   della  storia  delle   matematiche. 

G.  Loria.    Biblioth.  math.  1893,  39. 

70.  Le  centenaire  de  Lobatschefsky.    P.  Mansion.   Mathesis  S^rie  2,  III,  117, 193. 

71.  Sar   les   d^convertes  math^matiques  de  Wronski.    S.  Dick  stein.    Biblioth. 

math.  1893,  9. 

72.  Notice  snr  C.  Gerono.    Mathesis  Särie2,  III,  46.  CVerglBd.XXXVIlINr.388w] 

73.  Todesanzeige   von   E.  Kahl    f24./n.  1827  —  3171.  1893).   0.  Schlömilch  nnd 

M.  Cantor.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVIH  ,  Hist.-liter.  Abthlff.  120. 

74.  Ndcrologue    d'Albert   Bibaacour   (28./XI.  1845— IS./IX.  1893).     P.  Mansion. 

Mathesis  Sdrie  2,  III,  270. 

Gleichungen. 

75.  Die  Normalform    des   allgemeinen  Wurzelausdracks  und  ihre  Eigenschaften. 

G.  F.  Lipps.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVIII.  321. 

76.  Zar  Besnltantenbildung.    L.  Sehende!.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVIII,  87. 

77.  Zur  Theorie  der  Stürmischen  Functionen.  L.  Sohendel.  Zeitschr.  Math. Phjs 

XXXVIII,  90. 

78.  Pi^ges  mathdmatiqaes.    Rebiäreetc.    Mathesis  B^rie  2,  III,  184,  224. 

79.  Demonstration  d^une  certaine  identit^.    Sollertinsky.    Mathesis  S^rie  2,  III, 

122.  — Gatalan  ebenda  136. 

80.  ÄetB  etant  positifs  et  m  entier  positif  on  a  tonjonrs  (A  +  J5)"  <  2*  -  *  (A^-^  B^)- 

Delahaeye,  Droz-Farny.    Mathesis  S^rie  2,  III,  210. 

81.  £galitäs  entre  quantit^s  proportionelles.  J.  Wasteels.  Mathesis  S^rie  2, III, 57. 

82.  R^solation  trigonom^trique  de  T^quation  fl;*+i>«+9=:0.   Blonme.   Mathesii 

Sdrie  2,  ni,  64. 

83.  Surle8polynöme8PN=a;2*-a;^  +  l.  JoachimescnetVladimirescu.  Mathesu 

Serie  2,  III,  50. 

84.  SurlMquation  (a;-a)(a:-6){«-c)~.il(a;--a)-B(a5-5)-O(a;-c)  =  0.  Fao. 

qnembergue.    Mathesis  S^rie  2,  III,  48. 

85.  Sur  requation  du  4«  degr^.    Cl.  Servals.    Mathesis  Serie  2,  III*,  67. 

86.  Condition  pour  que  deuz  equations  du  second  de  grdaient  une  racine  oommone. 

E.  Gelin.     Mathesis  Serie  2,  III,  265. 

87.  Resolution    d*un  systäme  de  trois   equations    cubiques.   Mandart  Mathesis 

Serie  2,  111,97. 

88.  Trouver  les  valeurs  de  yetdeg  tolles  que  les  polynOmes  rc*— Sic^H-  8Ä*+2x+y, 

(c^  — 3ir'+4ar*+3a;+£?aient  un  facteur  commun  du  second  degre.  Lippens. 
Mathesis  Serie  2,  III,  149. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  50,  68. 

H. 

Hydrodynamik. 

89.  Theorie  und  Versuche  über  hydraulichen   Druck.    A.  Kurz.    Zeitschr. Math. 

Phys.  XXXVIII,  48. 

90.  Der   Mittlepunkt  des  hydrostatischen  Druckes  in  ebenen  Figuren.    A.  Kurt. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVIII,  371. 
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Hyperbel. 

91.  Hjberbole  passant  par  deuz  i)oint8  donn^B  et  par  les  points  de  contact  des 

tangeDtes  mendes  des  premiers  points  k  une  conique  donn^e.  Gl.  Serval s. 
Matheeia  S^rie  2,  III,  20.  [Yerffl.  Bd.  XXXVIIl  Nr.  182] 

92.  Sur  rhyperbole  de  Feuerbach.    J.  Neuberg.    Mathesia  Sdrie  2,  1)1,  81. 

93.  Sur  les  perpendicnlaireB  ä  une  asvmptote  d^une  hyperbole  tir^es  par  les 

eztremit^s   de  ses   diamätres  ae   conrbure.     Droz    Farnj.     Mathesia 
Särie  2,  III,  71.  —  Mandart  ebenda  72. 

94.  Sur  rhyperbole  ^quilat^re.    J.  Neuberg.   Mathesia  Särie  2,  III,  92. 

95.  Sur  rhyperbole  äquilat^re  passant  par  les  points  de  Nagel  et  de  Gergonne 

correspondant  au   cercfe  inacrit  d'nn  triangle  donnä.     SoUertinsky. 
Mathesia  S^rie  2,  III.  23.  —  Droz  ebenda  23.  —  D^prez  ebenda  24. 

96.  Lieu  d^nn  point  M  dana  le  plan  d'un  rectangle  AB  CD  tel  que  lea  trianglea 

äBm^    BCM,    CDM,   dam  aient   dea    cerclea  circonacrits  ^gauz. 
F.H.  Schonte.    Mathesis  Särie  2,  III,  171. 
Vergl.  Ellipse  38,  39. 

Hyperboloid, 

Vergl.  Oberflächen  zweiter  Ordnung  128.    Tetraeder  154. 

KegeUobnitte. 

97.  Einige  Methoden  der  Beatimman^  der  Brennpunktscoordinaten  und  Achaen- 

gleichungen  einea  Kegelachnittea  in  trimetrischen  Coordinaten.    Stell. 
Zeitschr.  Math.  Phys.  XXX VIII,  282. 

98.  üeber  eine  Potenzbeziehunff  bei  den  Curven  zweiter  Ordnung.  Theo  d.  Meyer. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVIU,  253. 

99.  Ersatz  des  Pascarschen  Satzes  für  den  Fall  imaginärer  Punkte.   J.  Thomae. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVDI,  381. 

100.  Sur  lea  points  de  rencontre  dea  droitea  joignant  lea  ezträmitda  d*un  diam^tre 

d*nne  coniqae  avec  un  foyer  et  du  diamätre  conjuguä.    SoUertinsky, 
Droz-Farny  etc.    Matheaia  Sdrie  2,  III,  273. 

101.  Quatre  pointa  coi^'ugu^s  harmoniques  dans  une  conique.  Barisien.   Mathesia 

8äne2,  III,  173.  — J.  Neuberg  ebenda  174. —L.Meurice  ebenda  174. 

102.  Snr  les  coniques  homofocales.    Gl.  Servals.    Mathesis  S^rie  2,  III,  129. 

103.  Thäorömes    sur  les   courbes   et  les  surfaces   du  second  ordre.    Barbarin. 

Mathesis  Sdrie  2,  III,  60. 

104.  Ueber  eine  besondere  mit  dem  Eegelschnittbüschel  in  Verbindung  stehende 

Cnrve.   B.  Sporer.    Zeitschr.  Math.  Ph;r8.  XXXVUI,  34. 
Vergl.  Ellipse.    Geschichte  der  Mathematik  62.    Hyperbel.    Kreis.    Krümm- 
ung 119,  120,  121.    Parabel. 

Kettenbrnche. 

105.  Ueber  Kettenbrüche,    die  durch   Anaziehen   einer  Quadratwurzel   aus   einer 

rationalen  Zahl  entstehen.  H.Wi  11  g  r  o  d.  Zeitschr.  Math.  Phya.XXX VIII,  366. 

Xinemitik. 

106.  Mechaniache   Vorrichtungen    zum    Zeichnen    von    Gurren   zweiter  Ordnung. 

W.  Jürgea.    Zeitschr.  Math.  Phya.  XXXVIIl,  350. 

107.  Gonatruction    der   Burmester'achen   Punkte    für    ein    ebenes   Gelenkviereck. 

E.  Müller.    Zeitschr.  Math.  Phya.  XXXVIIl,  129.   [VerG\  Bd.  XXXVHI 
Nr.  160.1 

108.  DieBrennpun^tmechanismen.  L.Burm  ester.  Zeitschr.Math.Phys  XXXVDI,  193. 

Xrels. 

109.  Proprio t^  du  cerole  inacrit  ä  nn  triangle.    Droz-Farny  et  Thiry.    Mathesia 

SM6  2,  ni,  238. 

HO.  Inaciire  dans  un  cercle  donn^  un  triangle  isosc^e  tel  que  la  somme  dea  di- 
stances  du  centre  du  cercle  auz  trois  cötäs  du  triangle  aoit  ägale  ä  nne 
longueur  donn^e.    Delaha^e  etc.    Mathesia  S^rie  2,  III,  203. 

111.  Les  c6t^8  d*un  triangle  dtant  divia^a  en  P,  0,  B  dana  nn  m^me  rapport  et 
en  P\  Q\  B*  dana  le  rapport  inverae  cnercher  Taze  radical  dea  cerclea 
PQB  et  F'Q'K.  Mdme.  Prij»e7^'ftadart,  Droz,  D^prez.  Matheaia 
S^rie  2,  ni,  28.  ^    :     -      . 
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112.  Trois  parallälogrammeB   ajant  poar  centre   commun   le  centre  d*an  oerde 

donnä.  P.  DeiTÜle.  Mathesis  S^rie  2,  III,  118.  —  Droz-Farny, 
Gatania,  Ddprez  ebenda  119. 

113.  La  troisi^me  diagonale  d*an  qaadrilat^re  inscriptible  est  tangente  commnne 

de  deux  circonf^rences  passant  chacune  par  les  milieox  des  denz  autres 
diagonales.  Droz-Farny.  Mathesis  8^ne2,  lll,  24.  —  Solle rtinskj, 
Emmerich  ebenda  25.  —  D^prez  ebenda  26. 

114.  Snr  les  polygones  inscrits  d'an  nombre  pair  de  cötäs  tels  que  le  prodait  des 

c6t^  de  rang  pair  est  ^gal  k  celai  des  cöt^s  de  raug  impair.  Soller- 
tinsk^.    Mathesis  S^rie  2,  £11,  121. 

115.  Diff^rents  lieuz  g^om^triques  se  rapportant  k  denx  circonferences  qui  se  coapeot 

orthogonalement  et  dout  chacune  passe  par  deux  sommets  d*iin  qnadri- 
lat^re.   A.  Morel.    Mathesis  S^rie  2,  UI,  201. 
Vergl.  Dreiecksgeometrie  26,  29,  30. 

116.  Untersuchungen  über  die  auf  die  Krümmung  von  Carven  and  FlSchen  bezfig- 

liehen  Eigenschaften  der  Berührungstransformationen.  B.  Mehmke. 
Zeitschr.  Math.Phjs.  XXXUI,  7.  [Vergl.  Bd-XXXVUI  Nr.  172.] 

117.  Das  Yerhältniss  der  Krümmungsradien  im  Berührungspunkte  zweier  Carven. 

E.  Wölffing.    Zeitschr.  Math.  Phys.XXXVni,  287, 

118.  Rayon   de  courbure   de  certaines  courbes  planes.     J.  Neuberg.    Mathesis 

S^rie  2,  III,  Supplement  I. 

119.  Sur  les  rajrons  de  courbure  de  coniqaes.  E.  Cesaro.  Mathesis  Särie  2,  III,  217. 

120.  Construction  du  centre  de  courbure  d*une  conique.    SoUertinsky.    Mathesis 

S^rie  2,  UI,  260. 

121.  Construction  des  centres  de  courbure  d'une  ellipse.    £.  N.  Barisien.   Mathesis 

S^rie  2,  UI,  76. 

122.  Courbes  dont  les  cercles  de  courbure  passent  par  an  point  fixe     P.  Mansion. 

Mathesis  Särie  2,  UI,  120.  —  Gob  ebenda  144.  —  E.  Cesaro  ebenda 
177,  186. 

H. 
Maxima  nnd  Minima. 

123.  Eine  Erweiterung  des  Maxim ambegriffes.    A.  Voigt.    Zeitschr.  Math.  Pbjs. 

XXXVUI,  816. 

Heehanik. 

124.  Qnestions  de  m^caniaue.    L.  Meurice.    Mathesis  S^rie  2,  UI,  222 ,  243. 

126.  Ueber  bedingt  perioaische  Bewegungen  eines  materiellen  Punktes  auf  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Orensßile. 
0.  Fund.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVUI,  96,  166. 

Vergl. Elasticität  Elektricität.  Geschichte  der  Mathematik  63.  Hydrodynamik. 
Kinematik.    Optik.    Schwerpunkt.    Wärmelehre. 

O. 

ObsiflAohsn. 

126.  Sur  une  sorte  de  surface  de  rävolution  engendr^e  par  une  conrbe  variable  de 

forme.    E.  Genty.    Mathesis  S^rie  2,  UI,  100 
Vergl.  Krümmung  116. 

Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

127.  Une  propriät^  des  quadriques.    Cl.  Servals.    Mathesis  S^rie  2,  TU,  14,  64. 

128.  Propriäte  de  rhyperboloüde  passant  par  trois  droites  donn^es  dans  Tespaoe. 

£.  Genty.    Mathesis  S^rie  2,  UI,  211.  —  Sollertinskj  ebenda  212. 

129.  Sur  les  quadriques  homofocales.    Cl  Servais.   Mathesis  S^rie  2,  UI^  186." 

J.  ^eubere  ebenda  186. 
Vergl.  Ellipsoia.    Kegelschnitte  103.    Mechanik  126. 

Optik. 

130.  Die  kleinste  Ablenkung  im  Prisma.    A.  E  urz.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXYIH, 

319.  JVergl.  Bd.  XXXVUI  Nr,  218.] 

131.  Construction  des  Collineationscentrums   eines   dioptrischen  Systems.     Mat- 

thiessen.    ZeiUchr.  Math.  Phys.  XXXVUI,  190.    (Vergf.  Bd.  XXXVUI 
Nr.  221.1 
Vergl.  Electricitat  33. 
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F. 

ParabeL 

132.  Sar  des  paraboles  inscrites  ä.  an  triangle.    Servals.    Matheais  S^rie  2,  III, 

208.  —  Barisien  ebenda  209.  —  J.  Neaberg  ebenda  210. 

133.  Snr  les   deuz  paraboles  circonacrites  a  un   quadrangle   donnä.    Kluyyer. 

Matbesis  Sdrie  2,  III,  106. 

134.  Sor   an  nonveau  groape  de  trois  paraboles.    Mandart.    Mathesis  Sdrie  2, 

m,  10. 

Planimetrie. 

135.  Pi^ges  maih^matiqaes.  6.  Delahay  e  etc.  Mathesis  Sdrie  2,  III,  169, 185,  225. 

136.  DiflcoMion  et  constraction  d*an  triangle  ätant  donn^s  Tangle  A,  le  cötä  a  et 

le  produit  5(6 +  c).    Mathesis  S^rie  2,  UI,  192. 

137.  Propri^fes  de  deux  triangles.    J.  Wasteels.    Mathesis  S^rie  2,  III,  89. 

138.  Constraction  d'ane  yaleor  approoh^e  de  n.    A.  L.  Poirier.    Mathesis  Särie  2, 

m.  248. 

139.  Encore  an  qaadrateur.    J.  B.  J.  Dessoye.    Mathesis  S^rie  2,  III,  248. 

140.  Trisection    par  tatonnement  d'un    angle.    A.  Pegrassi.    Mathesis  Sdrie  2, 

DI,  247. 

141.  Constraction   d'une   nioyenne   propoitionelle.     Mackaj.    Mathesis  Särie  2, 

ni,  47.  —  üblich  ebenda  ia6.    [Vergl.  Bd.  XXXVill  Nr.  229  J 
VergL  Dreiecksgeometrie. 

Quadratur. 
148.  Aire  de  la  cyclo'i'de.    Holzmüller.    Mathesis  S^rie2,  DI,  166. 

Beetifleation . 

143.  ün  noaveaa  qaadrateur.    C.  Lopez.    Mathesis  Särie  2,  III,  137. 

Vergl.  Planimetrie  138,  139. 

Seihen. 

144.  Limite  on  gänäratrice.    P.  Mansion.    Mathesis  Särie  2,  III,  225. 

145.  Sar  deux  series  convergentes  pour  |  rc  |  <^  1  qui  deriennent  divergentes  lorsqae 

x^l,    E.  Cesaro.    Mathesis  Särie  2,  III.  241. 

146.  Sommation  des  sinas  et  des  cosinua  d'angles  en  progresaion  arithm^tique. 

L.  Mearice.    Mathesis  Särie  2,  III,  19. 

Sohwerpmikt. 

147.  Yolame  et  centre  de  gravit^  du  prismatoide.    Fretille.    Mathesis  Sdrie  2, 

m,  138,  169. 

SpMrik. 

148.  Propri^t^  da  quadrangle  sph^rique.    D^prez.    Matheais  S^ri6  2,  ni,  231.  — 

J.  Neuberff  ebenda  232. 

149.  La  droite  XAX  passant  par  le  aommet  A  d'un  triangle  ABG,  studier  la 
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Sdrie  2,  m,  144. 
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de  trois  carrös.    E.  Catalan.    Mathesis  Särie  2,  III,  256. 
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Zur  Kreismessung  des  Archimedes. 

Von 

Friedrich  Hultsch 

In  Dresden. 


Für  die  Logistik  und  Aritbmetik  der  alten  Griecben  fliessen  unsere 
Qaellen  weit  spärlicher  als  för  die  Oeometrie.  Immerhin  aber  lassen  sich 
die  grossen  Lücken  der  üeberliefemng  einigermaassen  dadurch  ergänzen, 
dass  wir  den  Methoden  nachspüren^  nach  denen  die  Alten  zu  gewissen, 
uns  überlieferten  Endresultaten  von  Rechnungen  gelangt  sind.  Auf 
diesem  Wege  ist  aus  den  Handbüchern  der  praktischen  Geometrie  und 
Stereometrie,  welche  auf  Heron  von  Alexandria  zurückzuführen  sind, 
schon  mancher,  früher  unbekannter  8atz  der  alten  Logistik  wieder  ermittelt 
worden  und  vieles  Andere  der  Art  wird  sich  aas  derselben  Quelle  noch 
schupfen  lassen.  Aber  schon  vor  Heron  hat  Archimedes  durch  seine 
Sandrechnung  und  seine  Kreismessung  eine  vollkommen  ausgebildete  Kennt- 
niss  der  Logistik  und  allgemeinen  Arithmetik  uns  bezeugt;  nur  erschwert 
es  die  kurze  Fassung  beider  Schriften  ungemein,  das  Lehrgebäude  der 
Arithmetik  wieder  herzustellen,  das  einst  Archimedes  mit  voller  Beherrschung 
der  Theorie,  wie  der  Praxis,  sich  gebildet  hatte.  Während  er  nun  in  der 
Sandrechnung  zu  einer  reinen  Darstellung  des  decimalen  Systems  gelangte 
und  alles  Rechnen  auf  die  Operationen  mit  den  Zahlbegriffen  eins  bis 
neun  und  auf  die  Einreihung  jeder  innerhalb  dieser  Grenzen  gefundenen 
Zahl  nach  ihrer  decimalen  Stellung  beschränkte*,  so  konnte  er  bei  der 
Kreismessang  ein  ähnliches  rationelles  Verfahren  nicht  zulassen.  Denn 
dann  hätte  er  eine  bisher  unbekannte  Reohnungsweise  nach  Zehnteln, 
Hunderteln  u.  s.  w.  einführen,  mithin  die  Abtheilungen  diyunct^  ixaroaxcij 
lÜLLoCTccy  iivQiocrd  u.  s.  w.  bilden  müssen,  in  deren  jeder  dann  nur  von 
1  his  9  zu  zählen  war.  Das  wäre  also  unsere  decimale  Bruchrechnung, 
nur  im  fremdartigen  Gewände  griechischer  Zahlwörter  und  Zahlzeichen 
gewesen.    Allein  niemals,  weder  vor  noch  nach  Archimedes,  ist  ein  Grieche 


*  Yergl.  in  WisBOwa's  Real-Encyclopädie  der  classischen  Alterthnms Wissen- 
schaft Archimedes  von  Syrakus  §  6.  ^n]c> 
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auf  diese  Gruppirrmg  der  Brüche  nach  dekadischen  Nennern  gekommen, 
und  das  ist  nicht  zu  verwundern,  da  es  keine  decimale  Stellenhezeichmug 
vermittelst  der  uns  geläufigen  neun  Zififern  und  der  Null  gab.  Vielmehr 
wurde,  um  auch  die  feinsten  Brüche  übersichtlich  darzustellen,  entweder  sexa- 
gesimal  getheilt*,  oder  man  bildete  nach  Analogie  der  Sexagesimalbrüche 
Abtheilungen  von  (ivgioaxa  in  erster,  zweiter  Potenz  u.  s.  w.,  also  Myriaden- 
brüche,  wie  wir  sie  kurz  bezeichnen  dürfen  (siehe  unten  Abschn.  U,  in). 
Allein  für  Archimedes  war  bei  allen  arithmetischen  Darstellungen  die 
Bücksicht  auf  das  Maass  des  Verständnisses,  das  er  im  Allgemeinen  bei 
seinen  Zeitgenossen  voraussetzen  konnte,  entscheidend.**  So  wies  er  in 
der  Sandrechnung  die  Unendlichkeit  der  Zahlenreihe  nach,  ohne  auch  nur 
ein  einziges  Zahlwort  abweichend  von  dem  gewöhnlichen  Sprachgebraache 
zu  bilden,  so  rechnete  er  auch  in  der  Ereismessung^  wo  allenthalben  mit 
gebrochenen  Zahlen  zu  operiren  war,  in  den  üblichen  gemeinen  Brüchen 
und  beschränkte  die  Endresultate  seiner  vielverschlungenen  Rechnungen 
auf  leicht  aussprechbare  Abrundungen. 

*  Die  Bildung  grosser  Zahlen  nach  sezagesimaler  Gruppirung  liegt  den 
Darstellungen  Platon^s  über  die  geometrische  Zahl  zu  Grunde  (VIIL  Buch  Tom 
Staate  S.  646  B.C,  und  vergl.  Hultsch  in  dieser  Zeitschr.,  hi8t.-lit.  Abtheilimg 
XXVII  1882  S.61  bis  64,  68  bis  60).  Eine  Theilung  nach  Sechzigsteb ,  und 
zwar  angewendet  auf  den  rechten  Winkel,  erscheint  bei  Aristarchos  von  Samoe 
(b.  Nachrichten  von  der  E.  Gesellsch.  der  Wissensch.  zu  Göttingen  1898  S.  871). 
Die  bis  heute  übliche  astronomische  Sezagesimaltheilung  tritt  schon  bei 
Hypsikles  (um  180  v.  Chr.)  in  vollkommen  ausgebildeter  Gestalt  hervor  (Manitina, 
desHypsikles  Schrift  Anaphorikos,  Progr.Kreuzsch.  Dresden  1888  S.V  flg.,  XXIX  flg.). 
Bei  PtolemaioB  wird  nicht  nur  der  Kreis  in  dieser  Weise  eingetheilt,  sondern 
es  werden  auch  die  Einhundertzwanzigstel  des  Diameters  (d.  i.  Sechzigstel  des 
Radius)  gezählt  nach  Ganzen  (tinqfiata),  Sechzigsteln  dieser  Ganzen,  zweiten 
Sechzigsteln  u.  s.  w. 

**  AehnKoh  hat  schon  Herakleides  in  seiner  Biographie  des  Archimedes 
(bei  Eutokios  zu  Archim.  Ereismessung  S.  266,  1  Heib.)  sich  geäussert.  Nur  ist 
ihm  nicht  beizustimmen,  wenn  er  sein  ürtheil  dahin  zuspitzt,  Archimedes  habe 
bei  seiner  Ereismessung  lediglich  auf  den  Bedarf  des  praktischen  Lebens  Eück- 
sicht  genommen  {^ati  rovto  tb  ßißUov  —  ngog  tag  tov  ßlov  t^^Cag  dvccfuxMijx 
eine  Meinung,  welche  dann  Eutokios  am  Schlüsse  seines  Commentars  weiter 
ausfuhrt  (S.  800,  20  bis  302,  18).  Auch  insofern  hat  Herakleides,  vom  streng 
mathematischen  Standpunkte  aus,  ungenau  sich  ausgedrückt,  als  er  die  Lösung 
des  Archimedes  schlechthin  bezeichnet  als  ein  ovv^yyvg  dsSsCx^ai  (S.  266,  6). 
Denn  avvsyyvg  bedeutet  nach  dem  allgemeinen  Gebrauche  der  griechischen  Mathe- 
matiker einen  Näherungswerth  schlechthin ,  nicht  einen  Werth ,  der  an  rieh 
unbestimmbar  bleibt  und  nur  zwischen  zwei  Grenzen  eingeschlossen  werden  bmn 
(in  letzterem  Sinne  bezeichnet  Eutokios  S.  800,  18  ganz  richtig  die  Herstellnng 
einer  noch  engeren  Umgrenzung  durch  inl  zb  avvsyyvg  (iccXlov  dyncysiv).  Für 
den  alltäglichen  Bedarf  aber  taugt  ein  solcher ,  lediglich  umgrenzter  Werth  gv 
nicht.  In  der  That  haben  die  Späteren  von  Heron  an,  wenn  sie  für  das  prak- 
tische Rechnen  eine  Näherung  brauchten  (abgesehen  davon,   dass  manche  aof 
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I. 

TJeberliefert  sind  nns  in  der  Kreismessung*  der  Eeihe  nach  folgende 
aaslaufende  Brüche  von  Wnrzelwerthen  ans  mehrstelligen  Zahlen: 

111       11       9_      1      1 

8'    4'    2'    2"^4'     ll'     6'    4* 
Die  Nachrechnung  hat  ergeben,  dass  damit  AnnShernngeo,  statt 

169 359| 1211^^  4152 

2  .  591  +  1 '  2  .  1172  +  1 '  2  .  2339  +1^2.  3013 
u.  8.  w.,  gesetzt  worden  sind**  Also  hat  Archimedes,  nur  um  sich  dem 
populären  Yerständniss  anzubequemen,  die  ziemlich  complicirten  Brüche^ 
auf  welche  er  durch  den  Gang  der  Ausrechnungen  kam^  durch  auffällig 
starke,  für  uns  zum  Theil  schwer  verständliche  Kürzungen  auf  Brüche  mit  den 
einstelligen  Nennern  2^  4,  6,  8  gebracht.    Nur  ausnahmsweise  hat  er  einen 


noch   ungenauere  Weithe   verfielen),    lediglich   den   oberen   und   so  bequemen 

Archimedischen  Grenzwerth  3—  verwendet,   niemals  aber  mit  der  Umgrenzung 

zwischen  8--  und  3---   gerechnet.     Hätte  Archimedes   ein   avvsyyvg,    d.  i.  eine 

mittlere  Näherung  zwischen  seinen  beiden  Grenzwerthen  aufstellen  und  dabei  auf 

einen  Bruch  mit  zweistelligem  Nenner  sich  beschränken  wollen,  so  wäre  es  ihm, 

14 
wie  die  folgenden  Erörterungen  zeigen  werden,  ein  Leichtes  gewesen,  8—  aus- 

14     .         1 
findig  zu  machen  (denn  -  -  -  ist  zu  —  der  i^hste  kleinere  Bruch  mit  zweistelligem 

Nenner  und  andererseits  möglichst  weit  von  —  entfernt).   Hätte  er  aber,  immer 

das  praktische  Bedürfniss  berücksichtigend,  einen  noch  genaueren  und  doch 
thnnlichst  bequemen  Mittel werth  mit  dreistelligem  Nenner  gesucht,  so  würde 

sich  ihm  —   «  3  -jr-  dargeboten  haben,  wie  noch  (in  Abschnitt  IV)  zu  zeigen  ist. 

Allein  von  alledem  hat  er  Nichts  gethan,  also  auch  nicht  bei  Abfassung  seiner 
Sclirifb  die  Tendenz  verfolgt,  dem  Bedarfe  des  gewöhnlichen  Lebens  zu  dienen. 
Wohl  aber  hat  er,  genau  wie  bei  der  Sandrechnung  (die  doch  aller  Praxis  fem 
lag),  zwar  ganz  abstract  mathematisch  gedacht  und  die  schwierigsten  Folger- 
ungen in  kürzester  und  deshalb  oft  schwer  verständlicher  Form  aneinander 
geknüpft,  die  Endresultate  aber  durchaus  in  Anlehnung  an  den  populären  Sprach- 
gebrauch ausgedrückt,  mithin  in  dieser  Hinsicht  ganz  dem  allgemeinen  Verstand- 
niss  seiner  Zeitgenossen  sich  anbequemt. 

*  Archimedis   opera  rec.  Heiberg  I  S.  264  bis  270.      Ausserdem    werden 
S.  268,  16  und  270,  2  behufs  Kürzung  von  Brüchen,  die  im  Laufe  der  Rechnung 

4  11 

sich  ergeben  haben,  die  Brüche  --  und  --  verwendet. 

**  Siehe  das  Nähere  in  meiner  Abhandlung:  „Die  Nähernngswerthe  irratio- 
naler Quadratwurzeln  bei  Archimedes*'  in  Nr.  10  des  Jahrganges  1898  der  Nach- 
richten von  der  E.  Gesellsch.  der  Wissensch.  zu  Göttingen  S.  419  bis  428,  413 

Dotized  by  VjiJVJv  IC 


124  Historisch -liierarisohe  Abtheil ang. 

9 
Brach   mit  zweistelligem  Nenner^  ^T'  gesetzt;   allein  es  liess  sich  gerade 

in   diesem  Falle  nachweisen  ^    dass   die  n&chste  Kürzung^    auf  welche  an 

3 
dieser  Stelle  die  Ansrechnnng  ihn  führen  mnsste,  j  war,  und  statt  dessen 
9 
—  nnr    aus    dem  Grande    gewählt   worden    ist,    am  später  einen  Brach 

darch  40  kürzen  za  können.* 

Da  alle  diese  Brüche  weit  grösseren  ganzen  Zahlen  angefügt  und 
diese  ganzen  Zahlen^  beziehentlich  ihre  Qaadrate,  für  den  Fortgang  der 
Rechnung  hauptsächlich  massgebend  sind,  so  haben  die  starken  Kürzungen 
der  aaslaafenden  Brüche  keinen  nachtheiligen  Einfluss  auf  das  SchlaEs- 
resultat  der  Ereismessung  ausgeübt.** 

Wenn  man  nan  alle  diese  Rechnungen  bis  ins  Einzelste  verfolgt,  so 
stellt  sich  zunächst  heraas,  dass  Archimedes  nicht  nnr  recht  schwierige 
Operationen  mit  gemeinen  Brüchen  geläufig  durchgeführt,  sondern  auch 
die  Aufgaben,  verschiedene  gemeine  Brüche  mit  einander  zu  vergleichen 
und  Brüche  mit  vierstelligen  Nennern  thunlichst  zn  kürzen,  auf  dorch- 
sichtige  Formeln  zurückgeführt  hat. 

Dies  gilt  offenbar  auch  für  den  Schluss  sowohl  des  ersten  als  des 
zweiten  Theiles  der  Beweisführung  zum  dritten  Satze  der  Ereismessung. 
Durch  seine  Ausrechnungen  war  Archimedes  auf  die  Umgrenzung: 

geführt  worden.***  Diese  umständlichen  Brüche  massten  möglichst  gekürzt 
werden,  um  das  Schlussergebniss  der  Ereismessung  für  das  allgemeine 
Verständniss  zarecht  zu  machen. 

Nach  Ausweis   der   handschriftlichen  üeberlieferang  hat  Archimedes 

statt   des   eben  angeführten  oberen  Grenzwerthes  die  Näherang  3^j  und 

10  . 

statt  des  unteren  3.  -  gesetzt.     Die   erstere  Abrundang   ergab    sich  ihm 

sofort,  wenn  er  nach  einer  anderwärts  bewährten  Methode  den  Nenner 
des  gegebenen  Braches  um  1  verminderte.    Denn  da  es  sich  am  den  oberen 

Grenzwerth  handelte,  so  musste  der  statt    .^  ^'-  gesuchte,   möglichst  ra 

kürzende  Bruch  einen  grösseren  Werth  darstellen,  und  dieser  wurde 
erreicht  durch  Verkleinerung  des  Nenners.    Da  nun  von  dem  gegebenen 

*  Vergl.  iheine  vorher  angefahrte  Abhandlung  S.  417  flg. 

•*  Ebenda  S.  420  flg. 

***  Archim.  ed.  Heib.  I  S.  266, 18;  270, 7  und  vergl.  meine  vorher  angeföbrte 

Abhandlung  S.  889,  392  flg. 
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Nenner  nur  etwa  k7v\a  dieses  Nenners  abgezogen  wurde,  so  lag  von  vorn- 
herein  eine  an  Gewissheit  grenzende  Wahrscheinlichkeit  vor,  dass  mit  der 

Kürzung  =-. die  allergeeignetste  Annäherung  statt  des  berechneten  Bruches 

1 
gefanden  sei.     Ueberdies   wird   bald   sich   zeigen,   dass  zu  ■=•  der  nächste 

1 A  f\f\'7 1         "i  Ä. 

kleinere  Bruch  mit  zweistelligem  Nenner  ^5  ißt.  Da  nun  7^70  i^qq 
ist,  so  liegt  klar  vor  Augen,  dass  Archimedes ,  entsprechend  dem  unteren 
Grenzwerthe  ^j  als  oberen  Qrenzwerth  nur  77; "  7"  finden  konnte. 

Nicht  so  glatt  verlief  die  Kürzung  des  anderen  berechneten  Bruches. 
Als  oberer  Qrenzwerth  war  angesetzt  3yi  dann  kam  als  kleinerer  Werth 

der  im  zweiten  Theile  des  Beweises  berechnete  Bruch: 

6336  284f 

2017-i-""     "^  2017£' 
und  statt  dessen  musste  ein  noch  kleinerer  gekürzter  Werih  gesucht  werden. 

Da  als  obere  Grenze  binter  den  3  Ganzen  bereits  der  Bruch  =-  gefunden 
war,  so  bot  sich  zunächst  als  untere  Grenze  der  nSchste  Bruch  mit  ein- 
stelligem Nenner  —  — -~— r-  dar.     Somit  war  die  Umgrenzung: 
o       •  +  1 

1^     2841-         1 

^  9017  1  -^ 


.m  7-^  2017 -J- -^7  +  1 

hergestellt  ^ 

Nun  würde  es  eine  ganz  müssige  Frage  sein,  ob  nicht  Archimedes 
bei  ^  als  unterem  Grenzwerthe  sich  hätte  beruhigen  können*;    denn   die 

üeberlieferung  lehrt,   dass  er  ^j  gesetzt   und   damit   eine  weit  genauere 

1 
Annäherung  als  ^  gewählt  hat. 

Wir  schüessen  hieraus,  dass  er  seine  Umgrenzung  für  7t  durch  Biücbe, 

deren  Nenner   kleiner  als  100  sind,  auszudrücken  beabsicbtigte.     Es  trat 

demnach  bei  der  unteren  Begrenzung  die  Aufgabe  an  ihn  heran,   in  der 

1         284  ^-      1 
Beihe  =■  >  öTvp?  i~  ^  q    zwischen  dem   zweiten  und  dritten  Gliede   einen 

*  Dieser  für  die  Praxis  bequeme  Näherungswerth  findet  sich  zuerst  bei 
Yitruvius,  dann  bei  indischen  Mathematikern  und  später  noch  bei 
BouTelles  (1470  bis  1688)  und  Albrecht  Dürer  (1471  bis  1628).  Cantor, 
Vorles.  über  Gesch.  der  Mathematik  PS.  608  (vergl.  mit  n  290  flg.),  602  (vergl. 
mit  II  427),  n  363  flg.,  427,  488. 
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Bruch  mit  zweistelligem  Nenner  einzuschalten,  der  möglichst  nahe  bei  dem 

zweiten  Gliede  liegen  sollte. 

Gewiss  ist  die  Annahme  zulässig,    Archimedes  habe  den  elementaren 

-,  a      c  a      a  '\-  c      c 

Satz  gekannt,  dass,  wenn  —>-z  ist,  auch  —  >  ,    ,    , >  —  ist.     Mehrere 

od  0       0  +  a      a 

Hilfssätze,    welche   Aristarchos   über  die  Grössen   imd  Entfernungen  von 

Sonne  und  Mond  und  Archimedes  in  der  Ereismessung  angewendet  haben, 

lassen    sich    aus    dem   Sammelwerke    des   Pappos   als  Bestandtheile    alter 

mathematischer  Hilfsbücher  nachweisen*,  und  da  bei  Pappos  VII  Propos.  8 

der  Tbeilsatz,  dass,  wenn  —  >t  ist,  auch  — >  ^    ,    _  ist,  sich  vorfindet, 

od  0      0  +  d 

so  spricht  alle  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  schon  Archimedes  auch  diesen 

ganz    elementaren   und   für   das   ihm   vorliegende   Problem    unerlässlichen 

d       CL   I  ■  c       c 
Hilfssatz,  und  zwar  in  der  vollen  Form:  T->;~r~^>T  gekannt  hat.** 

0      0+  d     d 

Nun  sind  meines  Erachtens  zwei  Fragen  genau  auseinander  zu  halten, 

nämlich   erstens,    auf  welchem  Wege  Archimedes   die  von  ihm  gesuchte 

2341.  1 

Einschaltung  zwischen  ^^^      ^    und  5-  gefunden   hat,   und   zweitens,  nach 

welcher  Methode  er,  nachdem  er  auf  „r  gekommen  war,  sich  davon  tSber- 

zeugte,   dass  dieser  Brach  in  der  That  die  nächste,    den  Voraussetzungen 
der  Bechnimg  entsprechende  Annäherung  darstellt. 

Anlangend  die  erste  Frage  habe  ich  unter  verschiedenen  Möglichkeiten, 
die  sich  darboten ^  diejenige  Lösung  vorgeschlagen^  welche  vermittelet  des 

Endgliedes   ^  am  einfachsten  darzustellen  ist.***    Den  früher  besprochenen 

oberen  Grenzwerth  hatte  Archimedes  vergrössert,   indem   er    den  Nenner 

um  1  verminderte  und  dadurch  unmittelbar  auf  die  Kürzung  ^  kam.    Nach 

dieser  Analogie   war   hier,   bei   dem  unteren  Grenzwerthe,    zunächst  Ver- 
grösserung  des  Nenners  um  1  zu  versuchen,  um  einen  kleineren  Grenzwerth 

*  Siehe  meine  vorher  angeführte  Abhandlung  S.  873,  2,  876^  1  und  2,  389,1, 
392,1,  894,1. 

••  Vergl.  ebenda  S.  426.  Ohne  von  dem  Satze  des  Pappos  Kunde  zu  haben 
(denn  die  Ausgabe  von  Gommandino  ist  erst  1588/89  erschienen)  hat  Nicolas 
Chuquet  in  seinem  im  Jahre  1484  veifassten  Triparty  en  la  seienee  des  notnbtts 

den  Satz,  jedoch  ohne  Beweis,  aufgestellt,  dass  der  Zahlenwerth  ,'-77^  immer 

a  a  «»i  +  *^f         . 

zwischen  r^  und  r-^  liegt.    Cantor,  Vorles.  II  S.  318,  322  flg.    Bei  Brüchen  mit 

gleichem  Nenner  föllt  eine  solche  Einschaltung  zusammen    mit  dem  arith- 
metischen  Mittel. 

•••  N&herungBwerthe  u.  s.  w.  S.  424  flg.  ^^  j 
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zu  findeD.     Der  Weg  der  Rechnung  lag  klar  vor  Augen,  sobald  man  den 
gegebenen  Brach  ^^-,  (8.  270,  7  Heib.)  zerlegte  in  3  gg^A  «  ^^ 

und  nun  zu  dem  letzteren  Nenner  1  hinzuzählte.  Der  so  gewonnene  kleinere 

379      1 
Bruch   liess   sich    durch  3  kürzen^    und    aus    der  Ungleichung  3ß7wv>-Q 

w  >.         .     7  •   .      V  .     379  +  1      10  ^^^     ^ 

ei^D  sich  nun  das  Zwischenglied  o^q/^   ■   o  —  tT* 

10  11 ^7 

Der  noch  r&ckständige  Beweis   aber,   dass   ^^  in   der  That  zu  q^^^ 

den  nächsten  unteren  Grenz werth  mit  zweistelligem  Nenner   darstellt,   ist 
folgendermaassen  zu  fCLhren.* 

Zwischen  y  und  lassen  sich    unendlich    viele  Zwischenglieder 

von   der  Form  = — — r-  einschieben,  wobei  für  n  eine  beliebige  ganze  oder 

gebrochene  Zahl,  die  >  1  ist,  eingesetzt  werden  kann.    Je  grossem  wird, 

desto   näher  liegt  der   so  gebildete  Bruch  bei  der  oberen  Grenze  =-9  und 

1 
umgekehrt  um  so  näher  bei  ^ )  je  mehr  sich  n  dem  Werthe  1  nähert. 

o 

Allenthalben  nun,  wo  es  sich  darum  handelt,  verschiedene,  uns  über- 
lieferte Annäherungen  für  n  mit  eiaander  zu  vergleichen,  wird  es  sich 
eaipfehlen,  jedesmal  die  Werthe  für  n  auszurechnen  imd  in  Vergleich  zu 


*  Den  von  hier  bis  S.  131  reichenden  Abschnitt  habe  ich  niedergeschrieben, 

nachdem  mir  von  Prof.  Franz  Bietssch,  dem  ich  schon  in  der  Abhandlung  über 

die  Näherungswerthe  meinen  Dank  auszusprechen  hatte,   folgende  Vermuthnng 

1  1187 

mitgetheilt  worden  war,  wie  Archimedes  von  der  Begrenzung  3y>«>3rrT^ 

auf  die  Abrundung  « > 8— ■  gekommen  sei:  Da  der  Bruch  -=-=»r7'=:rr-»*"~=- 
**  71  **  7      14     21  In 

n  1 1S7 

zu  gross  war,  so  suchte  Archimedes  einen  Bruch  = -1  der  kleiner  als  ,rr— r 

°  '  7n+l  8069 

war,    aber    möglichst    nahe    bei    diesem   Bruche   lag.     Aus    der  Ungleichung 

<M  11^7  87 

•<^-—  folgte  ♦*<10— rt   also,  da  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  n=»l0. 


7n  +  l      8069       ^         ^      110 

d.h.  —  war  deijenige  Bruch,  welcher  den  gestellten  Bedingungen  genügte.    Für 

n  <C  10  werden  die  Brüche  zu  klein  und  für  n  >  10  zu  gross.    Es  ist  nämlich, 

12         8 
wenn   man  der  Reihe  nach  n «  1,  2,  3 . . .  setzt,  ^  <  7^  <  s"«  * "'  '^^  ®^  zeigt 

9         10        1137        11 
sich  %/  <  57  <  ^«"ii  <^*    Hätte  Archimedes   einen  Bruch  mit  dreistelligem 
6»        71        8069        78 

Nenner  zugelassen,  so  würde  er  n— 10-   ^        «10      gesetzt  und  daraus  füi*  n 

31  110  +  1  3 

die   untere  Begrenzung  3—-  ermittelt  haben. 
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stellen.     Qm  im  Folgenden  unnöthige  Weiterangen  zu  vermeiden^  werde 

ich   die  zu   jedem  Werthe    für   n  berechnete   Zahl   n   die    Kennziffer 

nennen. 

Zwischen   zwei   beliebigen  Gliedern  der    eben  erwähnten  Beihe   lässt 

o  "4"  c 
fcich  jedesmal  ein  Zwischenwerth  von  der  Form  ,   ,    -  einschieben.    Selbst- 

o  +  d 

verständlich    liegt   die   Kennziffer   jedes    so    berechneten   ZwischenwerUies 

zwischen  den  Kennziffern  der  beiden  Grenzwerthe. 

Da  Archimedes  zwischen  —  und  ^    nur    Brüche    mit    zweistelligem 

^  ^  1+1       2 

Nenner  gesucht  hat,  so  ist  die  ganze  Beihe  dieser  Brache,  von  ^— ^^ 

aus,  nach  beiden  Seiten  hin  zu  entwickeln. 

.   .X  .      ;.  2      ^  ,,        .34        10       14    ^  ,^        ^,.  . 

Aufsteigend  von   j^  erhalten  wir  99'  öq  '  *  *  WT " ' '  qq'   Letzteres  (rlied 

stellt   den   nächsten  Bruch   mit   zweistelligem  Nenner   bei   dem   obersten 

Grenzwerthe  Y^ici 

2  2+13  4 

Herabsteigend  von  7^  erhalten  wir    .^    .  ^  «  ,^1  dann  ^r^  n.  a.  w- 
^^  15  15  +ö      Zo  öl 

bis  zti  ^»    dem    nächsten    Bruche    mit    zweistelligem   Nenner    bei    dem 

yö  1 

untersten  Grenzwerthe  ^• 

2^ 
Das  Mittelglied  j^i  von  dem  wir  ausgingen,  trägt  die  Kennziffer  2; 

davon    aufsteigend   erhielten   wir  Glieder   mit   den  Kennziffern  3  bis   14, 

herabsteigend  solche  mit  den  Kennziffern  1^)   1^   u.  s.  w.  bis   Iz-r- 

^  ö  11 

Um  nun  die  vollständige  Beihe  aller  Brüche  mit  zweibtelligem 
Nenner  zwischen  =-  und  3-  zu  erhalten,  sind  ausser  den  eben  erwähnten 
Kennziffern  noch  diejenigen  aufzusuchen,  welche  ebenfiüls  auf  Zwischen- 
werthe  mit  den  Nennern  <100  führen.     So  giebt  uns  die  Kennziffer  6-^ 

■IQ  7  fi 

den  Bruch  q^»  den  wir  zwischen  ^  und  j^  (Kennziffern  7  und  6)   ein- 
zuordnen   haben.      Demnächst  führt   die   Kennziffer  5^  auf  =^>  zwischen 

6,5  ^79 

Doch   sehen    wir   jetzt    von  den  übrigen  Einschaltungen  ab,   da  alle 

7 
diese  Werthe  <  ^  sind.     Für  die  Archimedische  Bechnung  allein  würden 

1  10 

wir  ja  nur  die  Glieder  zwischen  ^  und  „zr  brauchen;  da  aber  ein  historischer 
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Excors  uns  später  noch  auf  andere  Annäherungen  für  it  führen  wird,   so 

1  7 

stellen  wir  hier  in  einer  Ueberbicht  die  zwischen  ^    und    ^    liegenden 

Brüche  mit  zweistelligem  Nenner  zusammen  und  schalten  je  an  Ort  und 
Stelle  sowohl  die  von  Archimedes  ausgerechneten  Grenzweithe  als 
auch  mehrere  von  späteren  Mathematikern  berechnete  Annäherungen  für  n 

ein.     Am  Schluss    fügen    wir    noch    das   Endglied    der    ganzen  Reihe,  ^) 

1 
hinzu,  weil  auch  die  Näherung  3-g    in   der  Zeit  nach  Archimedes  mehr- 
mals aufgestellt  worden  ist. 

Allen  diesen  Werthen,    die  wir  kurz  als   unvollkommene   Näher- 
ungen  bezeichnen   können,    stehen   rationale  Kennziffern   zur  Seite  (denn 

auch  die  Kennziffer  zu  y    ist,  obschon  unendlich  gross,  als  eine  rationale 

Zahl  zu  betrachten).  Die  vollkommene  Näherung  für  die  transcendente 
Zahl  7C  ist  bekanntlich  nach  den  neuesten  Methoden  nicht  blos  für  jeden 
denkbaren  Bedarf  des  BechnenS;  sondern  noch  weiter  über  alle  menschliche 
FaBSungskiaft  hinaus  bestimmt  worden.*  Für  die  nun  folgenden  Ueber- 
sichten  genügt  es,  8  Decimalstellen  von  n  aufeuführen.**  Um  den  Ver- 
gleich mit  den  rationalen  Näherungen  zu  erleichtern^  sei  noch  bemerkt, 
dass  zu  n  nach  Analogie  die  angenäherte  Kennziffer  15,9966  gebildet 
werden   kann.      Auch    die    achtstelligen    Annäherangen    für    die  Werthe 

TJ  U^ 

j-  und  —  (wobei  D  den  Diameter,  U  bez.  IP  den  Umfang  des  um-  und 

des  eingeschriebenen  96 -Ecks  bezeichnen)  mögen  sammt  ihren  angenäherten 
Kennziffern***  zunächst  hier  Platz  finden: 


*  Vergl.  F.  Radio:  Archimedes,  Hajgens,  Lambert,   Legendr e,   vier  Ab- 
handlangen  über  die  Kieismessung  n. s.  w.  S. 41  flg.,  besonders  S. 46. 

**  Für  die  Bezeichnung  angenäherter  Werthe  durch  DecimalbrÜche  stehen 
bekanntlich  zwei  Methoden  zu  Qebote,  entweder  die  Hinzufüguug  von  Punkten 
hinter  der  letzten  Stelle,  oder  die  Erhöhung  der  letzten  Stelle  um  1  und  Ueber- 
streichuDg  dieser  erhöhten  Zahl,  wenn  die  nächste  Stelle  »6  oder  >6  sein 
wfirde,  während  die  letzte  Zahl  ohne  Strich  bedeutet,  dass  die  nächste  Stelle  <6 
sein  würde.  Ich  habe  in  den  folgenden  Üebersichten  die  zweite  Bezeichnungs- 
weise  vorgezogen,  nicht  blos,  weil  sie  im  Allgemeinen  üblicher  ist,  sondern 
aach,  weil  sie  den  Vortheil  gewährt,  dass  man  je  eine  Stelle  weniger  zu  setzen 
braacht,  um  annähernd  denselben  Grad  Ton  Genauigkeit  zu  erreichen,  wie  wenn 
man  je  eine  Stelle  mebr  niederschreibt  und  dann  Punkte  beifügt.  Auch  hier 
habe  ich  die  freundliche  Mitwirkung  von  Bietzsch,  der  unaufgefordert  alle 
Annäherungen  nachgerechnet  und  jede  letzte  Stelle  flxirt  hat,  mit  Dank  zu 
erwfthnen. 

***  Bei  echnet  nach  den  zehnstelligen  Annäherungen  8,142714600  beziehentlich 
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Angenäherte 
Kennziffer. 

Ann&herang,  auf  8  Stellen  aaegerechnet. 

143,029 

-^  -  3,1427146 

16,9966 

n  —  3,1415926 

11,0385 

--  -  3,1410319 

Hieraus  ist  sofort  ersiclitlich^  dass  in  der  folgenden  Tabelle  der  von 
Metias  aufgestellte  Mittel werth  (vergl.  unten  lY)  der  Zahl  n  am  aller- 
nächsten  liegt.  Femer  ist  leicht  zu  ersehen,  dass  die  oberen,  Ton  ver- 
schiedenen Mathematikern  gesetzten  Grenzwerthe  sämmtlich,  wie  es  sein 

soll,  grösser  sind  als  — »  dass  aber  unter  den  unteren  Grenzwerthen, 


D 


U' 


die  sämmtlich  kleiner  als  —  sein  sollen,  derjenige  von  Leonardo  irrthüm- 


U' 


D 


lieh  grösser  als  ~-  ausgefallen  ist. 


Kenn- 
ziffer. 

AnxOherung  für  «r. 

Nachweis  der  Mathematiker,  welche  die  Ann&herang 
gefunden  haben,  und  andere  Bemerkungen. 

00 

3f  -  3,142857 

Obere  von  Archimedes  gesetzte  Aimäherong. 

667J- 

3|"f- 3,142827 

Oberer  von  Archimedes   ausgerechneter   Qrenz- 
werth. 

163| 

^Ml  -  3,142732 

Oberer    von    Leonardo    von    Pisa    berechneter 
Grenzwerth. 

39/f 

^mi  -  3,142337 

Berechnet  nach  einer  Construction  des  Nicolaus 
Cusanus. 

20 

3i«-- 3,141844 

Annäherung^  die  ans  den  Archimedischen  Grenz- 
werthen  abgeleitet  werden  kann. 

19J- 

3j»^-  -  3,141818 

Annäherung  des  Leonardo  von  Pisa. 

17 

3//^  =■  3,141667 

Annäherung  des  Ptolemaios. 
Obere  von  Metias  gesetzte  Grenze. 

16^ 

3S  -  3,1416 

(gonau) 

Annäherung  d.  Aryabhatta  nach  einem  griechischen 
Autor,  der  umda8  3.b.4.  Jahrh.n.Ohr.gelebthat. 

16 

3^3  «3,141593 

Annäherung  des  Melius. 

15 

3/^,  -  3,141509 

untere  von  Metius  gesetzte  Grenze. 

14 

3JJ- 3,141414 

Nächster  Werth  mit  zweistelligem  Nenner,  der 
kleiner  als  3|-  ist  (siehe  oben  S.  122  Anm.**)« 
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Eenn- 
affer. 

Annahemng  für  n. 

Nachweis  der  Mathematiker,  welche  die  Annäherung 
gefunden  haben,  und  andere  Bemerkungen. 

13 

3||  =•  3,141304 

— 

12 

3^-3,141176 

— 

11  5 

3^1  -  3,141057 

unterer    von   Leonardo    von    Pisa    berechneter 
Grenzwerth. 

11 

3il  -  3,141026 

Annäherung  des  Orontius  Finaeus. 

10^0 

3  «11-3,140910 

Unterer  von  Arohimedes   ausgerechneter  Grenz- 
werth. 

10 

3f«- 3,140845 

Untere  von  Archimedes  gesetzte  Annäherung. 

9 

3^  =.  3,140625 

(gon»a) 

— 

8 

3^7-3,140351 

— 

7 

3  ^  —  3,14  (gen.) 

Annäherung  des  Liu-hwny. 

1 

3f- 3,125 

(genau) 

Annäherung  für  die  Praxis  nach  Vitruvius,  Bou- 
velles,   Dürer  u.  A.  (siehe  oben  S.  125  Ajim .♦). 

Wir   kehren    nun    zu   Archimedes    zurück.     Als    unteren   Grenzwerth 

1137 


1137 
hatte  er  berechnet  3  7:^7^  «  3  + 


8069 

1137 
trägt  also  die  Kennziffer  -jr?r 


7  .  1137  +  110 


Der  auslaufende  Bruch 


10  Tj^  und  liegt  mithin  zwischen  ^^  und  — 

1137 
(Kennziffern  11  und  10).    Da  nun  ein  kleinerer  Bruch  als  kk^  erforderlich 

- ^  oüby 

ist,  so  ergiebt  sich  ^f    ^^s    der    nächste    untere    Grenzwerth,    wenn    der 
Nenner  des  Bruches  <  100  bleiben  soll. 


n. 

Wie  Eutokios  in  seinem  Commentare  (S.  300,  15  bis  302,  13  Heib.) 
mittheilt,  ist  die  Kreismessung  des  Archimedes  zunächst  von  dessen 
jüngerem  Zeitgenossen  Apollonios  von  Perge,  später  von  Philon  von 
Gadara  und  von  dessen  Schüler  Sporos  von  Nikaia  in  der  Schrift 
^ Agustotehna  xriQÜc*   kritisirt   worden.     Unter    diesen    hat   nur   Sporos   es 

*  Bei  Eutokios  ist  (S.  300/23)  Tlogog  überliefert;  aber  im  Commentar  zum 
2.  Buche  über  Kugel  und  Cylinder  (S  »0,  4  Heib.)  wird  anogos  durch  die  beste 
Handschrift  bezeugt.  Daher  hat  schon  Fabricius  Biblioth.  Gr.  IV  S.  203  Harles. 
stillschweigend  die  Namensform  Sporns  nicht  blos  für  Eutokios  S.  90,  4,  son- 
dern auch  für  S.  300,  23  in  Anspruch  genommen  und  zugleich  festgestellt, 
dasB  die  S.  300,  26  erwähnte  Schrift  des  Sporos  xTj^^a  mit  ihrem  vollen  Titel       j 
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gewagt,  einen  Tadel  gegen  Archimedes  zn  erheben;  dieser  habe  nftmlieh 
die  Gerade,  welche  dem  umfange  des  Ejreises  gleich  sein  soll,  nicht  genau 
ermittelt.  Mit  Becht  nimmt  £atokios  seinen  Aator  gegen  diesen  Vorwurf 
in  Schutz,  indem  er,  ganz  im  Sinne  des  Archimedes,  betont,  dass  eine 
solche  Gerade  nach  ihrem  Yerhaltniss  zum  Durchmesser  nimmermehr  durch 
Zahlen  bestimmt,  sondern  nur  zwischen  zwei,  durch  Zahlen  ausgedrückte 
Grenzen  eingeschlossen  werden  könne.  Die  neuesten  Untersuchungen  über 
diese  Frage  haben  ihm  Recht  gegeben  und  zugleich,  was  zur  Widerlegung 
des  Sporos  hier  kurz  bemerkt  sei,  erwiesen ,  dass  eine  construcÜTe  Lösung 
des  Problems  der  Quadratur  des  Zirkels  überhaupt  unmöglich  ist.* 

Dagegen  haben  Apollonios  und  Philon,  soweit  wir  aus  dem  Berichte 
des  Eutokios  ersehen  können ,  sich  darauf  beschr&nkt,  zu  zeigen^  dass  man 
noch  genauere  Umgrenzungen  für  das  Yerhältniss  des  Ereisomfanges  zum 
Durchmesser  finden  könne,  als  von  Archimedes  gesetzt  waren.  Nun  hat 
der  Letztere  seine  ganze  Darstellung  von  vornherein  darauf  gerichtet^ 
gewisse  leicht  aussprechbare  Grenzen  festzustellen,  mithin  die  Möglichkeit, 
noch  genauere,  wenn  auch  weniger  leicht  aussprechbare  Grenzen  zu  finden, 
niemals  geleugnet.   Ja,  er  selbst  hat  ja  genauere  Werlhe,  und  zwar  Brücbe 

mit  den  Nennern  4673^  und  2017  j9  das  ist  (nach  Einrichtung  der  Brüche) 

.  1  10 

9347  und  8069,  ausgerechnet,  ehe  er  mit  seinen  Ann&herungen  3=-  imd  S^y 

abschloss.  Wenn  also  Apollonios  und  Philon  noch  genauere  Grenzwerthe 
gesetzt  haben,  so  haben  sie  die  Ereismessung  des  Archimedes  nur  nach 
der  rechnerischen  Seite  hin  ergänzt,  nicht  im  Mindesten  aber  die  Fanda- 
mente seiner  Beweise  erschüttert  und  ebenso  wenig  seine  Ann&heiungen 
als  ungeeignet  nachgewiesen. 

Mit  geringen  formalen  Abweichungen  berichtet  Eutokios  inhaltlich 
ganz  dasselbe  von  Apollonios  wie  von  Philon: 


U(fiazoteU%cc  xrjqüic  (S.264, 19)  gelautet  hat.  Den  Ausdruck  xtjqüx,  Honigwaben, 
deutet  Tannery  in  Simplicii  in  Arist.  phys.  libros  quattuor  priores  comment.  ed. 
H.  Diels,  praefat  p.  XX VII,  unter  Berufung  auf  GelL  N.  A.  prae&i  6  als  deeta, 
Birt,  Das  antike  «Buchwesen  S.  94,  als  ein  gelehrtes  Werk  voll  Süssigkeit  und  mit 
Bicncnfleiss  zusammengetragen.  Als  Epoche  des  Sporos  setzt  Tannery  das 
Ende  des  3.  Jahrb.  n.  Chr.  an :  s.  dens.  Sur  les  fragments  d'Eud^me  de  Bhodes 
in  den  Annales  de  la  facultä  des  lettres  de  Bordeaux,  tome  IV  (1882)  p.  75  flg. 
Erwähnt  wird  Sporos  auch  in  den  Scholien  zu  Aratos  und  in  den  Doxographi 
p.  231  Diels:  s.  Tannery,  Sporos  de  Nic^e  a.  a.  0.  p.  267  flg.,  und  Diels  in 
seiner  Ausgabe  des  Simplicius  in  Arist.  phys.  etc.  praefat.  p.  XXVII.  Vergl.  auch 
Tannery,  Le  fragment  d'Eud^me  sur  la  quadrature  des  lunules  in  den  M^m.  de 
la  soci^tä  des  sciences  de  Bordeaux,  2«  s^rie,  V  (1883)  S.  216. 
•  Vergl.  Eudio  a.  a.  0.  S.  6  bis  68. 
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zigovg  agid-fioig  aycc- 
ystv  rwv  wi  AQ%i(ir8ovg 
elgrinivcov,  rov  ts  J"  (prjfd 
Kai  Tcov  t    oa\ 


vmI  ^AnolXfoviog  oIIsQyatög  iv  reo  coxvrox/a> 
oTtidit^ev  aino  (das  Problem  der  Kreismessung) 
8i  aQi^iiäv  itigmv  ItcI  xo  övvsyyvg  (laHov 
ayaydv.    xovxo    dl    anQtßiötegov    fuv   elvat 

Dann  giebt  der  Commentator  sein  Urtbeil  dabin  ab:  aTtawsg  yag  iq>B^fjg 
(alle  der  Beibe  nacb^  also  ancb  die  beiden  eben  Genannten)  q>aivovxai  xov 
öxanov  avxov  riyvorjxoxsg,  aixgtivxai  äs  luxl  xotg  xav  (ivgiadmv  Tcollaitka- 
öiaCfiotg  Kai  fiegiöiioig^  olg  ovx  svkoXov  nagaxoXovd'Stv  xov  fif  dtcc  rcov 
Mayvov  loyiöxtxmv  riyfiivov. 

Vier  Autoren  nennt  Entokios  in  dem  bisher  besprochenen  Abschnitte^ 
nnd  von  diesen  ist  ihm  offenbar  der  letzte,  und  gewiss  auch  der  jüngste 
von  allen*,  yerhältnissm&ssig  am  besten  bekannt.  Magnus  lehrte  also 
in  seiner  Logistik;'  wie  man  die  Mnltiplication  und  die  Division  grosser 
Zahlen  bewältigen  könne  durch  die  Vervielfältigung  und  die  Theilung 
der  Myriaden,  oder,  mit  anderen  Worten,  er  führte  alle  Ausrechnungen 
auf  den  Bereich  der  Zahlen  von  1  bis  9999  zurück  und  bestimmte  durch 
besondere  Ausdrücke,  welche  Stufen  in  der  ganzen  Zahlenreihe,  sowohl  der 
Ganzen  als  der  entsprechend  zu  benennenden  Theile,  jeder  Myriade  zukommen. 

Wie  wir  uns  des  Magnus  Darstellung  der  noXlanXaaiadnol  xmv  (ivgiadwv 
zu  denken  haben,  das  lernen  wir  aus  dem  zweiten,  leider  zu  Anfang  ver- 
stümmelten  Bache  der  Sammlung  des  Pappos.  Hier  wird  ein  ausführlicher 
Bericht  über  ein  verloren  gegangenes,  auch  dem  Titel  nach  unbekanntes 
Werk    des  Apollonios   gegeben**     Trotz   der  lückenhaften  üeberlieferung 

*  Von  dem  Mathematiker  Magnus  ist  ausser  der  obigen  Angabe  des 
Eatokios  Nichts  bekannt.  Dass  er  jünger  als  Sporos  war,  daif  nach  dem 
Zasammenhange  der  Worte  des  Eutokios  als  wahrscheinlich  gelten.  Demnach 
würde  die  Epoche  des  Magnus  in  das  4.  bis  6.  Jahrhundert  zu  setzen  sein.  Eine 
genauere  Datirung  würde  sich  ergeben,  wenn  der  Verfasser  der  Logistik  identisch 
w3xe  mit  dem  Chronographen  Magnus  von  Earrhai,  der  nach  Malalas 
S.  329,  2  Bonn,  mit  dem  Kaiser  Julianus  (361  bis  363)  in  Verkehr  gestanden  hat. 
Dieser  Magnus  wird  (laut  freundlicher  Mittheilung  von  Büttner-Wobst)  ausser 
a  a.  0.  auch  S.  332  Bonn,  von  Malalas  als  Quelle  angeführt.  Nach  der  Annahme 
ICendelssohn's  in  seiner  Ausgabe  des  Zosimos  S.  XXXIX  flg.  soll  Magnus  auch 
von  Zosimos  III,  12  bis  34  benutzt  worden  sein.  Doch  hat  Büttner-Wobst: 
Der  Tod  des  Kaisers  Julian,  in  Philol.  LI  S.  674  Anm.  34,  einen  nicht  unwesent- 
lichen Einwand  gegen  diese  Hypothese  erhoben.  Ein  um  vier  Jahrhunderte  jüngerer 
Chronograph  Magnus,  der  zuerst  von  Fabricius  Bibl.  Gr.  VII  S.  444  Harles 
ans  dem  {liyag  xgovoyga(pog  herausgedeutet  worden  ist,  welcher  am  Rande  der 
Handschrift  des  Chronicon  paschale  verschiedene  bis  in  das  8.  Jahrhundert 
reichende  Notizen  eingetragen  hat,  kann  hier,  wo  es  sich  um  den  von  Eutokios 
citirten  Mathematiker  Magnus  handelt,  nicht  in  Betracht  kommen. 

**  Pappi  coUectio  11  Propos.  14  bis  26  (S.  2  bis  24),  Hultsch  ssu  Pappos 

Bd«  III  S.  1212  flg.  und  Index  unter  o(imvv(iogy  Nesselmann:  Algebra  der  Griechen       T 
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bei  Pappos  ist  es  gelungen,  die  Mnltiplicationsmethode,  welche  Apollonios 
in  der  verloren  gegangenen  Schrift  zar  Darstellung  grösster  Zahlen  ein- 
geschlagen hat,  klar  zu  stellen^  nnd  es  hat  sich  dabei  zugleich  gezeigi^ 
dass  die  Schrift  durch  die  Sandrechnung  des  Archimedes  angeregt  worden 
war.  Man  braucht  nicht  etwa  anzunehmen,  Apollonios  habe  darin  gegen 
den  letzteren  polemisirt;  aber  sicher  hat  er  zeigen  wollen,  dass  man  die 
Zahlenreihe  bis  zu  nnfassbar  hohen  Beträgen  fortsetzen  könne,  ohne  zn 
dem  künstlichen  Bahmen  der  Archimedischen  Oktaden  seine  ZufiacHt  zn 
nehmen.  Die  Griechen  beginnen  ^  wenn  sie  von  1  bis  9999  Einheiten 
gezählt  haben,  wieder  mit  1,  nämlich  der  Einheit  der  Myriaden.'^  Waren 
nun  auch  die  fivQtdöeg^  gerade  so  wie  vorher  die  fwvadsgj  ausgezählt,  so 
liess  Apollonios  wieder  von  1  anfangen,  nämlich  in  dem  Bahmen  der 
dinkat  fiVQidöeg^  wo  1  die  Geltung  von  10000^^  und  die  folgenden  Zahlen 
entsprechende  Geltung  (2  .  10000*  bis  9999  .  10000^  hatten.  Dann  kam 
die  Einheit  der  xQiithxi  fkVQLtiÖEg  (l==  10  000*),  dann  die  der  xiXQanXiti  nnd 
so  fort.  Wie  Apollonios  nach  dieser  Methode  die  Multiplication  bis  zu 
einer  überaus  grossen  Zahl  durchgeführt  hat,  ist  aus  den  Sätzen  des  Pappos 
dentlich  zu  erkennen.  Es  war  kein  decimales.  Rechnen  in  unserem  Sinne,  denn 
es  fehlten  unsere  Ziffern  mit  der  Null,  mithin  auch  die  dekadische  Stellen- 
bezeichnung; aber  es  war  dem  wirklichen  decimalen  Rechnen  so  weit  angenftherl^ 
als  es  nur  immer  mit  griechischen  Zablwörtem  und  Zahlzeichen  möglich  ist. 
Hiernach  können  wir  das  Hauptsächliche  betreffs  der  Multiplication, 
wie  sie  in  der  Logistik  des  Magnus  gelehrt  wurde,  wieder  herstellen. 
Magnus  liess  keinen  Betrag  von  (lovdöeg  über  9999  zu.  Waren  so  viele 
fiovdöeg  erreicht,  so  begann  die  Zählung  wieder  mit  1  im  Rahmen  der 
livQtddsg^  hiernach  weiter  im  Rahmen  der  ömXat^  TQiTtXat  (ivQuiöeg  und  so 
fort.     Das  waren  also  bei  ihm  die  (ivQiddtov  7toXla7tXa0iaö(ioL 


S.  125  flg.,   Gantor  Vorlesungen  I'  330  flg.,  426  flg.,   Hultsch  in  Zeitschr.  for 

Mathem.  u.  Phys.,  hist-liter.  Abtheil.,  XXVII  S.  58  flg.,  ders.  in  Berliner  PhiloL 

Wochenachr.  1885  S.  569  flg.  und  in  Wisse wa's  Real-Encyclopädie  unter  Apol- 

lonius  von  Ferge  vergl.  mit  Arithmetica  §10,  Tannery:  L^arithm^tiqne  des 

GrecB  dans  Pappus  in  Mem.  de  la  soc.  des  sciences  de  Bordeaux,  2.  s^r.,  III S.  351  flg. 

*  Nach  der  Analogie  von  diax^toi^  zQiax^*'^^  u.  s.w.  bildet  der  gewöhsliche 

Sprachgebrauch  zwar  auch  SLOfivQioiy  zQiCfivQioi  u.  s.  w.;   allein  überall,  wo  es 

sich   um   eigentliche    Ausrechnungen   handelt,    bei    denen    man   die   Zahl  von 

9999  Einheiten  übersteigt,   wird  gleichmässig  im  Bahmen  der  Myriaden,  wie  in 

dem    der   Einheiten,    von   1    aus    weiter   gezählt    und    gerechnet.     Archimedes 

(Aren.  S.  288,  24,  290,  6,8  Heib.)  hat  zwar  gelegentlich  (ivi^ucnig  iivf^ioi,  du  ist 

die  höchstmögliche  Bezeichnung  mit  einem  Zahladverb,  gebildet,  jedoch  nur,  um 

so  yiele  Myriaden  in  allgemein  verständlicher  Weise  zahlen  zu  können.    Dann 

ordnet  er  diese  Zahl  sofort  in  das  System  seiner  Oktaden  ein,   welches  lediglieh 

zu  dem  Zwecke  von  ihm  aufgebaut  ist,   um  keine  grössere  ZahlbezeichnoDg  als 

höchstens  9999  iivQidSsg  +  9999  fuovddsg  zuzulassen. 
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Wie  stand  es  aber  mit  den  Diyisionsregeln?  Zunächst  ist  klar,  dass 
eine  noch  so  grosse  Zahl,  als  Dividendus  gesetzt,  rttcklänfig  nach  denselben 
Principien  sich  theilen  liess,  -wie  sie  vorher  zum  Product  angeschwollen 
war.  In  der  vorerwähnten  Schrift  des  Apollonios  war  die  letzte  Multipli- 
cation  (nach  Pappos  Bd.  I  S.  24) : 

(19M*+  6036M«+  8480M»)10M^ 
wobei  statt  10  000  die  griechische  Abkürzung  M  —  (ivQiddsg  gesetzt  worden 
ist.     Das  Resultat  ist: 

196M"+  368M"+  4800Mi^ 

Setzen  wir  nun  letzteres  Product  als  Dividendus  und  10  M^  als  Divisor, 
so  lässt  sich  leicht  zeigen,  auf  welche  Weise  rückläufig  der  Quotient 
19M*+ 6036  M5+ 8480  M*  herauskommt.  Schwieriger  schon  würde  die 
Darstellung  werden,  wenn  im  Divisor  zu  den  10 M^  noch  eine  Anzahl 
von  M®  hinzuträte,  und  immerfort  schwieriger,  je  mehr  Glieder,  herab- 
steigend von  der  höchsten  Potenz  von  M  bis  zu  den  einfachen  Myriaden 
and  zuletzt  bis  zu  den  (lovadegy  im  Divisor  sich  vorfinden  würden. 

Das  sind  die  (ivQuidayv  (leQiafioC^  soweit  sie  unmittelbar  aus  den 
Multiplicationen  bei  Apollonios  sich  entwickeln  lassen.  Was  geschah  aber, 
wenn  die  Division  nicht  aufging  oder  von  vornherein  der  Dividendus  kleiner 
als  der  Divisor  war?  Auch  darüber  giebt  Eutokios  einen  Wink.  Um  den 
Näherungsrechnungen  des  Apollonios  und  Philon,  so  sagt  er,  folgen  zu 
können,  müsse  man  nach  der  Logistik  des  Magnus  geschalt  sein.  Das 
sei  aber  schwierig,  und  deshalb  empfehle  sich  weit  mehr  die  Annäherungs- 
metbode  durch  die  Sexagesimalrechnung,  wie  sie  aus  der  Syntaris  des 
Ptolemaios  bekannt  sei.  Hieraus  geht  doch  deutlich  hervor  (was  übrigens 
schon  von  vornherein  als  wahrscheinlich  gelten  musste),  dass  Magnus  mit 
seinen  (ivQtaSmv  (isgiCfiol  nicht  bei  den  Ganzen  stehen  geblieben,  sondern 
auch  zur  Bruchrechnung  fortgeschritten  ist.  Und  zwar  kann  das,  wenn 
wir  den  Spuren  im  Berichte  des  Eutokios  folgen,  nicht  anders  geschehen 
sein,  als  durch  fortgesetzte  Umrahmung  nach  Myriaden,  ganz  analog  der 
Umrahmimg  durch  die  Zahl  60  und  ibre  Potenzen  bei  der  Sexagesimal- 
rechnung. Er  bildete  also  der  Reihe  nach  Brücbe  mit  den  Nennern 
10000,  10000*  und  weiter,  wenn  man  diese  Vermuthung  wagen  will 
(denn  schon  bis  zu  dem  Nenner  10000*  herabzusteigen  war  für  den 
Griechen  eine  rechnerische  Herculesarbeit,  und  auch  heutigen  Tages  pflegt 
man  ja  nur  ausnahmsweise  bis  zur  8.  Stelle  hinter  dem  Komma  zu  reche eu). 

um  nun  die  Zahlengruppen,  auf  welche  Magnus  durch  fortgesetzte 
Theilung  kam,  zu  benennen,  war  gewiss  die  Analogie  der  Sexagesimal- 
rechnung massgebend.  Wie  vorher  die  Myriaden  nach  Potenzen  gruppirt 
waren,  um  die  Theilung  bis  zu  den  Monaden  zu  ermöglichen,  so  folgten 
jinn  im  Quotienten  die  Zehutausendstel,  das  ist  (ivQioCta  (nämlich  itQma)^      ^ 
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dann,  wenn  nöthig,  die  (ivQioavic  devtsga^  d.  i.  Brüche  mit  dem  Nenner 
lOOOO^y  und  es  konnte  auch  weiter  gezeigt  werden,  dass^  wenn  man  dieses 
System,  unabhängig  vom  praktischen  Bechnen,  fortsetzen  will,  anch  noch 
[ivQio&tcc  xQlxa  und  so  fort  sich  ansetzen  lassen. 

Die  Hauptsache  blieb  ^  ganz  so  wie  bei  der  Rechnung  nach  Potenzen 
von  Myriaden,  die  Feststellung  des  Bahmens,  ehe  man  zur  Einzelausredmimg 
schritt.  Aus  dem  Divisionsexempel,  welches  vor  kurzem  in  Anschlass  an 
ApoUonios  aufgestellt  wurde ^  sei  jetzt,  um  die  Yergleichung  recht  deutlieh 
zu  machen,  die  Aufgabe  (196M"+ 368M")  :  lOM«  herausgeschnitten. 
Das  oberste  Glied  des  Quotienten  fällt  offenbar  in  den  Bahmen  der 
fivQiaösg  ^^""^  «  M^  Nan  dividirt  man  196  Ganze  durch  10  Ganze,  und 
erhält  als  Quotienten  19,  nämlich  M^  Es  sind  aber  6M^^  als  Best  ge- 
blieben. Diese  werden  zu  60  000  M^*  verwandelt  und  die  obigen  368  M" 
des  Dividendus  hinzugezählt.  Es  waren  also  60368  M^*  durch  10  M^  za 
dividiren.  Wiederum  war  zuerst  der  Bahmen  för  das  nun  folgende  Glied 
des  Quotienten^  nämlich  M^,  festzustellen  und  dann  weiter  zu  verfahren 
wie  vorher.  Genau  in  dieser  Weise  konnte  die  Bruchrechnung  ausgeführt 
werden.  Behalten  wir  dieselben  Ziffern,  wie  vorher,  bei  und  stellen 
zunächst  als  Aufgabe  die  Division  196 :  10  (nämlich  (wvdÖBg),  Als  oberstes 
Glied  des  Quotienten  ergeben  sich  sofort  19  (lovadeg.  Der  Best  6  wird 
in  Zehntausendstel  verwandelt  und  durch  weitere  Division  erhält  man  (in 
diesem  Falle  ohne  Best)  ,g  nvQioara^  die  sich  zu  ^  dinara  «  0,6  kürzen  lassen. 

196  +  -äT- )  :  10 

mit  griechischen  Zahlenbezeichnungen  zu  lösen  sein  würde,  und,  wenn  wir 
weiter  gehen  wollen,  so  brauchen  wir  nur  statt  10  etwa  11  als  Divisor  m 
wählen,  um  ausser  den  (ivQioara  ngma  auch  (ivQio6rcc  devtsga^  xqlxa  u.  &.  w. 
zu  erhalten. 

Wir  haben  soeben,  im  Anschluss  an  ApoUonios,  möglichst  einfache 
Beispiele  gewält;  allein  auch  für  alle  anderen  Fälle,  mögen  Dividendos 
und  Divisor  auch  noch  so  complicirt  sein,  gelten  dieselben  Gesetze.  Für 
die  Sezagesimaltheilung  haben  Theon  zu  Ptolemaios  und  ein  Anonymes, 
der  besonders  über  die  Sexagesimalrechnung  gehandelt  hat,  die  Haupt* 
regeln  uns  überliefert*;  wenn  wir  nun  diese  Texte  zu  Grunde  legen  und 
statt  i^Ti^oaxa  allenthalben  ^vQioaxi  einsetzen,  so  werden  wir  eine  möglichst 
angenäherte  Vorstellung  von  den  Begeln  erhalten,  welche  Magnus  in  seiner 
Logistik  über  die  fivQtccömv  (ibqi(S(ioC  aufgestellt  hat. 

Dass  die  Ausrechnungen  in  fivQioöxd  ungleich  schwieriger  waren,   als 
die   in   i^riKoaxcc^    fällt   sofort   in   die  Augen.     Denn  bei  der  Sexagesimal* 

*  Theon  zum  I.  Buche  der  Sjntaxis  des  Ptolem.  S.  110  bis  113,  118%. 

Halma,  OpaBculum  de  multipl.  et  divis.  sexageBim.   Diophanto  yel  Pappo  attri- 

buendum  S.  6  flg.  Henry. 
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rechnnng  kann  innerhalb  einer  jeden  Abtheilnng  keine  grössere  Zahl  als  59 
vorkommen,  während  bei  der  Mjriadenrecbnnng  die  Zahlen  bis  9999 
anschwellen.  Bis  59  sind  sowohl  die  Primzahlen^  als  die  theilbaren  Zahlen 
mit  ihren  verschiedenen  Theilem  leicht  kenntlich,  sodass  ein  geübter 
Bechner  das  Meiste  durch  Kopfrechnen  erledigen  kann;  wenn  es  sich 
äsLgeg&a  nm  BetrSge  bis  9999  handelt,  so  geht  es  nicht  ohne  umständ- 
liche, und  zwar  schriftlich  zu  fixirende  Zwischenrechnungen  ab. 

Man  darf  es  daher  dem  Eutokios  nicht  verdenken,  wenn  er  allein 
die  sexagesimale  Theilnng  ftlr  praktisch  brauchbar  erklärt  und  es  ablehnt, 
auf  die  schwer  verständlichen  (ivQucdmv  iasqks^ioI^  wie  sie  Magnus  nach 
dem  Vorgänge  des  ApoUonios  und  Philon  dargestellt  hatte,  näher  einzugehen. 


(Schluss  folgt.; 


Ulat. . Ut  Abth.  d.  Zeitschr.  f.  Math.  n.  Thj^  39.  Jahrg.  18M.  4.  Hefk.  Di|i|ized  by 
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Saggio  d*iiitrodu2ioiie  alla  teoria  delle  quantiU  oomplesse  geometrioamente 
rappressentate  per  B.  Carrara.    Cremona  1893. 

Der  Zweck  des  Werkes  ist,  wie  der  Verfasser  in  seiner  Vorrede  sagt, 
das  Studium  der  geometrisch  dargestellten  complexen  Grössen  in  Italien 
zu  fördern.  Diese  Vorrede  ist  besonders  ans  dem  Omnde  interessant,  weil 
sie  eine  übersichtliche  Darstellung  der  Geschichte  des  in  Bede  stehenden 
Gebietes  giebt.  —  Was  den  Inhalt  des  Werkes  selbst  anbetrifft,  so  giebt 
der  Verfasser  in  dem  ersten  Theile  die  Definition  der  complexen  Grossen, 
sowie  die  Ausfährung  der  verschiedenen  Rechnungsarten  mit  denselben. 
Im  zweiten  Theile  bringt  er  zunftcbst  einige  Sätze  über  Beihen;  sodann 
wendet  er  sich  zur  Functionen theorie,  in  welcher  nur  die  eindeutigen 
Functionen  betrachtet  werden  und  entwickelt  die  Fundamentaleigenschaften 
einer  Function  einer  complexen  Variabein,  die  Sätze  über  Wurzeln  einer 
Gleichung  n*^  Grades  und  den  Gauch  j 'sehen  Satz  über  bestimmte  Integrale. 
Man  ersieht  hieraus,  dass  besonders  der  auf  die  Functionentheorie  bezüg- 
liche Theil  des  Werkes  sehr  knapp  gehalten  ist  und  dass  es  sich  wohl 
empfehlen  würde,  denselben  bei  späteren  Auflagen  etwas  ausführlicher  zu 
gestalten.  Bei  der  Ableitung  der  Sätze  des  ersten  Theiles  wird  im  All- 
gemeinen die  geometrische  Methode  bevorzugt.  Die  Beweisführung  ist  fast 
immer  klar  und  verständlich,  nur  die  Darstellung  der  Kreisbogen  als 
Logarithmen  (S.  56)  lässt  die  nothwendige  Deutlichkeit  vermissen.  Dagegen 
sind  die  Auseinandersetzungen  im  Anfange  des  ersten  und  im  zweiten  Capitel 
des  zweiten  Theiles  etwas  zu  sehr  ausgedehnt.  Jedenfalls  ist  das  Werk 
sehr  wohl  zur  Einführung  in  das  Studium  der  complexen  Grössen  geeignet 
Es  würde  aber  diesen  Zweck  in  noch  höherem  Grade  erfüllen^  wenn  der  Ver- 
fasser die  angedeuteten  Aenderungen  vornehmen  würde.    .  j^j^x  Meter. 


Lehrbuch  der  Geometrie  für  höhere  Lehranstalten  von  Dr.  H.  Bumpen  and 
Dr.  Aug.  Blind.     Druck  und  Verlag  von  Albert  Ahn.     Köln  und 
Leipzig  1893. 
I.  Theil:    Planimetrie    (zweite,   nach    den   ^^Lehrplänen    der    höheren 
Schulen''  verbesserte  Auflage). 

Das  vorliegende  Werk  zeichnet  sich  im  Aligemeinen  durch  eine  klare 
Ausdrucksweise  und  übersichtliche  Darstellung  aus,  so  dass  es  wohl  der 
Absicht  der  Verfasser,  ein  gutes  Schullehrbuch  zu  sein,  entspricht.    Allei^ 
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dings  ist  der  Inlialt  nicht  zn  reichlich  bemessen,  und  man  vermisst  manche 
lieb  gewordenen  Lehrsätze.  Einige  Beweise  hätten  wohl  vereinfacht  werden 
können,  wie  z.  B.  der  des  yierten  Congrnenzsatzes,  während  in  anderen 
Fällen,  wie  z.  B.  in  Aufgabe  Nr.  302  ;;Ein  gegebenes  Dreieck  ABC  von 
einem  Punkte  E  auf  AB  aus  in  sieben  gleiche  Theile  zu  theilen'^  eine 
etwas  ausführlichere  Anleitung  erwtinscht  gewesen  wäre. 

IL  und  III.  Theil:  Trigonometrie  und  Stereometrie. 

Dasselbe,  was  wir  über  Inhalt  und  Umfang  des  I.  Theiles  gesagt 
haben y  gilt  auch  für  den  U.  und  in.  Theil.  Die  trigonometrischen  Func- 
tionen werden  zunächst  nur  für  spitze  Winkel  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  definirt  und  in  Verbindung  mit  diesen  die  Dreiecksberechnung 
auseinandergesetzt.  Die  trigonometrischen  Functionen  der  stumpfen  Winkel 
werden  erst  später  eingeführt,  während  der  Verlauf  dieser  Functionen  für 
grössere  Winkel  nicht  in  Betracht  gezogen  wird.  Auch  die  Anordnung  der 
Lehrsätze  in  der  Stereometrie  weicht  von  der  üblichen  ab.  Die  Eintheilung 
wird  nach  den  verschiedenen  zu  besprechenden  Körpern  ausgeführt,  während 
die  Lehrsätze  über  Ebenen  und  Linien  immer  nur  dann  erörtert  werden, 
wenn  sie  zur  Ableitung  der  Körper  gebraucht  werden.  Weshalb  der  plani- 
metrische  Satz  Nr.  62  bei  der  Besprechung  des  Tetraeders  erst  eingeschoben 
ist,  will  uns  nicht  einleuchten.  Es  wäre  doch  praktischer^  denselben  nach 
Erledigung  der  Congraenzsätze^  also  im  l.  Theil  des  Werkes,  aufzuführen. 

Max  Mbybr. 

Lehrbnoh  der  Geometrie  für  den  mathematischen  Onterricht  an  höheren 
Lehranstalten  von   Dr.  Hugo  Fbnknbr,    mit   einem  Vorworte    von 
Dr.  W.  Krumme,  in  zwei  Theilen.     Erster  Theil:  Ebene  Geometrie. 
Zweite  verbesserte  und  vermehrte  Auflage.     Verlag  von  Otto  Salle. 
Braunschweig  1892. 
Das  vorliegende  Werk  verfolgt  einen  von  denjenigen  der  meisten  Lehr- 
bücher verschiedenen  Zweck.     Es  will   dem   Schüler   nicht   die   Kenntniss 
einer   gewissen   Anzahl   von   Lehrsätzen   und   deren  Beweise    übermitteln, 
sondern  es  will  denselben  in  den  Stand  setzen,   selbstständig  die  Beweise 
zu    finden.     ,;Der  Schüler   soll   nicht   die  Beweise^    sondern  das  Beweisen 
lernen^',  wie  es  in  der  Vorrede  heisst.    Das  hierzu  in  Anwendung  gebrachte 
Verfahren   besteht  im  Wesentlichen   darin,    dass   das  Lehrbuch  nicht  den 
Beweis  selbst,   sondern  eine  Analjsis  des  Beweises  giebt,  welche  der  bei 
den  Constructionsaufgaben  üblichen  ähnlich  ist.     „Aus  den  Sätzen  werden 
diejenigen    als   *  Beweismittel'    hervorgehoben,    welche    zum   Beweise    der 
anderen  Sätze  dienen. ^^     Ob  dieses  Verfahren  im  geometrischen  Unterricht 
Tortheilhaft  ist,    kann   nur   die   Praxis   entscheiden.     Gewiss   wird  jeder 
Lehrer  diese  Methode  an  geeigneten  Stellen  anwenden,  da  man  sich  aber 
im  Allgemeinen   wohl  nicht  darauf  beschränken  kann^   nur   die  Anah 
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des  Beweises  durchzunehmen,  so  fragt  es  sich,  ob  das  TorgeBchriebene 
mathematische  Pensum  in  der  zur  Verfügung  stehenden  Zeit  auf  diese 
Weise  erledigt  werden  kann.  Ein  sehr  wichtiges  Erfordemiss  eines  Lebi- 
buches  ist  es  dagegen,  dass  die  Lehrsätze  in  einer  bestimmten  und  zu 
keiner  Zweideutigkeit  veranlassenden  Form  ausgesprochen  werden.  Hierauf 
ist  aber  nicht  immer  genügend  Bücksicht  genommen  worden.  Als  Beispid« 
mögen  folgende  Fälle  dienen.  Lehrsatz  22:  Zwei  Dreiecke  sind  congment, 
wenn  sie  in  einer  Seite  und  zwei  Winkeln   übereinstimmen.     Lehrsatz  61: 

Die  Summe  der  Diagonalen  eines  n  Ecks  ist  gleich      *^ Auch  die 

Beweisführung  ist  nicht  inuner  die  einfachste^  wie  z.  B.  im  Lehrsatz  57, 
in  welchem  es  sebr  wohl  möglich  ist,  mit  einer  Hilfslinie  auBzukommeiL 

Max  Mbtbr. 

ArithmetiBclie  Angaben.     Mit  besonderer  Berücksichtigung  von  Anwend- 
ungen aus  dem  Gebiete  der  Geometrie,  Trigonometrie,  Physik  nnd 
Chemie.    Zum  Schulgebrauch,  sowie  zum  Selbstunterricht  bearbeitet 
Yon  Dr.  Hugo  Fenkner.  Ausgabe  A):  Für  Gymnasien,  Bealgjmnasien 
und  Oberrealschulen.     Pensum  der  Prima.     Verlag  von  Otto  Salle. 
Braunschweig  1893. 
Die  xmter  dem  Torstehenden  Titel  erschienene  Sammlung  enthält  me 
reiche  Auswahl  Ton  Aufgaben  aus  dem  gesammten  für  Prima  bestimmten 
Gebiete,  welche  besonders  durch  die  Anwendxmgen  auf  Physik  und  Chemie 
anregend  wirken.     Der  Inhalt  ist  folgendermassen  eingetheilt: 
Erster  Abschnitt:        Maxima  und  Minima. 
Zweiter  Abschnitt:      Die  Combinationslehre. 
Dritter  Abschnitt:       Der  binomische  Lehrsatz. 
Vierter  Abschnitt:      Elemente  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Fünfter  Abschnitt:      Die  Eettenbrüche. 
Sechster  Abschnitt:    Bechnung  mit  complexen  Zahlen. 
Siebenter  Abschnitt:  a)  Arithmetische  Eeihen  höherer  Ordnung; 

b)  Die  Exponentialreihe  und  die  logarithmische  Beihe; 

c)  Die  Conyergenz  der  unendlichen  Reihen. 
Achter  Abschnitt:      Gleichungen  dritten  Grades. 

Neunter  Abschnitt:    Gleichungen  vierten  Grades. 

Anhang:  Unbestimmte  Gleichungen. 

Ob  dieses  Werk  allerdings  sich  zum  Selbstunterricht  eignet^  dOrfte 
yielleicht  zu  bezweifeln  sein,  denn  dazu  sind  die  den  Aufgaben  vons' 
gehenden  Erläuterungen  häufig  zu  kurz  gefasst.  Besonders  gilt  dies  Ton 
dem  Abschnitt  der  Combinationslehre  und  den  arithmetischen  Reihen  höherer 
Ordnung.  Li  der  Schule  dagegen  dürfte  aus  den  oben  angeführten  GrOoden 
dieses  Werk  seinem  Zweck  ToUkommen  entsprechen.       ^Max  Meteb. 
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Die  ftnadratnr  des  Kreises  yon  Dr.  Andr.  Özboowski.  Selbstverlag  des 
Verfassers«  In  Gommission  von  W.  Niesiotowski.  Ostrowo  1893. 
Eine  ernste  wissenschaftliche  Besprechung  kann  man  dem  vorliegenden 
Werke  beim  besten  Willen  nicht  za  Theil  werden  lassen,  und  es  wird^ 
mn  die  grosse  Sachkenntniss  des  Verfassers  zu  veranschaolichen,  genügen, 
wenn  wir  einzelne  seiner  Aussprüche  anführen.  So  sagt  er  z.  B.  Seite  6: 
,yEs  ist  uns  auch  bekannt,  dass  materielle  Kreise,  die  einem  von  allen 
Bichtungen  her  gleichmässigen  Drucke  ausgesetzt  werden^  sich  in  gleich- 
seitige Sechsecke  verwandeln.  Die  Ereislini^  verwandelt  sich  hierbei  in 
eine  gerade  Linie.'^  Ferner  behauptet  er,  dass,  wenn  man  auf  die  Seite 
eines  regelmässigen  Sechsecks  vom  Mittelpunkte  des  umschriebenen  Kreises 

ein  Loth  fällt,  dieses  Loth  gleich  -=  des  Badius  ist.    Zum  Schluss  gelangt 

4812 
der  Verfasser  zu  folgendem  Resultat:  Der  Umfang  des  Kreises  ist  gleich  — =— > 

der  Inhalt  gleich  R^.8,  „Wir  sehen ^  dass  wir  den  KreisumfjEmg  bisher 
zu  klein  und  die  Kreisfläche  zu  gross  berechnet  haben '\  Besonders  genuss- 
reich gestaltet  sich  das  Studium  dieser  Abhandlung  dadurch,  dass  der 
Verfasser  aus  Princip  seine  Figuren  nicht  erklärt  hat.  Er  spricht  sich 
darüber  folgendermassen  aus:  „Es  würde  ausreichen,  nur  die  mathematische 
Figur  zu  liefern,  die  gemeinverständlich  ist,  und  zu  der  sich  Jeder  die 
Lehrsätze,  Behauptungen  und  Beweise  in  seiner  Muttersprache  aufstellen 
kann!^'  Diese  Bemerkungen  m($gen  genügen,  um  den  wissenschaftlichen 
Werth  dieser  Arbeit  zu  kennzeichnen.  Allen  Dei^'enigen,  welche  sich  einmal 
eine  heitere  Stunde  bereiten  wollen,  kOnnen  wir  die  Leetüre  derselben 
dringend  empfehlen.  Max  Mbyer. 

Gnmdzüge  der.  Differential'  und  Integralrechnung  von  Dr.  Otto  Stolz, 
ord.  Professor  an  der  Universität  zu  Innsbruck.    Erster  Theil:  Beeile 
Veränderliche  und  Functionen.    Mit  vier  Figuren  im  Text«    Druck 
und  Verlag  von  B.  G.  Teubner.     Leipzig  1893. 
Das  vorliegende  Werk  ist  vor  allen  Dingen  für  Denjenigen  zum  Studium 
geeignet,   welcher   in   die   Differential-   und  Integralrechnung  vom  Stand- 
punkte der  neueren  Functionentheorie  eingeführt  werden  will.     Für  einen 
Anfänger    ist    dasselbe    indessen    weniger    geeignet,    da    die    functionen- 
theoretischen   Grundlagen  nicht  eingehend  genug  behandelt  worden  sind 
und   auch   ziemlich   bedeutende  Vorkenntnisse   in   der   Reihentheorie   und 
Algebra  vorausgesetzt  werden.    Sehr  anerkennenswerih  ist  die  Gründlichkeit 
und  Strenge  in  der  Ableitung  der  einzelnen  Beweise.    Besonders  interessant 
ist  der  Abschnitt  über  Maxima  und  Minima,   in   welchem   der  VerÜEksser 
auch  seine  eigenen  Untersuchungen   über  Functionen   mehrerer  Veränder- 
lichen darstellt.    Dem  gewählten  Titel  bleibt  er  indessen  nicht  inmier  tr 
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indem  er  bei  der  Entwickelang  der  algebraischen  Functionen  auch  complexe 
Veränderliche  hinzuzieht.  In  der  Integralrechnung  ist  noch  besonders 
hervorzuheben^  dass  der  Zweck  und  die  Verwendbarkeit  der  einzelnen 
Methoden  immer  deutlich  hervortritt.  Max  Mbtbr. 


Kritische  Grundlegung  der  Arithmetik  von  Heinrich  Kloock.    Röhr- 
scheid &  Ebbecke.     Bonn  1893. 
Die  vorliegende  Schrift  zerfällt  in  vier  Theile: 

I.  Auffindungszeiten   und  uisprüngliche  Form  der  hauptsäch- 
lichsten Netiheiten  meiner  „Neuen  Arithmetik*', 
II.  Die  Arithmetik  Euklids, 
in.  Euler, 
IV.  Dühring, 
und  bildet  die  Vorbereitung  zu  einer  Arithmetik,  die  der  Verfasser  dem- 
nächst  erscheinen   lassen  will.     Der   erste  Theil   besteht  aus  einer  Beihe 
von  Aufzeichnungen,  welche  genau  mit  dem  Datum  ihrer  Entstehung  ver- 
sehen worden  sind.     Wenn  es  nun  wohl  auch  interessant  ist,   bei  einem 
hervorragenden  Werke    den    allmäligen    Entwickelungsgang    verfolgen    zu 
können,    so  darf  man  das  in  Bezug  auf  ein  noch  unveröffentlichtes  Buch 
wohl   gerade    nicht   behaupten.    Da  der  Verfasser  auch  Vieles  angeführt, 
was  er  später  als  irrthümlich  wieder  verworfen  hat,'>so  ist  es  sehr  schwierig, 
dasjenige  herauszuheben,  was  er  definitiv  bestehen  lassen  wilL    Sein  haupt- 
sächlicher Widerspruch  gegen  die  bisherige  Arithmetik  beruht  darauf,  dass 
er  die    negativen   irrationalen    imaginären    Grössen  nicht   als    eigentliche 
Zahlen  anerkennen  will;  sie  sind  nach  ihm  nur  aufgeschobene  Rechnmiga- 
Operationen.     Indem  er   versucht,    die   einzelnen  Bechnungsarten  auf  eine 
einfache  Weise  abzuleiten,  giebt  er  für  dieselbe  folgendes  Schema: 


-  Basis               -Index             -Product 

Prim- 

a           +           h           '^        c 
(Äugend)             (Addend)            (Summe) 

Bi- 

a             .            6           ->        c 
(Multiplicant)      (Multiplicator)      (Product) 

Tri- 

a         hoch         h          mm        c 
(Basis)              (Exponent)           (Potenz) 

u.  s.  w. 
Es  wird  nun  die  Frage  aufgeworfen,  ob  man  dieses  Schema  nicht 
erweitern  und  so  zu  neuen  Bechnungsarten  gelangen  könnte,  und  der 
Verfasser  findet  eine  solche  Erweiterung  in  dem  Ausdruck  a  {*^"  *  *  y*  ™**J^ 
für  welche  er  die  Bezeichnung  a^"^  oder.a  in  der  n^^  Bipotenz  einführt. 
Auf  die  Untersuchung  dieser  Grössen  wird  aber  nicht  weiter  eingegangen 
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und  als  Ornnd  hierfQr  Folgendes  angegeben:  „Jedoch  kamen  mir  schon  die  Bi- 
potenzen  so  widerlich  unzugänglich  vor,  dass  ich  überhaupt  nicht  versucht  habe, 
die  Intraimaginarit&t  ihrer  selbstverständlichen  Umkehrnngen  zu  erproben/^ 

Die  folgenden  Abschnitte  enthalten  nicht  eine  Besprechung  der  ge- 
sammten  Arithmetik  der  drei  oben  genannten  Mathematiker,  sondern 
beschränken  sich  auf  die  Erörterung  einzelner  Punkte.  Wie  sich  der  Ver- 
fasser im  Allgemeinen  zu  diesen  stellt^  ist  schon  durch  das  Yorhergesagte 
gekennzeichnet.  Bei  Euklid  wird  besonders  die  Anordnung  der  Sätze  im 
siebenten  Buche  gerügt  Sehr  scharf  wird  mit  Euler  umgegangen,  über 
dessen  Algebra  der  Verfasser  folgendes  Urtheil  abgiebt:  ^^In  behaglicher 
Breite  wird  die  mathematische  Zeichensprache,  wie  sie  sich  in  den  letzten 
Jahrhunderten  herausgebildet  hatte,  erläutert.  In  fast  allen  Capiteln  scheint 
das  die  Hauptsache  zu  sein.  Die  Lehrsätze  werden  nur  so  beiläufig  als 
leicht  dorchschaubare  Wahrheiten  angeführt.  Statt  der  gründlichen  und 
strengen  Beweise  Euklid 's  findet  man  hier  höchstens  Erprobungen  ihrer 
Eichtigkeit  an  einzelnen  Beispielen  bestimmter  Zahlen '^  und  ferner: 
,,Wem  also  daran  liegt,  die  mathematische  Sondersprache  und  -Schrift, 
sowie  die  Hauptsätze  der  Arithmetik  an  sich  ohne  schärfere  Begründung 
kennen  zu  lernen  oder  sich  wieder  ins  Gedächtniss  zurückzurufen,  dem 
wird  die  lesbare  und  ausführliche  Darstellung  Euler's  gute  Dienste  thun.^' 

Viel  günstiger  wird  die  Arithmetik  Dühring's  behandelt,  mit  welcher 
sich  der  Verfasser  in  vielen  Punkten  einverstanden  erklärt  Auf  alle  Einzel- 
heiten der  vorliegenden  Schrift  einzugehen,  können  wir  wohl  vorläufig  ver- 
zichten. Der  geeignete  Zeitpunkt  hierfür  dürfte  erst  dann  gekommen  sein^  wenn 
in  dem  angekündigten  grösseren  Werke  eine  zusammenhängende  und  eingehende 
Darlegung  der  Grundprincipien  gegeben  sein  wird.  m^x  Meyer. 

The  Method  of  Indeterminate  Coefiücients  and  Exponents  applied  to 
Differential  Equations.  Dissertation  submitted  in  partive  fulfilment 
of  the  requirements  for  the  degree  of  doctor  of  philosophj  in  the 
universitj  facultj  of  pure  Science,  Columbia  College  bj  Edwin 
MoRTiMBR  Blake,  E.  M.  New -York  1893. 
Der  Verfasser   behandelt  in   den   ersten  beiden  Abschnitten  Systeme 

von  Differentialgleicbungen  erster  Ordnung^    die  aus  einer  endlichen  oder 

unendlichen  Summe  von  Gliedern  der  Form 

bestehen,  wo  K  und  die  Exponenten  complexe  Constanten,  x  die  unab- 
hängige, ^1 . .  .y»  die  abhängigen  Veränderlichen  sind.  Er  sucht  diese  durch 
Beihen  mit  complexen  Coeificienten  zu  integriren  xmter  Anwendung  der 
Transformation  y  -  a?^+  »^(C  +  /). 
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Dieselbe  Methode  wird  sodann  im  dritten  Abschnitte  auf  ein  System 
von  partiellen  Differentialgleichnngen  angewendet,  deren  linke  Seiten  ans 
Summen  der  Form  bestehen: 


irJJj.,«.+^.^.VP+«>p(.^) 


Im  vierten  Abschnitte  werden  einige  Beispiele  für  die  Anwendbarkeit 
der  Methode  gegeben.  Max  Meter. 

Lehrbuch  der   Stereometrie.      Auf  Grund  von  Dr.  Fbrd.  Kommebbll's 
Lehrbuch  neu  bearbeitet  und  erweitert  von  Dr.  Guido  Hauck,  GeL 
Regierungsrath  und  Professor  an  der  Eönigl.  Technischen  Hochschule 
zu  Berlin  (früher  Professor  an  der  Eönigl.  Oberrealschule  zu  Tübingen). 
Siebente  Auflage  (sechste  der  Neubearbeitung).  Verlag  der  H.  Laupp- 
scheu  Buchhandlung.     Tübingen  1893. 
Das  Werk  zerfällt  in  drei  Bücher.     Im   ersten  wird   das  Verhältniss       | 
der  Geraden  und  Ebenen  im  Räume  behandelt,  im  zweiten  krumme  Flachen       j 
und  Yielkant,  und  im  dritten  Polyeder  und  ümdrehnngskörper.    Der  Inhalt 
ist   sehr   reichlich    bemessen   und   im  Besonderen   ist   die  Einführung  des       | 
Prismatoids   im  Vergleich    zu   anderen  Lehrbüchern   eine   sehr  glückliche.       , 
Eine  fernere  Abweichung  von  den  gebräuchlichen  Werken  besteht  in  der       < 
Benennung  einiger  Eörper.     Wenngleich   auch  im  Allgemeinen   in  dieser 
Beziehung  die  m($glichst  grösste  Einheitlichkeit  zu  wünschen  ist,  so  dürften 
doch  die  hier  eingeführten  Namen  schon  ihrer  Kürze  wegen  sich  empfehlen. 
Die  Beweise  sind  leicht  verständlich  dargestellt;  störend  wirkt  es  nur,  dass 
fast  durchgängig,  je  nachdem  zwei,  drei  und  vier  Lehrsätze  zusammengestellt 
sind,    die  Beweise  dann  erst  der  Beihe  nach  gegeben  werden,   ohne  dass 
hierdurch    eine    wesentliche   Eaumersparniss   bewirkt  wird.     In  den    dem 
eigentlichen  Lehrtheil  folgenden  Anhängen  scheint  yielfach  die  Kraft  eines 
Durchschnittschülers  überschätzt  zu  sein.    Vielleicht  empfiehlt  es  sich  aucb,       | 
Sätze,  auf  die  späterhin  Bezug  genommen  wird,  von  dem  Anhang  in  den 
Haupttheil  zu  versetzen.  Max  Mbtee. 

Der  Coordinatenbegriff  und  die  Kegeleohnitte  in  elementarer  Behandlung. 

Ein  Beitrag  zur  Einführung  der  neuen  Lehrpläne   vom  Oberlehrer 

Dr.  WiLBBiiM  Ebimphoff.     Programmbeilage  zum  Jahresbericht  des        | 

Königl.  Gymnasiums  zu  Paderborn.    Innfermann'sche  BnchdruckereL 

Paderborn  1893. 

Es  wird  zunächst  der  Coordinatenbegriff  kurz  auseinander  gesetzt  und 

die  Gleichung  der  geraden  Linie  und  des  Kreises  abgeleitet.    Sodann  wendet 

sich  der  Verfasser  zur  Theorie    der  Kegelschnitte,    von   welchen  in  dem 

vorliegenden  Theile  nur  die  Ellipse  behandelt  ist.     Die  betreffenden  I^r- 

Sätze  werden  aber  auf  rein  synthetischem  Wege  abgeleitet,   während  die 

Gleichung  der  Ellipse  erst  zum  Schluss  entwickelt  wird.    Auf  diese  Weise 
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fehlt  die  eigentliche  Verhindasg  zwischen  dem  ersten        ^^ 

nnd  der  Schüler  erkennt  hierbei  nicht  die  Bedentaog  der 

die  Behandlung   der  Kegelschnitte.     Dass   die  Abhandlung   nur  die  noth- 

wendigsten  Sätze  enthält,   ist  bei  ihrem  geringen  Umfange  von  32  Seiten 

wohl  selbstverständlich.  M^^  Mbyeb. 

Synthetische  Geometrie  der  Kegelschnitte  nebst  Uebangsanfgaben  für  die 

Prima  höherer  Lehranstalten  von  Dr.  J.  Lanob,   Oberlehrer  an  der 

Fr.  Werder'schen  Oberrealschule  in  Berlin.   Verlag  von  H.  W.  Müller. 

Berlin  1893.     Preis  1.20  Mk. 

Zunächst  werden  die  wichtigsten  Sätze  über  die  harmonischen  Gebilde 

kurz   abgeleitet  und   die  Fuxjdamentaleigenschaften   der  Ellipse^    Hyperbel 

und  Parabel  auf  elementarem  Wege  entwickelt     Sodann  werden  diese  drei 

Curven  als  Schnitte  eines  geraden  Kegels  mit  einer  Ebene  betrachtet,  und 

die   Erörterung  für   dieselben   von  hier  ab,    so    weit   dieses   möglich   ist, 

gemeinsam  durchgeführt.     Die  Auswahl  der  gebotenen  Lehrsätze  ist  sehr 

reichlich,    so  dass  in  dieser  Beziehung  wohl  allen  Wünschen  genügt  wird. 

Die  letzten  Abschnitte  über  projectivische  und  involuiorische  Beziehungen 

hätten   allerdings   entbehrt   werden    können,    denn    diese   Untersuchungen 

erhalten  nur  dann  ihre  richtige  Bedeutung,  wenn  sie  als  Grandlage  einer 

Theorie  der  Kegelschnitte   dienen,    während    sie   hier  nur  in  einem  losen 

Zusammenbang  mit  dem  Vorhergehenden  stehen.  Max  Mbter. 

Elementar -synthetisohe  Kegelschnittslehre.    Zum  Gebrauch  an  höheren 
Lehranstalten    bearbeitet   von  Dr.  Hamdbl,    Oberlehrer  am  Königl. 
Realgymnasium  zu  Beichenbach  i.  Schi.  Weidmännische  Bachhandlang. 
Berlin  1893. 
Das  unter  dem  vorstehenden  Titel  erschienene  Lehrbuch  stellt  sich  die 
Aufgabe,  die  Theorie  der  Kegelschnitte  auf  elementar -synthetischem  Wege 
mit   Ausschluss    der    projectivischen    Beziehungen    darzustellen.      Dasselbe 
behandelt  in  den  ersten  Abschnitten  Parabel,  Ellipse  und  Hyperbel  getrennt. 
Im  vierten  Abschnitte  werden  sie  gemeinsam  als  Schnitte  eines  Kegels  mit 
einer  Ebene  abgeleitet  und  hieran  die  Sätze  über  Pol  und  Polare  angeschlossen. 
Die  Aufeinanderfolge  der  Lehrsätze  ht  für  die  drei  einzelnen  Curven  mög- 
lichst übereinstimmend  angeordnet  und  bei  der  Beweisführung  oft  nur  auf 
den  entsprechenden   Satz  bei  der  Parabel   yerwiesen.     Eine   gewisse  Ver- 
einfachung wird  durch  den  von  dem  Verfasser  im  Jahre  1889  veröffentlichten 
Satz  herbeigeführt,  dass  der  Schnittpunkt  zweier  Tangenten  von  den  Brenn- 
etrahlen  der  Berührungspunkte  gleichweit  entfernt  ist.    (Metrische  Bezieh, 
ungen  an  Tangentenfiguren  der  Kegelschnitte.  Ostein  1889.  Im  Commissions- 
yerlag  von  Meyer  &  Müller.   Berlin.)   Eine  reiche  Sammlang  von  Uebungs- 
anfgaben  bildet  den  Schluss  des  Werkes.  Max  Msy£r.         t 
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Theory  of  fimotions  of  a  complex  variable,  bj  A.  B.  Fobsyth,  Sc  D^ 
F.  R.  S.,  Fellow  of  Trinity  College,  Cambridge  —  üniversity  Press, 
1893  —  XXII  und  682  8. 

Die  Handbücher  der  ^Fonctionentheorie ,  über  welche  die  moderne 
Mathematik  verfügt,  sind  bislang  zumeist  yon  einem  einheitlichen  and 
damit  auch  freilich  einseitigen  Standpunkte  verfasst.  Wir  haben  da  im 
Gebiete  der  Functionen  einer  complexen  Veränderlichen  (um  nur  die  Haupi- 
richtungen  zu  berühren)  neben  Weierstrass*  Theorie  diejenige  Bie- 
mann 's,  wir  haben  des  Femeren  die  von  Clebsch  inaugurirte  Behandlung 
der  algebraischen  Functionen  auf  curventheoretischer  Basis,  endlich  etwa 
die  dem  arithmetischen  Denken  sinnverwandten  Bichtungen  von  Kronecker 
und  Dedekind-Weber.  Im  Gegensatz  zu  dem  bisher  verbreiteten  Brauche 
hat  Herr  Forsjth  in  seinem  oben  genannten  Werke  eine  Vielseitigkeit 
des  Standpunktes  bevorzugt,  indem  er  die  auf  Cauchy,  Weierstraes  und 
Biemann  zurückgehenden  Zweige  der  Functionentheorie  neben  einander 
behandelt.  Es  ist  dabei  aber  mehr  eine  encjklop&dische  Darstellung  an- 
gestrebt^ als  dass  es  sich  um  den  Versuch  einer  organischen  Verschmelzung 
der  Weierstra  SS 'sehen  mit  den  Biemann'schen  Besultaten  gehandelt 
htttte.  Ein  solcher  Versuch  hätte  auch  nicht  im  Sinne  des  vorliegenden 
Buches  gelegen,  das  in  erster  Linie  ein  einführendes  Lehrbuch  sein  will 
und  die  Theorien  von  Cauchj,  Weierstrass  und  Biemann  unter  m5g- 
lichster  Wahrung  ihres  jeweiligen  Charakters  darzustellen  sucht  Functionen- 
theoretische  Denkweisen ,  die  sich  bisher  weniger  in  den  Vordergrund  stellten 
(wie  z.  B.  die  der  Arithmetik  entsprungene) ,  werden  bei  Seite  gelassen, 
und  auch  in  den  behandelten  Theorien  wird  weniger  auf  die  Entwickelang 
neuer  Probleme  gesehen,  als  vielmehr  auf  eine  ausführliche  und  wohl- 
begründete Darstellung  der  Fundamente. 

.  Forsjth 's  Buch  wird  auf  die  Weise  ein  willkommenes  Hilfsmittel 
für  das  einführende  Studium ,  wobei  in  der  klaren  und  wohlgeordneten  Art 
der  Darstellung  ein  besonderer  Vorzug  zu  erkennen  ist.  Es  sei  in  dieser 
Beziehung  noch  bemerkt,  dass  dem  Inhaltsverzeichnisse  eine  kurze 
Empfehlung  über  eine  zweckmässige  Capitelfolge  beim  ersten  Studium  voraus- 
gesandt  ist,  und  dass  überdies  eine  grosse  Beihe  von  üebungsbeispielen, 
wo  es  angeht,  dem  Texte  eingestreut  sind.  Nicht  minder  werthvoll  ist  das 
vorliegende  Werk  für  den  Forscher  zumal  auch  deshalb,  weil  Herr  Forsyth 
mit  ausserordentlicher  Sorgfalt  die  Literatur  der  jeweils  behandelten  Gegen- 
stände verfolgt  hat  und  die  Nachweise  auf  die  in  Frage  kommenden 
Originalabhandlungen  bis  in  die  neueste  Zeit  giebt. 

Die  nachfolgende  Inhaltsangabe  muss  sich  bei  einem  so  reichhaltigen 
Werke  natürlich  auf  das  Hauptsächlichst«  beschränken. 

In  dem  ersten  eine  allgemeine  Einleitung  enthaltenden  Capitel  wird 
die  Interpretation  der  complexen  Veränderlichen  in  der  Ebene  und  aof  der 
Kugeloberfläche  besprochen  sammt  den  Bechnungaregeln ,  welche  für  com- 
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pleze  Grössen  gelten.  Die  Definition  des  Fanctionsbegriffes  wird  nach 
Biemann  gegeben  and  sogleich  des  Zasammenbangs  dieser  Definition  mit 
der  Theorie  der  conformen  Abbildung  gedacht.  Es  folgen  eine  Beihe 
weiterer  Begriffsbestimmungen«  wie  die  der  Eindeutigkeit,  der  Mehrdeutig- 
keit, der  Verzweigungsstelle  u.  s.  w« 

Das  zweite  Capitel  behandelt  die  Integration  im  complexen  Gebiete 
und  ist  insbesondere  der  Ableitung  der  bekannten  C auchj 'sehen  Stttze  ge- 
widmet, die  auch  noch  im  ersten  Theile  des  folgenden  Capitels  fortgesetzt 
werden.  Zur  Einübung  der  Integrationen  im  complexen  Gebiete  sind  in 
einem  besonderen  Paragraphen  des  zweiten  Capitels  mehrere  Beispiele  aus- 
führlich entwickelt. 

Es  folgt  ein  Capitel  über  die  Potenzreihen  «Entwickelangen  der  Functionen, 
welche  nach  Cauchy  und  Laurent  gegeben  werden«  Hier  wird  dann 
die  Wendung  auf  Weierstrass'  Theorie  genommen,  indem  im  Anschluss 
an  die  Potenzreihen -Entwickelungen  der  Functionen  einige  principielle 
Begriffsbestimmungen  der  in  Bede  stehenden  Theorie  abgeleitet  werden. 
Es  handelt  sich  namentlich  um  die  erste  Artunterscheidung  der  Singulari- 
tftten  in  wesentliche  und  ausserwesentliche ,  um  das  Princip  der  analytischen 
Fortsetzung,  sowie  auch  um  das  von  Schwarz  besonders  cultiyirte  Princip 
der  Symmetrie. 

Die  weitere  Fortsetzung  gilt  nun  zunächst  der  Durchbildung  der 
Weierstrass 'sehen  Ideenentwickelungen  in  der  allgemeinen  Theorie  der 
analytischen  Functionen.  Ein  besonderes  Capitel  wird  neben  einigen  all- 
gemeinen Sätzen  der  Besprechung  der  rationalen  Functionen  gewidmet, 
während  die  Capitel  V  und  VI  den  Stoff  der  bekannten  Abhandlung  von 
Weierstrass  «Zur  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Functionen**  yom 
Jahre  1876  behandeln.  Die  Eintheilung  ist  so  getroffen,  dass  im  fünften 
Capitel  die  Functionen  mit  nur  einer  wesentlich  singulären  Stelle  unter- 
sucht werden,  im  sechsten  Capitel  diejenigen  mit  einer  endlichen  Anzahl 
solcher  Stellen. 

Das  Hauptinteresse  in  dem  ersten  Theile  des  Werkes  haftet  an  den  Aus- 
einandersetzungen im  siebenten  Capitel,  die  eindeutigen  Functionen  mit  unend- 
lich vielen  wesentlich  singulären  Funkten  betreffend,  Functionen,  zu  denen 
man  in  neuerer  Zeit  von  verschiedenen  Seiten  her  geführt  worden  ist  Im  Sinne 
von  Weierstrass  wird  die  Ent Wickelung  auf  analytische  Bildungsgesetze  der 
Fanctionen  gegründet,  in  (Gestalt  von  Beihenentwickelungen,  die  entweder  nach 
Potenzen  oder  nach  complicirteren  Functionen  fortschreiten.  Voran. steht  hier 
die  Behandlung  des  bekannten  Mittag -Leffler'schen  Theorems  über  die 
Darstellung  von  Functionen  mit  unendlich  vielen  wesentlich  singulären  Stellen. 
Des  Weiteren  folgen  die  interessanten  Untersuchungen  über  die  natürlichen 
Grenzen  analytischer  Functionen,  über  analytische  Bildungsgesetze,  die  in 
verschiedenen  Bereichen  der  complexen  Ebene  verschiedene,  in  einander 
nicht  forteetzbare  Fanctionen  darstellen,  über  Functionen  mit  endlich  aus- 
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gedehnten  Lücken  u.  s.  w.  Es  kommen  hier  neben  Weierstrass  nameni- 
lich  auch  neuere  Untersuchungen  französischer  Autoren,  wie  Tannery  11.A., 
zur  Geltung.  Besonders  interessante  Beispiele  für  diese  Biehtung  des 
functionentheoretischen  Forscbens  liefert  bekanntlich  die  moderne  Theorie 
der  automorphen  Functionen,  wo  dann  mit  den  Hilfsmitteln  der  confonneB 
Abbildung  zumal  das  Zustandekommen  natürlicher  Grenzen  unmittelbar 
evident  wird.  Es  liegt  aber  in  der  Disposition  des  Forsyth 'sehen  Werkes 
begründet,  dass  von  diesen  Gegenständen  erst  an  einer  sehr  viel  spftteren 
Stelle  die  Bede  ist. 

In  den  demnächst  folgenden  Capiteln  war  es  schwer,  einen  einheitlich 
geordneten  Gedankengang  der  Gesammtentwickelung  zu  Grunde  zu  legen. 
Es  hätten  sich  diese  Untersuchungen  zumeist  ohne  Weiteres  in  den  Balim^ 
der  Funotionentheorie  von  Biemann  einordnen  lassen,  deren  Darstelloiig 
mit  dem  yierzehnten  Capitel  anhebt  Es  war  vielleicht  eine  Conoession  an 
einen  namentlich  in  der  französischen  Literatur  hervortretenden  Geschmack, 
die  Herrn  Forsyth  veranlasste,  die  Besprechung  der  mehrdeutigen  (nament- 
lich algebraischen)  Functionen,  der  Perioden  der  Integrale^  der  doppelt- 
periodischen  Functionen  u.  s.  w.  hier  den  eigentlichen  Biemann 'sehen 
Capiteln  vorweg  zu  nehmen;  yielleicht  lag  auch  der  Wunsch  vor,  die  ana- 
lytischen Bildungsgesetze  der  Functionen '  hier  von  vornherein  mehr  in  den^ 
Vordergrund  zu  stellen,  als  dies  innerhalb  der  Biemann'schen  Funciionen- 
theorie  geschieht.  Man  wird  ja  auch  sagen  dürfen,  dass  die  Behandlang 
der  doppeltperiodischen  Functionen  durchaus  in  dem  bekannten  Stile  Ton 
Weierstrass  gehalten  ist,  und  dass  zumal  das  dreizehnte  Capitel  (die 
Functionen  mit  einem  algebraischen  Additionstheorem  betreffend)  ganz 
Weierstrass  eigen  ist.  Immerhin  darf  man  den  Gedanken  andeuten, 
dass,  wenn  irgendwo,  hier  ein  Zusammengehen  von  Weierstrass  und 
Biemann  möglich  gewesen  wäre,  und  dass  die  dem  Biemann'schen 
Denken  so  sinnverwandten  Entwickelungen  der  Capitel  VIII  bis  XI  auch 
nach  den  principiellen  Biemann'schen  Capiteln  (XIV  flg.)  als  Aus- 
führungen der  letzteren  gute  Dienste  leisten  könnten.  Dass  sich  übrigens 
die  in  den  wenigen  Capiteln  IX  bis  XIII  entworfene  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  durch  ausserordentliche  Beichhaltigkeit  auszeichnet,  kann  nur 
rühmend  anerkannt  werden. 

Die  Capitel  XIV  bis  XVIII  sind  der  Theorie  der  Biemann'schen 
Flächen  gewidmet,  und  man  hat  in  diesen  fünf  Capiteln  einen  besonders 
werthvollen  Theil  des  Forsyth 'sehen  Werkes  zu  sehen,  der  sich  ebenso 
sehr  durch  umfassende  Gründlichkeit,  wie  durch  klare  Anordnung  im  Ein- 
zelnen auszeichnet  So  darf  besonders  anerkannt  werden,  dass  in  doi 
Capiteln  über  die  topologische  Behandlung  der  Biemann'schen  Flädieo 
auch  die  bezüglichen  Theoreme  von  Lüroth  und  C  leb  seh  behandelt 
werden ,  denen  man  vielfach  nicht  die  ihnen  gebührende  Beachtung  schenkt. 
Besonders  wird  man  es  bewillkommnen ,  dass  im  Capitel  XVII  der  Beweis 
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der  Bie  mann 'sehen  Existenztheoreme  nach  den  Methoden  von  Schwarz 
und  Neu  mann  ansführlich  entwickelt  wird.  Dass  in  dem  reichhaltigen 
Capitel  XVIII  (Anwendungen  der  Existenztheoreme)  viele  Gegenstände  be- 
rührt werden,  deren  Tolle  Durchbildung  nur  besondere  Monographieen 
geben  kOnnen,  versteht  sich  ja  von  selbst.  Zum  Zeichen,  dass  Herr 
Forsyth  auch  hier  die  Literatur  bis  in  die  neueste  Zeit  verfolgt  hat, 
erw&hnen  wir  etwa  die  multiplicativen  Functionen,  auf  welche  Appell  vor 
wenigen  Jahren  die  Aufmerksamkeit  lenkte,  und  die  jetzt  eben  durch 
Hurwitz  und  Bitter  des  ausführlichen  untersucht  sind. 

Die  letzten  vier  Capitel  (XIX  bis  XXII)  bilden  wiederum  eine  Gruppe 
von  zusammengehörigen  Capiteln.  Dem  Charakter  der  in  Frage  kommenden 
Functionen  nach  könnte  man  übrigens  auch  schon  die  am  Schlüsse  des 
Capitel  XVIII  gegebenen  Entwickelnngen  über  Differentialgleichungen  hierzu 
rechnen.  Es  folgt  zunächst  in  zwei  Capiteln  (XIX  und  XX)  eine  sehr 
interessante  Theorie  der  conformen  Abbildungen,  welche  bis  hierhin  ver- 
schoben wurde,  um  auf  diese  Weise  den  Eingang  zu  den  Untersuchungen 
von  Schwarz  über  Dreiecksfunctionen  zu  gewinnen,  sowie  dann  weiter 
zu  den  Untersuchungen  von  Klein  und  Poincar6  über  automorphe 
Functionen.  Capitel  XIX  giebt  ausser  allgemeinen  analytischen  Grundlagen 
der  conformen  Abbildungen  eine  grosse  Beihe  von  Beispielen,  wobei  vor 
Allem  die  von  Möbius  als  Kreisverwandtschaften  bezeichneten  Abbildungen 
und  deren  von  Klein  gelieferte  Artentheilung  Berücksichtigung  finden. 
Biemann's  Grundsatz  von  der  Möglichkeit,  einfach  zusammenhängende 
Bereiche  auf  einander  conform  abzubilden ,  ist  an  die  Spitze  von  Capitel  XX 
gestellt.  Die  Anwendungen  beziehen  sich  auf  die  Abbildung  von  Polygonen 
mit  geradlinigen  oder  kreisförmigen  Grenzen  auf  eine  Halbebene.  Im  Be- 
sonderen wird  wieder  auf  Dreiecksfunctionen  specificirt,  und  zumal  auf 
diejenigen,  welche  in  der  Theorie  der  regulären  Körper  auftreten. 

Herr  Forsyth  ist  solchergestalt  an  die  Theorie  der  automorphen 
Functionen  unmittelbar  herangekommen,  und  es  lag  der  Wunsch  nahe, 
dem  Leser  auch  noch  hiervon  ein  kurzes  Bild  zv  vermitteln.  Diesem  Zwecke 
dienen  die  beiden  Schlusscapitel ,  die  gruppentheoretisch  bez.  functionen- 
Üieoretisch  gehalten  sind ,  und  die  sich  an  die  Theorie  der  Modulfunctionen, 
sowie  an  die  bekannten  Arbeiten  Poincar6's  anschliessen«  Es  sollte  sich 
hier  natürlich  nur  um  einige  Stichproben  dieser  ausgedehnten  Theorie 
handeln,  wobei  übrigens  bemerkt  sein  mag,  dass  die  Begriffe  der  eigent- 
lichen und  uneigentlichen  Discontinuität  zwar  nach  den  bezüglichen 
Poincar6'schen  Festsetzungen  (in  den  Acta  mathem.  Bd.  III  S.  57)  ge< 
braucht  sind;  dass  aber  der  Zweckmässigkeit  dieser  Festsetzungen  berech- 
tigte Bedenken  entgegenstehen.  Die  Folge  ist  z,  B.  die  Inconvenienz,  dass 
die  von  Bianchi  u.A.  untersuchte  Gruppe  mit  ganzen  complexen  Coeffi* 
cienten  der  Form  {a  +  ih)  hier  uneigentlich  discontinuirlich  heisst,  ob- 
wohl  ihr   eine   reguläre  Eintheilung   des  Baumes  in  endlich  ausgedehnte       j 
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Polyeder  zur  Seite  steht.  Im  fanctionentheoretisohen  Capitel  (XXII)  werden 
ausser  eiDigen  auf  die  Theorie  der  regulttren  Körper  bezüglichen  £nt- 
wickelnngen  die  Poincar^'schen  6 Reihen  ausJfUhrlicher  betrachtet  Eben 
diese  Reihen  waren  es»  yermSge  deren  Poincarö  seiner  Zeit  die  Existenz  der 
automorphen  Functionen  bewies.  Hierbei  darf  bemerkt  werden,  dass  die 
inzwischen  auf  das  Schwarz*sche  alternirende  Verfahren  basirten  direeten 
Existenzbeweise  der  automorphen  Functionen  nicht  nur  Yollen  Ersatz  ftir 
die  Poincar6'schen  Beweismethoden  liefern,  sondern  nach  gewisser  Seite 
hin  sich  als  weitertragend  erweisen. 

Der  grosse  Werth  des  Forsjth 'sehen  Werkes  als  eines  zuverlftssigen 
Handbuchs  der  modernen  Functionentheorie  wird  nur  noch  erhöht  durch 
mehrere  ausführliche  Sach-  und  Autorenregister,  welche  dem  Schlüsse  des 
Buches  angehängt  sind.  R.  Frickb. 

Stadien  über   die  Eeduetion   der  Potentialgleichnng  auf  gewöhnliche 

Differentialgleichiingen.     Ein  Anhang   zu    Heinb's  Handbuch  der 

Engelfunctionen.  Von  Dr.  E.  Habntzschbl.   G.  Reimer.   Berlin  1893. 

180  S.   6Mk. 

Nachdem  Lam6  das  System   der  dreifach  orthogonalen  krummlinigen 

Coordinaten,  speciell  zur  Behandlung  des  Ellipsoidproblems  die  elliptlBdien 

Coordinaten  eingeführt  hatte,   entstand  die  Frage,  ob  ausser  den  FlBchen 

zweiten  Grades  noch  weitere  sich  rechtwinklig  schneidende  Flftchenschaaren 

vorhanden  sind.    Als  solche  wies  Herr  Moutard  die  CjklidenflSchen  nach, 

welche  später  auch  von  Herrn  Darboux  und  Herrn  Wanger  in  auf  anderem 

Wege  gefunden  worden  sind.  Weitere  Beispiele  von  solchen  Flächengattungen 

kennt  man  bis  jetzt  nicht. 

In  innigem  Zusammenhang  mit  dieser  Frage  steht  die  andere:  Ffir 
welche  Körper  ist  es  möglich,  bei  der  Berechnung  des  Potentials  die 
Potentialgleichung  AF=0  auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen  zn  re- 
duciren?  Die  Herren  Schwarz,  Wangerin  und  Darboux  haben  sich 
mit  diesem  Gegenstande  eingehend  beschäftigt.  Die  vorliegende  Arbeit 
stellt  sich  als  eine  wesentliche  Ergänzung  und  werthvolle  Fortsetzung  dieser 
Untersuchungen  dar.  Es  ist  zu  einem  Theile  eine  zusammenhängende  Dar- 
stellung der  vom  Verfasser  schon  früher  an  verschiedenen  Stellen  veröffent- 
lichten Resultate  (E.  Haentzschel,  „üeber  das  Cartesische  Oval^ 
Grunerts  Archiv  69,  1883.  —  „üeber  die  Reduction  der  Gleichung  AF=0 
auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen.  Ein  Beitrag  zur  Theorie  der 
Lam6*schen  Functionen  zweiter  Ordnung. **  Inauguraldissertation.  Jena 
(Berlin,  Majer  und  Müller)  1883.  —  „üeber  den  functionentheoretiscben 
Zusammenhang  zwischen  den  Lam6'schen,  Laplace'schen  und  Sessel- 
sehen  Functionen.''  Schlömilch's  Zeitschr.  für  Mathem.  und  Physik  31, 
1886.  —  „Zur  Theorie  der  Functionen  des  elliptischen  Cylinders*.  Programm 
des  Realgymnasiums  zu  Duisburg  1886. «—  „üeber  die  Differentialgleichung 
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der  Fnnctioneii  des  parabolischen  Cylinders.''  Sohlömilch's  Zeitschr.  für 
Maihem.  und  Pbysik  33,  1888.  —  „Ueber  die  Fonrier-BesseTsche 
Transscendente/  Sohl  ömilch'sZeitschr. für  Mathem.  und  Pbysik 33, 1888.— 
»Beitrag  zur  Tbeorie  der  Functionen  des  elliptischen  und  des  Ereiscjlinders." 
Programm  der  III.  städtischen  Realschule  zu  Berlin  1889). 

Die  Hauptresultate  der  Herrn  Wangerin  zugeeigneten  Arbeit  sollen 
kurz  angedeutet  werden  (vergl.  das  Referat  in  den  Verhandlungen  der  physi- 
kalischen Gesellschaft  zu  Berlin.    Jahrg.  12  Nr.  1). 

Herr  Wangerin  hatte  in  seiner  Preisarbeit  gefunden ,  dass  die  Rednction 
der  Potentialgleichung  auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen  nur  für  solche 
Rotationskörper  ausführbar  ist ,  deren  Meridiancurve  die  ebene  algebraische 
Isothermencurve 

{a?  +  r^^  +  Ax{a?+  r«)  +  B{iK?  +  r^)  +  07^  + Dx  +  E=0 

darstellt.  Der  Verfasser  findet  eine  viel  allgemeinere  Meridiancurve  >  näm- 
lich jede  ebene  algebraische  Isotherme,  definirt  durch 

x  +  ir  =  F{t  +  iu),    F'*{t  +  iu)'=AF*  +  BF^  +  CF^  +  B'F  +  Ä\ 

Als  Fundamentalcurve  ergiebt  sich  das  cartesische  Oval,  das  durch 
eine  Inversion  mit  reellen  Coefficienten  die  Curve  des  Herrn  Wangerin, 
durch  eine  solche  mit  complexen  Coefficienten  die  Curve 

Ä{a?  +  r^y+Bx{x^+f^  +  Cr{a^+f^)  +  Dx^  +  Er^ 
+  Fxr+Gx  +  Hr  +  J=^0 
liefert.     Ans    der    letzteren'   erhält   man   Rotationskörper  von  der   achten 
Ordnung.    Vermittelst  der  Transformationstheorie  der  elliptischen  Functionen 
Iftsst    sich    leicht  übersehen,    dass   die  Zahl    der   Meridiancurven    ins    un- 
begrenzte gesteigert  werden  kann. 

Die  Lösung  des  in  Rede  stehenden  Problems  hängt  für  Rotations- 
körper ab  von  der  Integration  einer  Differenti^leichung  zweiter  Ordnung^ 
durch  welche  gewisse  L am ^ 'sehe  Functionen  zweiter  Ordnung  definirt 
werden.  Der  Verfasser  unterscheidet  zwei  Typen  von  derartigen  Lam^- 
schen  Functionen;  der  erste  ist  definirt  durch: 

der  zweite  durch:       ^^         _  ,  .,  .  _ 

d^y  ^  ra{ei  -  e^)(ei  ~  e,)      ^^1 

du^      L         pu  --  ex  J 

Unter  den  verschiedenen  Gattungen,  die  jeder  der  beiden  Typen  ent- 
hält, werden  besonders  zwei  hervorgehoben,  die  Lam6-Hermite'schen 
und  die  Lamö-Wangerin'schen  Functionen,  dort  ist  a  «»  n{n  +  1),  hier 

ist  of  =»  V*  —  j}    wo  w  und  v  ganzzahlig   sind.     Ordnet   man   den  Lam6- 

Hermite'schen  beziehungsweise  Lam^-Wangerin'schen  Functionen  vom 
ersten  Typus  gevrisse  Functionen  e  zu^   so   erhält   man   eine  Classe    von       r 
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Biemann'schen  P  Functionen  mit  vier  Bingalären  Stellen  von  der  Eigen- 
schaft, das  eine  Mal  an  der  Grenze  Laplace'sohe  Fnnctionen  zweiter 
Ordnung  beziehungsweise  Engelf imctionen  darzustellen,  welche  Fnnctioiien 
selbst  wiederum  an  der  Grenze  in  BesseTsche  Functionen  entarten,  oder 
(bei  einem  anderen  Grenzübergang)  in  gewisse  Biemann'sche  P  Functionen 
mit  drei  singulären  Stellen  überzugehen.  Ordnet  man  ebenso  den  Lam^- 
Hermite'schen  beziehungsweise  Lam6-Wangerin'schen  Functionen  vom 
zweiten  Typus  gewisse  0  Functionen  zu,  so  ergiebt  sich  eine  Classe  Ton 
Bie mann 'sehen  P  Functionen  mit  vier  singulSren  Stellen  von  der  Eigen- 
schaft, das  eine  Mal  an  der  Grenze  geschlossene  einfach  periodische  Func- 
tionen darzustellen  y  oder  in  gewisse  Bie  man  nasche  P  Functionen  mit  drei 
singulären  Stellen  überzugehen. 

Der  Verfasser   betrachtet   sodann   die   Lam^'sche   Fancüon    höherer 
Ordnung,  definirt  durch: 

WO  <p(x)  und  ^(:r)  ganze  rationale  Fnnctionen  s^^  beziehungsweise  s  —  2*™ 
Grades  von  x  bedeuten,  und  legt  sich  die  Frage  vor,  wann  ist  diese 
Differentialgleichung  in  geschlossener  Form  integrirbar,  im  Besonderen, 
wann  ist  das  Product  v  der  beiden  particuldren  Integrale  oder  eine  Potenz 
derselben  ff  eine  ganze  rationale  Function?  In  Yeryollständigun^  der 
bezüglichen  Brioschi'schen  Untersuchungen  zeigt  sich,  dass  im  Allgemeinen 
r  höchstens  »  2  sein,  dass  aber,  wenn  (p(x)  einen  quadratischen  Factor 
besitzt,  r  jeden  Werth  annehmen  darf.  Ferner  ergiebt  sich  das  Besnltati 
welches  bisher  nur  für  specielle  Fälle  bekannt  war:  Ist 

if^F(x)'^I^.Q,     P— ir?+...,     g  — fc*'+..., 

und  deünirt  die  Differentialgleichung  die  verallgemeinerte  Lam^-Hermite- 
sche  Function,  so  muss  ^/^  _l  «       o\ 

sein;  definirt  sie  die  verallgemeinerte  Lamö-Wangerin'sche  Function,  eo 

mnss                                             (2p  +  l)(29  +  2s-3) 
ofo- 1 

sein;  definirt  sie  die  verallgemeinerte  Laplace'sche  Function,  so  muss 

(rQ  +  l){rQ  +  l+r8-2r) 
^0" ^ 

sein.  Ein  Nebenresultat  dieser  interessanten  üntersuchnng  ist  die  ezplicite 
Integration  der  verallgemeinerten  Lame -Herrn  ite'schen  Differential- 
gleichnng  für  n  —  1,  s  =-  3;   w  =-  1,  s  —  4. 

Es  wird  noch  gezeigt,  dass  die  Gauss 'sehe  hypergeometrische  Beihe, 
die  Biemann'sche  P  Function  mit  drei  singulftren  Stellen  und  die  Heine- 
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8cbe  Engelfuiiction  höherer  Ordnung  s&mmtlich  durch  Laplace'sche  Func- 
tionen zweiter  Ordnung  darstellbar  sind. 

Bei  der  Reduction  der  Potenüalgleichnng  für  Körper,  die  von  Gjlinder- 
flftcben  zweiten  Grades  und  den  aus  diesen  durch  die  Transformation  mittelst 
reciproker  Radienvectoren  entstehenden  begrenzt  sind,  gelangt  man  zu  den 
Functionen  des  elliptischen  nnd  des  Ereiscylinders.  Hieryon  handelt  der 
fünfte  Theil,  wo  der  Verfasser  Anlass  nimmt,  auf  eine  Bruns'sche  Arbeit 
[,^üeber  eine  Differentialgleichung  der  Stönmgstheorie'^  Astronomische 
Nachrichten  Nr.  2533  (1883)  und  Nr.  2553  (1884)]  genauer  einzugehen 
und  dieselbe  in  wesentlichen  Funkten  zu  ergänzen.  Diese  Betrachtungen 
werden  specialisirt  und  auf  die  Bessel'sche  Transscendente  angewendet, 
um  die  bezüglichen  Cayley'schen  Untersuchungen  zu  vertiefen.  Es  folgt 
eine  Auseinandersetzung  mit  Herrn  Hamburger  wegen  der  kritischen  Be- 
merkungen,  die  in  der  Arbeit  Crelle's  Journal  103  gegen  die  Cayley'sche 
Arbeit,  Crelle's  Journal  100,  erhoben  worden  sind.  Die  Polemik  dreht 
sich  um  die  Frage:  Haben  nur  die  Normalintegrale  mit  geschlossener 
Potenzreihe  Existenzberechtigung^  wie  Herr  Hamburger  meint,  oder  sind 
auch  divergente  Entwickelimgen  zulässig,  was  Herr  Haentzschel  behauptet? 

Das  Problem,  die  Bewegung  der  Wärme  im  Rotationsellipsoid  zu  be- 
stimmen,  führt  nach  Heine  zu  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung,  deren  Integral  eine  Cylinderfunction  dritter  Ordnung  ist.  Nach 
Andeutungen,  die  Heine  in  seinem  Handbuch  über  die  Weiterführung  der 
Untersuchung  gemacht  hat,  wendet  der  Verfasser  die  Hermite'sche  Methode 
axir  Integration  dieser  Differentialgleichung  an,  für  deren  Integral  der 
Name  ^^Heine^sche  Function'^  in  Vorschlag  gebracht  wird.  Es  wird  die 
Bedingung  ermittelt,  unter  welcher  die  Heine'sche  Function  in  geschlossener 
Form  darstellbar  ist,  und  für  diesen  Fall  werden  die  geschlossenen  Normal- 
integrale aufgestellt.  Die  Besultate  werden  für  den  Fall  der  y,hyper- 
Beaserschen  Transscendente'^  specialisirt.  Hieran  schliessen  sich  Beihen- 

entwickelungen   des   allgemeinen  Integrals,    die  nach  Potenzen  von  

g  o       7  cos  et* 

und  nach  solchen  von  -: aufsteigen.      Die    vorliegende  Function    hat 

sm  BU  ° 

noch  insofern  ein  besonderes  Interesse,  als  sich  zeigen  lässt,  dass  die 
Kugelfhnctionen,  welche  schon  vorher  als  Grenzfälle  der  den  Lamö- 
Wangerin'schen  Functionen  zweiter  Ordnung  adjungirten  Functionen  er- 
schienen waren^  auch  als  specieller  Fall  in  der  der  genannten  Cylinderfunction 
dritter  Ordnung  adjungirten  Function  enthalten  sind.  £,  Jahnke. 

0.  Flor,  Lösung  des  Problems:   „Die  Quadratur  des  Kreisest    Berich- 
tigung der  Zahl  n.    Stieda.     Riga  1892. 
Der  Werth   der  Zahl   n  wird   berichtigt,    n   ist  nicht » 3, 1415 ... , 
sondern  gleich  3,21  E.  Jahnkp. 
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P.  MioHELSEN,  Die  bestimmten  algebraischen  Gleichungen  des  ersten 
bis  vierten  Grades.  Nebst  einem  Anhang :  Unbestimmte  Gleichungen. 
C.  Meyer.    Hannover  1893.    306  S.    4  Mk. 

Dass  auch  der  Verfasser  sich  die  Frage  vorgelegt  hat,  ob  das  Er* 
scheinen  seines  Baches  einem  fühlbaren  Bedürftiiss  abhelfe,  geht  ans  einer 
Stelle  der  Einleitung  hervor.  Dieselbe  Stelle  lässt  aber  gleichzeitig  ver- 
muthen ,  dass  der  Verfasser  die  neuerdings  erschienenen  Aufgabensammlungen, 
insbesondere  die  von  Herrn  Wrobel  («üebungsbuch  zur  Arithmetik  und 
Algebra"  Werther.  Rostock  1889)  nicht  kennt  oder  zu  ingnoriren  ent- 
schlossen ist.  Denn  von  einem  Fortschritt  etwa  gegen  das  eben  erwähnte 
üebungsbuch  weiss  selbst  der  Verfasser  nicht  zu  berichten. 

Indessen  hat  das  vorliegende  Buch  als  Aufgabensammlung,  welcher 
zahlreiche  Winke  und  in  einem  Anhange  auch  die  Resultate  beigegeben 
sind ,  immerhin  Anspruch  auf  Beachtung.  £),  Jabhkb. 


Anwendung  der  Ausdehnungsldhre  auf  die  allgemeine  Theorie  der 
Ranmcurven  und  krummen  Flächen.  Beilagen  zu  den  Programmen 
der  lateinischen  Hanptschule  in  Halle  a.  S.,  Ostern  1886,  1888,  1893; 
Programm  Nr.  217,  220,  237.  Von  Oberlehrer  Dr.  Hermam» 
Gbassmann. 

Diese,  einige  achtzig  grosse  Quartseiten  umfassende  Arbeit  ist  als 
die  erste  im  Drucke  erschienene  zu  bezeichnen,  die  Raumcurven  und 
krumme  Flächen  mittelst  der  Streckenrechnung  im  Sinne  H.  G.  Grass- 
mann 's  betrachtet,  welche  Rechnungsart  wesentlich  einfacher  als  die 
Hamilton'sche  Quatemionenrechnung  ist. 

Der  Herr  Verfasser  hat  die  Streckenrechnung,  insoweit  solches  fOoc 
seine  Zwecke  nOthig  war,  nicht  im  Zusammenhange  seiner  üntersucbnng 
vorausgeschickt,  sondern  jeder  Abtheilnng  derselben  die  erforderlichen  Sätze 
der  Rechnung  mit  Strecken  vorangehen  lassen,  um  dem  Les^  möglichst 
rasch  den  Nutzen  der  neuen  Rechnungsart  erkennbar  zu  machen ,  ihn  nicht 
mit  ausführlichen  rein  theoretischen  Dingen  der  Streckenrechnung  zu  er- 
müden, ehe  derselbe  eine  Anwendung  sieht 

Dadurch  ist  nun  freilich  die  Entwickelung  dieses  Theiles  seiner  Arbeit 
eine  weniger  exakte  geworden ,  was  sich  jedoch  mit  Rücksicht  auf  deren  Zweck 
und  die  beschränkte  Bogenzahl  bei  Progamm  •  Abhandlungen  sehr  wohl  ent^ 
schuldigen  lässt,  zumal  auch  heute  noch  von  solcher  Seite  das  Studium 
der  Ausdehnungslehre  als  schwierig  bezeichnet  wird,  ihr  noch  Vorurtheüe 
entgegen  gebracht  werden,  von  der  es  nicht  zu  erwarten  sein  dürfte. 

Diese  Schwierigkeit  hat  vorzugsweise  ihren  Qrnnd  in  der  derzeitigen 
Richtung  des  Studiums  unserer  angehenden  Mathematiker,  denen  es  im 
Allgemeinen,  selbst  nach  abgeleistetem  Staatsexamen  und  Doctorexamen, 
Mühe   macht,  sich  anderen,   tieferen  geometrischen  Begriffen  anzupassen« 
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währond  ftltere  Ingenienre  gegenwärtig  mit  verhfiltnissm&ssiger  Leichtigkeit 
und  mit  Freudigkeit  sich  in  den  anfangs  etwas  fremdartig  erscheinenden 
Gegenstand  hineinarbeiten,  was  mich  die  Erfahmng  lehrt. 

Zunächst  ist  es  geboten,  den  Gang  der  Abhandlung  zu  charakterisiren, 
welche  dreizehn  Abschnitte  umfasst. 

Der  örste  Abschnitt  entwickelt  das  Additionsgesetz  der  Strecken,  das 
Süssere  Prodnct  aus  zwei  und  das  ans  drei  Strecken,  den  Begriff  der  Er- 
gänzung eines  Parallelogrammes,  das  innere  Product  aus  zwei  Strecken  und 
giebt  die  Differentiationsregeln  für  das  äussere  und  das  innere  Product  aus 
zwei  Strecken. 

Während  in  der  Quatemionentheorie  das  Product  aus  zwei  und  aus 
mehreren  Strecken  im  Allgemeinen  die  Summe  aus  einer  Zahl  und  einer 
Strecke  ist,  bedeutet  das  äussere  Product  aus  zwei  Strecken  das  durch  sie 
bestimmte  Parallelogramm  mit  Rücksicht  auf  den  Entstehungssinn  des 
letzteren,  das  äussere  Product  aus  drei  Strecken  das  durch  diese  Strecken 
als  in  einer  Ecke  zusammenstossende  Kanten  bestimmte  Parallelepiped 
mit  Bttcksicht  auf  den  Entstehungssinn  des  letzteren.  Unmittelbar  fällt  in 
die  Augen,  dass  H.  6.  Grassmann  den  natürlichen  Weg  ging.  Die  Er- 
gänzung eines  Parallelogrammes  ist  eine  zu  ihm  senkrechte  Strecke  ^  deren 
Lftnge  gleich  der  Flächenzahl  des  Parallelogrammes  ist,  und  erscheint,  vom 
Endelemente  einer  solchen  Strecke  aus  gesehen,  der  Entstehungssinn  des 
Parallelogrammes  positiv.  Das  innere  Product  aus  zwei  Strecken  ist  gleich 
dem  Prodncte  aus  ihren  Längen  und  dem  Cosinus  des  von  ihnen  ein- 
geschlossenen Winkels. 

Nun  werden  im  zweiten  Abschnitte,  nachdem  daselbst  die  Fahrstrahl- 
gleichung einer  Baumourve  in  kurzer  Fassung  aufgestellt  worden  ist, 
Streckengleichungen  für  die  Tangente,  die  Schmiegungsebene  und  die  erste 
Krümmung  einer  solchen  Curve  abgeleitet. 

Der  dritte  Abschnitt  enthält  weitere  Belehrung  über  die  Strecken- 
rechiiung,  er  giebt  äussere  und  innere  Producte  höherer  Art,  von  Parallelo- 
grammen, innere  Producte  von  Parallelogrammen  und  Strecken. 

Im  vierten  Abschnitte  werden  nun  die  erste  Krümmung  in  etwas 
anderer  Weise,  die  zweite  Krümmung  und  die  Schmiegungskugel  einer 
Baumcnrve  behandelt. 

Der  fünfte  Abschnitt  giebt  die  Elemente  der  Lehre  von  den  dreizeiligen 
Determinanten  und  einige  weitere  Sätze  der  Streckenrechnung. 

Der  sechste  Abschnitt  ist  der  Ableitung  der  Fahrstrahlgleichung  der 
krummen  Flächen,  der  Tangentenebene,  der  Flächennormalen  und  den 
Curven  auf  einer  Fläche  gewidmet. 

Im  siebenten  Abschnitte  stossen  wir  auf  das  Krümmungsmaass  und 
die  Abwickelung  der  Flächen. 

Der  achte  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  den  ebenen  Schnitten,  den 
Normalschnitten,  schiefen  Schnitten  und  Hauptschnitten  einer  Fläche.  ^  j 
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Der  neunte  Abschnitt  erzählt  von  den  Erümmungslinien  nnd  den  con- 
jugirten  Richtungen  auf  einer  Fläche. 

Der  zehnte  und  elfte  Abschnitt  belehren  uns  Über,  die  Asymptoten- 
linien  und  die  geodätischen  Linien  auf  Flächen. 

Im  zwölften  Abschnitte  finden  wir  die  geradlinigen  und  die  abwickel- 
baren Flächen. 

Endlich  giebt  uns  der  dreizehnte  Abschnitt  Aufschluss  über  die  Mininuü- 
fläcben. 

Der  Entwickelungsgang  schliesst  sich  somit  an  den  von  Joachims- 
thal  in  seinem  Werke  über  die  Anwendung  der  Differentialrechnung  auf 
die  Untersuchung .  von  Curven  und  Flächen  inne  gehaltenen  ungefähr  an, 
nur  sind  die  Gleichungen  der  geometrischen  Gebilde  von  anderer  Beschafifen- 
heit,  nämlich  rein  geometrischer  Natur,  wodurch  die  Behandlung  des 
Stoffes  einfacher,  leichtlebiger  sich  gestaltet 

Denselben  Gegenstand  hat  Herr  Professor  Dr.  F.  Gräfe  in  seinen  « Vor- 
lesungen über  die  Theorie  der  Quaternionen"  (Leipzig,  B.  G.  Teubnerl883) 
kurz  in  ähnlicher  Weise  besprochen.  In  beiden  Fällen  sind  die  Gleichungen 
der  Baumcurven  und  Flächen  dieselben. 

DEtdurch  ist  der  Leser  in  der  Lage,  nunmehr  selbst  zu  entscheiden, 
dass  in  der  Geometrie  die  Streckenrechnung  nach  Grassmann  der  Rech- 
nung mit  Quatemionen  vorzuziehen  ist,  gewisse  Fälle  ausgenommen,  wo 
die  mittlere  Multiplication  (die  Quaternionenrechnung)  fast  von  selbst  in 
die  Untersuchung  eintritt  Auch  diese  Fälle  gestalten  sich  nunmehr  m- 
facher,  denn  wir  haben  die  sehr  störenden  Zeichen  8^  T,  {7,  7  der 
Quaternionenrechnung  nicht  mehr  nöthig.  Von  dieser  mittleren  Multipli- 
cation hatte  der  Herr  Verfasser  keinen  Gebrauch  zu  machen« 

Wie  der  Titel  der  Abhandlung  aussagt,  giebt  sie  keine  anskljtisehe 
Geometrie,  sondern  nur  einen  wesentlichen  Theil  derselben. 

Ist  Q  der  Fahrstrahl  einer  Raumcurve,  t  eine  Zahlvariable,  sind  e^, 
fg  und  C3  drei  nicht  einer  Ebene  parallele  Strecken,  dann  ist 

^  =  VtAWn=-P(0 

die  Fahrstrahlgleichung  der  Raumcurve. 

Ist  Q  der  Fahrstrahl  einer  Fläche,  sind  u  und  v  von  einander  nn- 
abhängige  Zahlvariablen,  dann  ist 

s 
9  ^^k  fk{u,  v)  ik  =  JP(w,  t;) 

die  Fahrstrahlgleichung  der  Fläche. 

Nur  mittelst  dieser  Gleichungen  führt  der  Herr  Verfasser  seine  Unter- 
suchungen durch,  sie  sind  es,  welche  für  einen  Theil  der  theoretischen 
Mechanik  von  grosser  Wichtigkeit  sind,  eine  viel  elegantere  nnd  ezactere 
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Behandlongsweise  dieses  Theiles  herbeiführen,  als  solches  mittelst  der  ge- 
wöhnlichen Coordinatengleichungen  möglich  ist,  denn  jedes  mit  ihnen  er- 
zielte Besnltat  lässt  fast  anmittelbar  eine  mechanische  Deatang  zu. 

Die  in  der  Abhandlang  für  Strecken  und  Zahlen  verwendeten  Zeichen 
werden ;  so  weit  ich  die  Sache  übersehe,  jedenfalls  späterhin  eine  Aendernng 
erfahren y  woraaf  ich  besonders  aafmerksam  mache,  wenngleich  diese  Zeichen 
mit  den  von  unseren  genialen  H.  G.  Grassmann  benatzten  identisch  sind. 
Nach  meiner  Meinang  dürfen  wir  die  Zahlen  niclit  durch  griechische  und 
die  Strecken  durch  lateinische  Bachstaben  benennen,  sondern  wir  müssen 
timgekehrt  Yorgehen.  Bisher  ist  es  fast  durchweg  gebräuchlich  gewesen, 
für  die  Bezeichnung  der  Zahlen  die  Buchstaben  des  kleinen  lateinischen 
Alphabetes  zu  nehmen,  es  'ist  das  Lesen  yerschiedener  mathematischer 
Werke  nicht  angenehm,  wenn  unter  denselben  Zeichen  da  Zahlen,  dort 
Strecken  yerstanden  werden  müssen.  Nach  dieser  Richtung  hin  hat  jeden- 
falls Hamilton  richtig  disponirt.  Sollen  die  Grassmann  'sehen  Rechnungs- 
methoden sich  leicht  und  bald  einbürgern,  dann  haben  wir  sicher  diesen 
umstand  sehr  zu  beachten. 

Den  Radius  der  ersten  Krümmung  einer  Raumcurve  hat  der  Herr 
Verfasser  in  mehrfacher  Weise  abgeleitet,  es  fehlt  nur  noch  die  der  ge- 
wöhnlichen Formel  entsprechende  Streckenformel,  welche  sehr  leicht  her- 
zasteilen ist. 

Wie  schon  bemerkt ,  benutzt  der  Herr  Verfasser  nur  je  eine  Gleichung 
für  die  Curven  und  Flächen ,  er  discutirt  nicht  die  specielle  Flächengleichung 

^  =  a?fi+yea  +  /*(flj,y)f3, 
welche  aus  der  allgemeinen  Flächengleichung  leicht  resultirt,  auch  geht  er 
nicht  auf  specielle  Curven  und  Flächen  ein. 

Die  verwendeten  Gleichungen  sind  nicht  die  einzigen ,  welche  der  geo- 
metrische Kalkül  an  die  Hand  giebt,  vielmehr  sind  auch  noch  andere 
Gleichungen  aufstellbar,  die  besondere  Vortheile  bieten,  so  z.  B.  existirt 
ffir  die  Flächen  zweiten  Grades  eine  sehr  erspriessliche  Streckengleichung. 
Diese  Bemerkung  mache  ich  lediglich  deshalb,  um  dem  Leser  die  etwaige 
Meinung  zu  nehmen,  dass  wir  nur  mit  den  angeführten  Gleichungen  rech- 
nen können.  Hat  ja  bereits  Möbius  in  seinem  barjcentrisehen  Kalküle 
Punktgleichungen  von  Curven  und  Flächen  aufgestellt. 

Durchweg  sind  in  der  Abhandlung  die  Relationen  zwischen  den  car- 
tesischen  Coordinaten  nicht  berücksichtigt^  das  heisst  von  den  Strecken- 
gleichungen,  welche  die  Untersuchungsergebnisse  darstellen,  ist  nicht  zu  den 
entsprechenden  gewöhnlichen  Coordinatengleichungen  übergegangen  worden, 
was  nur  rein  mechanische  Rechnungsoperationen  erfordert  Diese  Gleichungen 
sind  immerhin  werthvoll,  sie  sind,  was  die  eigentliche  Entwickelung  an- 
langt, nebensächlicher  Natur. 

Für  das  leichtere  Verständniss  wäre  es  nicht  unzweckmässig  gewesen, 
an  einigen  speciellen  Curven  und  Flächen   zu   zeigen,    wie   die   Methode 
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praktisch  arbeitet,  zumal  Geometer  behaupten,  man  könne  nachH.  G.Grass- 
mann  wohl  Sätze  finden ,  aber  nicht  praktisch  rechnen,  welche  Behauptung 
total  aus  der  Luft  gegriffen  ist. 

Bei  der  geringen  freien  Zeit,  welche  einem  Gymnasiallehrer  fftr  Neben- 
arbeiten bleibt,  sind  die  beregten  fehlenden  Dinge  dem  Herrn  Verfasser 
nicht  anzurechnen. 

Die  Aufgabe,  welche  der  Herr  Verfasser  vor  mehreren  Jahren  sich 
stellte,  hat  er  durchweg  gelöst  Die  Entwickelung  ist  in  allen  ihren 
Theilen  correct,  die  Sprache  eine  leicht  verstftndliche.  Der  Leeer  moss 
durch  diese  Arbeit  zum  Studium  der  Werke  seines  Vaters  und  zur  ICit» 
Wirkung  an  der  Fruchtbarmachung  der  Bechnung  mit  geometrischen  GrOssen 
angeregt  werden. 

Um  so  mehr  kann  ich  die  Abhandlung  empfehlen,  da  ich  schon  seit 
einigen  Jahren  im  Besitze  einer  analytischen  Geometrie  auf  Grund  der 
Bechnung  mit  extensiven  Grössen  bin ,  fVac  welche  ich  denselben  Gegenstand 
discutiren  musste,  und  im  Ganzen  meine  Durchführung  mit  der  des  Herrn 
Verfassers  übereinstimmt,  was  zeigt,  dass  auf  beiden  Seiten,  unabhXngig 
von  einander,  richtig  gearbeitet  worden  ist. 

Möge  es  dem  Herrn  Verfasser  yergönnt  sein,  auch  in  Zukunft  seine 
Thfttigkeit  auf  dem  betretenen  Wege  fortzusetzen.       Fbrdinand  Krait. 
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Zur  Kreismessung  des  ArcMmedes. 

Von. 

Friedrich  Hültsch 

in  Dresden. 


S  o  Ix  1  u  «  s. 


m. 

ApoUonios  soll  in  seiner  Schrift  rnKvioxiov  (oben  S,  132  flg.)  die  Kreis- 
messang  des  Archimedes  dadurch  verbessert  haben,  dass  er  andere  Zahlen^ 
als  jener  bei  seinen  Näherungsrechnangen ,  anwendete  und  dadurch  die 
Grenzen  verengerte,  also  ein  genaueres  Endresultat  erzielte. 

Leider  ist  dieses  Zeugniss  so  kurz  gefasst,  dass  sich  daraus  nichts 
Zuverlässiges  über  die  Methode,  welche  ApoUonios  bei  seiner  Correctur 
anwendete,  entnehmen  lässt.  Doch  wird  unter  verschiedenen  möglichen 
Hypothesen  diejenige  den  grössten  Grad  von  Wahrscheinlichkeit  für  sich 
haben ,  welche  ein  Minimum  in  den  Abweichungen  von  der  Schrift  des  Archi- 
medes voraussetzt  und  dabei  doch  eine  Verbesserung  der  Ausrechnungen 
des  Vorgängers  nachweist. 

Folgende  Hypothesen  dürften  hier  in  Betracht  kommen.  ApoUonios 
kann  ein  anderes  Vieleck  als  das  Sechseck,  von  welchem  Archimedes  aus- 
gegangen ist,  zu  Grunde  gelegt  haben,  und  es  ist  in  dieser  Hinsicht  auf 
den  Versuch  des  Mathematikers  Antiphon  zu  verweisen,  der  um  zwei 
Jahrhunderte  früher  vom  eingeschriebenen  Quadrat  zum  Achteck,  Sech- 
zehneck u.  8.  w.  fortgeschritten  war.*  Oder,  wenn  er  mit  Archimedes  vom 
Sechseck  ausging,  so  konnte  er  etwa  über  das  96 eck  hinaus  noch  das 
192  eck  rechnerisch  verwerthen,  oder  er  konnte  zwar  mit  dem  96  eck  sich  be- 
gnügen ,  aber  für  )/3 ,  wovon  alle  Rechnungen  abhingen ,  genauere  Näherungs- 
werthe  ermitteln**,  oder  er  konnte  endlich  auch  alle  Voraussetzungen  des 
Archimedes  beibehalten  und  nur  die  starken  Kürzungen  der  auslaufenden 
Brüche,  die  jener  gewagt  hatte,  vermeiden. 


*  Bretschneider:  „Die  Geometrie  von  Euklides"  S.  101,  124  flg.,  Cantor, 
„Vorlegungen  1»"  S.  190. 

*^  Den  Weg,  wie  dies  leicht  zu  erreichen  war,  habe  ich  in  den  Näherungs- 
werthen  S.  404  Anmerkung  1  in  Verbindung  mit  S.  898  flg.  gezeigt 
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Wir  wenden  uns  also  der  letzten  von  diesen  Hypothesen  als  der  relativ 
wahrscheinlichsten  zu  und  nehmen  an ,  dass  Apollonios  lediglich  durch  ge- 
nauere Ausrechnungen  eine  engere  Begrenzung  für  n,  als  sein  Vorgfinger, 
ermittelt  hat. 

Darauf  weist  auch  der  Titel  der  Apollonischen  Schrift,  Jxvroxiov, 
hin.  Ein  ausgeliehenes  Kapital,  das  ist  ein  yerhSltnissmässig  grosser 
Betrag  Geldes,  gebiert  kleinere  Beträge,  die  als  Zinsen  an  den  Glftabiger 
abzuführen  sind.  Von  dem  Gebähren,  xUutv,  hiessen  bei  den  Griecben 
die  Zinsen  roxci.  Als  normaler  Zinsfuss  galt,  wie  auch  später  bei  den 
Römern,  1  Procent  monatlich.  Die  wirklich  vereinbarten  Zinsen  waren 
meist  höher,  doch  wurden  auch  diese  nach  Procenten  monatlich  gerechiiet, 
z.  B.  H  Drachme  auf  l  Mine  (=  100  Drachmen),  das  ist  18  Procent  jShr- 
lich."^  Aehnlich  nun  wie  die  Zinsrechnung  Ton  dem  Kapitale  zu  den  monat- 
lichen Hunderteln  herabstieg ,  so  gelangte  man ,  wie  nach  dem  Vorgänge 
des  Apollonios  Tor  kurzem  gezeigt  worden  ist,  von  den  grössten  Zahlen- 
betragen  durch  fortgesetzte  Division  zu  immer  kleineren,  jedesmal  in  den 
Rahmen  der  zweiten  Potenzen  von  100,  das  ist  der  Myriaden,  einzuord- 
nenden Beträgen ,  bis  man  endlich  auch  die  als  Rest  verbliebenen  Einheiten 
in  so  und  so  viele  (ivgioatd,  und  wenn  nöthig,  auch  SivrsQct  yiVQiooxd  u.  s.  w. 
theilte.  In  diesem  Sinne  hat  Apollonios  für  seine  Schrift  über  die  Brach- 
rechnung den  Titel  cdxvto'xcov,  das  ist  die  schnelle  Berechnung  auch  der 
kleinsten  Theile,  gewählt. 

Sein  Ziel  war,  wie  gesagt,  die  genauere  Darstellung  der  Brüche, 
welche  in  der  Archimedischen  Kreismessung  vorkamen.  Wenn  er  seine 
Methode  als  ein  schnelles  Verfahren  bezeichnete,  so  dürfen  wir  dieses 
Beiwort  nicht  vom  modernen  Standpunkte  aus  beurtheilen.  Die  Apollonische 
Rechnung  nach  fiygioard  nähert  sich  sehr  der  uns  geläufigen  decimalen 
Bruchrechnung,  zeigt  sich  aber  doch,  weil  die  modernen  Ziffern  mit  der 
Null  und  die  streng  dekadische  Stellenbezeichnung  fehlten ,  als  recht  unge- 
füge und  steht,  wie  schon  bemerkt  wurde,  wenn  einmal  mit  griechischen 
Zahlenbezeichnungen  gerechnet  werden  musste,  an  bequemer  Handhabung 
weit  hinter  der  Sexagesimalrechnung  zurück.  Allein,  wenn  man  mit 
schnellem  Rechnen  ein  sicheres  Rechnen  meint,  das  heisst  ein  solches, 
welches  nicht  zwischen  verschiedenen  Näherungsversuchen  und  Kürzungen 
gemeiner  Brüche  hin  und  her  schwankt,  sondern  für  die  Theilung  der 
Einheiten  dieselbe  Gruppirung  nach  Myriaden,  wie  für  die  Vervielfältigung 
der  Einheiten,  durchführt,  so  kann  man  dem  Apollonios  nur  Recht  geben. 

Denn  dass  Ärchimedes  im  Laufe  seiner  Ausrechnungen  nicht  nur  alle 
Brüche  stark  gekürzt,  sondern  aus  verschiedenen  Rücksichten  einige  Male 
auch  Näherungswerthe  gewählt  hat,   die  mehr  von  dem  anfänglich  berech- 


♦  Vergl.  „GriechiBche  Privatalterthümer "  von  K.  Fr.  Hermann,  3.  Auflage 
von  H.  Blümner,  S.  457  flg. 
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neten  genaueren  Bruche  abweichen,  als  es  sein  sollte,  habe  ich  in  der 
Schrift  über  die  Näherungswerthe  ausführlich  gezeigt.  Zwar  hat  ihn  seine 
Meisterschaft  in  der  Theorie  wie  in  der  Praxis  des  Rechnens  davor  bewahrt, 
Fehler  in  das  Endresultat  zu  bringen  (seine  Grenzwerthe  sind  und  bleiben 
die  besten ,  nach  den  gegebenen  Voraussetzungen  erreichbaren) ;  allein  einem 
zeitgenössischen  Mathematiker,  der  sich  die  Mühe  nahm,  die  von  Archi- 
medes nur  entfernt  angedeuteten  Ausrechnungen  Zug  um  Zug  zu  controliren, 
war  es  gewiss  nicht  zu  verdenken,  wenn  er  Anstoss  an  den  scheinbaren 
Willkürlichkeiten  nahm  und  eine  sichere  Methode  der  Ausrechnung  in 
Vorschlag  brachte. 

Das  scheint  Apollonios  in  seinem  o'icvroxtov  gethan  zu  haben,  und 
zwar  nach  der  mehrerwShnten  Methode  der  myriadischen  Theilung. 

Lassen  wir  diese  Hypothese  zu,  so  ist  auch  der  Versuch  gestattet, 
jetzt  noch  dem  Apollonios  ebenso  nachzurechnen,  wie  dieser  einst  dem 
Archimedes  nachgerechnet  haben  mag. 

Jedenfalls  hat  er  bei  Ausrechnung  von  Quadratwurzeln  alle  (ivQioctd 
ermittelt,  vielleicht  auch  darüber  hinaus  eine  Annäherung  im  Rahmen  der 
öevTBga  (AVQioaxd  gesucht.  Wie  weit  er  bei  der  Quadrirung  von  Zahlen, 
welche  aus  Ganzen  und  Myriadenbrüchen  gemischt  waren,  die  Stellen  aus- 
gerechnet hat,  lässt  vor  der  Hand  sich  nicht  entscheiden.  Wahrscheinlich 
hat  er  hier  möglichst  gekürzt,  da  später  durch  Summirung  grösserer 
ganzer  Zahlen  und  dann  durch  erneutes  Wurzelausziehen ,  auch  eine  stärkere 
Kürzung  des  im  Radicandus  auslaufenden  Bruches  zu  keinem  andern  Be- 
trage von  (ivQioaxd  der  Wurzel  führte ,  als  aus  dem  ungekürzten  Brnchtheile 
des  Radicandus  sich  ergeben  hätte. 

Ausserdem  war  vorzusehen,  nach  welcher  Seite  hin  an  jeder 
Stelle  der  Rechnung  die  Brüche  zu  kürzen  waren.  Denn  im  ersten  Theile 
des  Archimedischen  Beweises  zum  dritten  Satze  der  Kreismessung  waren 
von  Anfang  herein  statt  der  genaueren  Beträge,  welche  Schritt  für 
Schritt  herauskamen,  jedesmal  kleinere  angenäherte  Werthe  einzusetzen, 
so  dass  am  Ende,  wo  der  Bruch  umgekehrt  wird,  eine  Annäherung,  die 
grösser  als  der  zuletzt  berechnete  Betrag  ist,  herauskam.*  Im  zweiten 
Theile  des  Beweises  war  allenthalben  im  entgegengesetzten  Sinne  zu  verfahren.** 

So  konnte  Apollonios  bei  der  Correctur  des  ersten  Theiles  der  Archi- 
medischen Ausrechnungen,  je  nachdem  er  kürzte,  zu  folgenden  Endergeb- 
nissen gelangen,  wobei  ich  statt  der  schwerflllligen  Bezeichnung  nach 
lAVQioard  und  öevtsga  fivQtoaxd  reguläre  Decimalbrüche  einsetze: 

n  <  3,142735, 
^^e^  <  3,14274, 

^ <  3,1428. 

*  Vergl.  Näherungswerthe  S.  381  bis  389;  419  bis  423. 
*♦  Ebenda  S.  389  bis  893;  413  bis  418. 
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Alle  diese  Werthe  liegen ,  entsprechend  den  Yoraassetznngen  der  Bech- 
nuDg,  zwischen  der  von  Archimedes  herechneten  oberen  Grenze 

und  der  Annäherung  ffir  das  Yerhältniss  des  Umfanges  des  umgeschriebenen 
96ecke8  zum  Ereisdurchmesser ,  welche,  bis  zur  zehnten  Stelle  berechnet 
auf  3,142714600  auskommt* 

Welchen  von  diesen  drei  Beträgen  ApoUonios  am  Ende  als  definitiTe 
Näherung  gesetzt  hat,  lässt  sich  nicht  bestimmen.  Zu  Gunsten  der  obersten 
und  relativ  genauesten  Zahl  spricht  die  Analogie  mit  der  Ereismessong 
des  Leonardo  von  Pisa,  der  als  oberen  Grenzwerth 

458F  =  ^  229r  (K«"""*«'-  163i) 

berechnet   hat     Dem   für  ApoUonios*  Ausrechnung   angenommenen  Werthe 

3,142735  entspricht  als  nächst  grössere  gemischte  Zahl,   welche  auf  einen 

n 
gemeinen  Bruch  von  der  Form  7= — -—r-  mit  vierstelligem  Nenner  ausläuft, 

167  ^^'^^ 

Die  Bechnungen  im  zweiten  Theile  des  Archimedischen  Beweises  sind 
weit  complicirter  als  die  im  ersten  Theile,  und  der  Versuch,  dieselben 
durch  Nachrechnen  mit  Myriadenbrüchen  zu  controliren,  führt  bald  zn 
Schwierigkeiten,  die  mir  als  unlösbar  erschienen  sind.  Ich  unterlasse  es 
daher,  auch  nur  vermuthungsweise  eine  Zahl  anzugeben,  die  ApoUoniofi 
vielleicht  gefunden  haben  könnte.  Wohl  aber  lässt  sich  die  unbekannte 
Zahl  wenigstens  in  sehr  enge  Grenzen  einschliessen. 

Die  genaue  Annäherung  für  das  Yerhältniss  des  umfanges  des  ein- 
geschriebenen  96eckes   zum  Ereisdurchmesser    ist  3,141031953...     Statt 

6336 

dessen  hat  Archimedes  den  kleineren  Betrag  öttttI  =3,1409096...  ermittelt 

Die  von  ApoUonios  ausgerechnete  Zahl  muss  zwischen  diesen  Grenzen  ge- 
legen haben.  Nun  ist  3  =tt  =3  3,1410256...,  es  läge  also  die  Yermuthong 
nahe,  dass  ApoUonios  einen  Werth  in  Mjriadenbrüchen  ermittelt  habe,  den 

er  zuletzt  zu  -^6  kürzen  konnte.     Allein  ich  glaube  nicht,  dass  man,  aus- 

—     1351  11 

gehend  von  der  Archimedischen  Näherung  ^3  < -=H7r '  bis  auf  3  =7^  kommen 

kann ;    vielmehr   wird  eine  etwas  niedrigere  Zahl  sich  ergeben,     üeberdies 


*  Diese  Ami^herung ,  sowie  die  später  folgenden  für  das  eingeschriebene  96eck 
und  fELr  das  um-  und  eingeschriebene  192eck  (S.  166  Anm.)  hat  Prof.  Bietzsch 
mir  freundlichst  mitgetheilt 
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steht  auch  ein  indirecter  Beweis  gegen  die  Annahme,  dass  Apollonios  3=^ 

ausgerechnet    habe,   zu  Gebote.     Denn  wenn  er  diese  Näherung  mit  nur 

zweistelligem  Nenner,  welche  weit  genauer  als  die  Archimedische  Zahl  3;^ 

ist,  gefunden  hätte,  so  musste  das  zur  Eenntniss  der  alexandrinischen 
Mathematiker  kommen ,  und  eine  so  einschneidende  Verbesserung  der  Archi- 
medischen Ereismessung  konnte  auch  bei  dem  jüngeren  Nachwuchs  in  den 
dortigen  mathematischen  Schulen  nicht  in  Vergessenheit  gerathen.  Ptolemaios 
aber  weiss  an  der  demnächst  anzuführenden  Stelle  nur  von  einer  Ereis- 
messung des  Archimedes  und  begnügt  sich  zu  constatiren,  dass  die  von 
ihm  (Ptolemaios)  gefundene  Näherung  innerhalb  der  Archimedischen  Grenzen 

3=-  und  3^  liegt 

Wir  dürfen  demnach  als  wahrscheinlich  hinstellen ,  dass  die  von  Apollo« 
nies  in  Myriadenbrüchen  berechnete  untere  Grenze  nicht  auf  einen  klein- 
zahligen  gemeinen  Bruch  sich  kürzen  Hess,  der  eine  augenföllige  und  all- 
gemein verständliche  Verbesserung  des  Archimedischen  Besultates  dargestellt 
hStte.    Daraus  folgt  dann  weiter,  dass  der  untere  Grenzwerth  des  Apollonios 

11  11  ^7  /  ^7   \ 

zwischen  3=^  (Eennziflfer  11)  und   3-ö7^q-(EennzifFer  10-^-r^j»    das  ist 

zwischen  3,14102  und  3,14091  lag* 

IV. 

um  die  Ereismessung  des  Archimedes  vollständig  würdigen  zu  kOnnen, 
ist  noch  ein  üeberblick  über  verschiedene  Versuche  nöthig,  welche  nach 
Archimedes  bis  in  die  neuere  Zeit  gemacht  worden  sind,  um  die  Zahl  n 
durch  mehr  oder  minder  genaue  Annäheiningen  ungeföhr  darzustellen. 
Eine  streng  methodische  Berechnung ,  durch  welche  nicht  nur  n  über  allen 
praktischen  Bedarf  hinaus  bestimmt ,  sondern  auch  der  Weg  gezeigt  wurde, 
wie  man  jede  etwa  noch  aufgegebene  genauere  Bestimmung  auffinden 
könne,  hat  bekanntlich  zuerst  Ludolph  van  Ceulen  (1540  — 1610)  aus- 
geführt. Doch  schlug  noch  nach  der  Veröffentlichung  der  Ceulen 'sehen 
Rechnungen  Adriaen  Metius  (1527—1607)  den  alten  Weg  der  ungefllhren 
Annäherung  ein.     Mit  diesem  wird  also  unser  üeberblick  abschliessen. 

Archimedes  hatte  schlechterdings  keine  Näherung  für  n  finden,  sondern 
diesen  transcendenten  Werth  nur  zwischen  leicht  kenntliche  Grenzen  ein- 
schliessen  wollen  (oben  S.  122  Anmerk.**).  Auch  Apollonios  hat  daran 
nichts  geändert,  nur  die  Grenzen  etwas  enger  gezogen,  um  eine  wirkliche 
Annäherung  zu  finden ,  bedurfte  es  der  Trigonometrie ,  und  so  ist  denn  in 

*  Zu  erwähnen  ist  zum  Schluss  noch  die  von  Tannery,  Recherches  sur 
l^histoire  de  rastronomieancienne,  p.  66,1  angedeutete  Hypothese,  dass  Apollonios 
den  Diameter  in  10000  gleiche  Theile  getheilt  und  denselben  Werth  für  »,  wie 
er  durch  Aryabhatta  (unten  S.  168)  überliefert  ist,  gefunden  habe. 
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der  That  der  erste  ^  nach  umständen  recht  genaue  Nfihernngswerth  für  % 
von  Ptolemaios  im  sechsten  Buche  seiner  Syntaxis  (I  p.  421  Halma) 
aufgestellt  worden:  xov  koyov  xcSv  TCf^ifAcrpov  (nämlich  der  Sonne  und* des 
Mondes)  n^og  rag  öiafAixQovg  ovrog  ov  S%bi  ra  y  tj  k'  ngog  i6  a"  ovtog 
yag  6  koyog  u€Ta|i;  ianv  Syyiota  tov  ts  xQmkaaiov  ngog  rcp  ißdofifo  fiiQH 
Kai  xov  xQinkctölov  ngog  xolg  dsaa  ißöofAtiKOGxonovoig*^  Oig  6  u^gj^ifirföiig 
Kcad  to  ankovaxtQov  avviXQ'qaaro. 

Auch  hier  ist  ein  fertiges  Resultat  mitgetheilt,  aber  über  die  Methode, 
wie  es  ermittelt  wurde,  nichts  bemerkt.  Doch  ist  es  leicht,  das  Fehlende 
zu  ergänzen.  Wie  Archimedes,  so  hat  auch  Ptolemaios  seiner  Rechnung 
das  96 eck  zu  Grunde  gelegt,  und  zwar  musste  er,  um  seine  Sehnentafel 
benutzen  zu  können,  vom  eingeschriebenen  96 eck  ausgehen.  Der 
Centriwinkel  zur  Seite  dieses  Vieleckes  beträgt  3^45'.  In  den  Tafeln  des 
Ptolemaios  sind  nur  zu  den  Winkeln  von  30  zu  30  Minuten  die  Sehnen 
ausgerechnet;  es  ist  aber  durch  Beifügung  von  Interpolationszahlen  vor- 
gesehen ,  dass  auch  zu  jedem  bis  auf  die  einzelne  Minute  bestimmten  Winkel 
die  Sehne  berechnet  werden  kann. 

So  erhalten  wir  (nach  Ptolem.  I  p.  38  vergl.  mit  37)  zu  dem  Winkel  von 

3  55'  34" 
3^45' die  Sehne  — :r^ — **,  und  berechnen  daraus,  indem  wir  den  Diameter 

=  1  setzen,  den  Umfang  des  eingeschriebenen  96ecks  zu  3  8' 27"  12'". 
Diesen  Betrag  nun  hat  Ptolemaios  in  £rwägung,  dass  der  umfang  des 
eingeschriebenen  Vieleckes   kleiner  ist  als  die  Kreisperipherie,    abgerundet 

zu  3  8' 30"=  3 -^•♦♦. 

Damit  war  eine  Näherung  gefunden ,  welche  die  früheren  Berechnungen 
bei  Weitem  übertraf.  Denn  wenn  auch  weder  Archimedes  noch  ApoUonios 
auf  einen  Mittelwerth  für  n  ausgegangen  sind ,  so  bleibt  es  uns  doch  unTer- 
wehrt,  behufs  der  Vergleichung  mit  der  Ptolemäischen  Zahl,   aus  jenen 


*  So  ist  nach  den  Handschriften  und  im  Einklang  mit  Archimedes  I  S.  262^ 
Heib.  die  Lesart  Halmas  hßdoftfjKoaxoig  fidvoig  zu  verbessern.  Vergl,  Jahrb.  f.  PhiloL 
herausgegeben  von  Fleckeisen  1893  S.  748  flg. 

**  Mit  Ptolemaios  bezeichne  ich  dnrch  überstrichene  Zahlen  die  ganzen  Ein- 
handertzwanzigstei  des  Diameters.    Vergl.  oben  S.  122  Anmerkung*. 

***  Es  darf  nicht  unerwähnt  bleiben,  dnss  diese  Näherang  genau  das  arith- 
metische Mittel  zwischen  den  Verhältnissen  der  Perimeter  des  um-  and  ein- 
geschriebenen 192ecke8  zum  Kreisdurchmesser  darstellt.  Denn,  wenn  wir  das 
erstere  Verhältniss  mit  Ut^tt  das  letztere  mit  ü\9t  bezeichnen  und  dafQr  die 
genauen  siebenstelligen  Annäherungen  einsetzen,  so  erhalten  wir: 

Utn  =  3,141880, 
ITtn  =  3,141462,        ^^ 
und  daraus  das  Mittel =3,141666  =  3  —  - 

Hiernach  könnte  die  Frage  aufgeworfen  werden,  ob  etwa  Ptolemaios  seine 
vom  eingeschriebenen  96 eck  abgeleitete  Annäherung  mit  Hilfe  des  um-  und  ein- 
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Grenz werthen  Mittel werthe  von  der  Form  = — — -^  abzuleiten .     Die   Ptole- 

7w+  1 

mSische   Zahl   trSgt    die   Kennziffer   17.      Aas   den  von  Archimedes  aus- 

1335  11 37 

gerechneten  Grenzwerthen  ^-^öÄn~  "^^  ^"oTiäq"  berechnet  sich  ein  Mittel- 

Q/\Q  yö4j    ^       oUoy 

werth   3  .^-„   mit  der  Kennziffer  22r-j'     Der  Fehler  in  dieser  Annäherung 

für  Ä  wird  merklich  verringert,  wenn  wir,  ganz  im  Sinne  des  Archimedes, 
die  von  ihm  gekürzten  Grenzwerthe  zu  Grunde  legen;  denn  von  der  aus- 
gerechneten unteren  Grenze  ist  die  Archimedische  untere  Kürzung 
weiter  entfernt  als  die  obere  Kürzung  von  der  ausgerechneten  oberen 

Grenze.    So  erhalten  wir ,  indem  wir  statt  =  aus  leicht  ersichtlichem  Grande 

10  .  ,  0^0+ 10  „20  .^  ,  \^  .^  ,,^  *  „  .  ,.  . 
=^  einsetzen,  o  „..      „     =  o  ^.^    mit  der   Kennziffer  zu.     Apollonios   hat 

die  Archimedischen  Grenzen  verengert;  da  er  aber  wahrscheinlich  die 
Methode  des  Archimedes  im  Uebrigen  beibehalten  hat,  so  dürfen  wir  nicht 
erwarten,  dass  aus  seinen  Begrenzungen  ein  genauerer  Mittel  werth  sich  er- 
geben werde.  Setzen  wir  nach  den  obigen  Darlegungen  die  Grenzen  auf 
etwa  3,1428  und  3,1409,  so  ergiebt  sich  ein  Mittelwerth  mit  der  Kenn- 
ziffer 20,1... 9  also  keine  wesentliche  Abweichung  von  der  soeben  gefun- 
denen Kennziffer  20. 

Ptolemaios  hat  also  nicht  nur  dadurch  sich  ein  Verdienst  erworben, 
dass  er  zuerst  schlechthin  eine  Näherung  für  n  setzte ,  sondern  diese  Näherung 
ist  auch  merklich  genauer  als  die  Mittelwerthe ,  welche  mit  einiger  Wahr- 
scheinlichkeit aus  den  Grenzbestimmungen  des  Archimedes  und  Apollonios 
sich  ableitetf  lassen. 

Einen  bedeutenden  Schritt  weiter  hat  ein  unbekannter  griechischer 
Mathematiker  gethan,  den  zwar  keine  von  unseren  Qaelleu  nennt,  dem 
aber  der  Inder  Aryabhatta  (geb.  476)  ohne  Zweifel  gefolgt  ist,  wenn 
er  in  seinem  Rechenbuche  schreibt:  Zu  100  (ist)  4  zu  addiren,  (die  Summe) 

geschriebenen   1926ckea  controlirt  habe.    Um    hierauf  zu  antworten  bedürfte  es 

einer  besonderen  Untersuchung  darüber,  welche  Annäherungen  für  Um  und  Z7i92 

Ptolemaios  hat  auffinden  können.    Dass  dabei  nicht  die  eben  angefahrten  genauen 

Annäherangen  in  Betracht  kommen  dürfen,  ist  klar;  doch  liegt  es  nicht  ausser 

dem  Bereiche  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  auch  weniger  genaue,  für  Ptolemaios 

17 
aber  erreichbare  Annäherungen  einen  Mittelwerth  nabe  bei  3-—  ergeben  haben 

würden.  —  Ohne  Belang  ist  die  Erklärung  des  Theo  (p.  316,24  edit.  Basil.)  zu  der 
obigen  Stelle.  Er  denkt  nicht  daran,  dass  Ptolemaios  doch  das  eingeschriebene 
96  eck  nach  seinen  eigenen  Sehnentafeln  berechnen  musste,  und  beruhigt  sich  da- 
bei,  die  Archimedischen   Grenzwerthe  8-  und  3—  umzusetzen  zu  den  sexagesi- 

malen  Annäherungen  S  8'  34"  und  3  8'  27"  und  daraus  als  ungeföhres  Mittel  die 
von  Ptolemaios  gesetzte  Zahl  3  8'  30"  zu  entnehmen  {Jv  fAsza^v  icziv  6  tmvy  ri  X* 
n(f6g  to  ä  Xoyog), 
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mit  8  zu  muUipliciren ,  dazu  noch  62000  zu  addiren ,  so  (erhält  man)  f&r  einen 

Diameter  von  2  Myriaden  den  angenäherten  Werth  der  Peripherie  des  Kreises.* 

Als    einen    Glücksfall    dürfen    wir    es    bezeichnen,    dass  der   indische 

Mathematiker   seiner   Quelle   ganz   wörtlich   gefolgt   ist,   anstatt   die  nahe 

3927 
liegende  Kürzung    ^   ^^ »    welche   später   von   Bhaskara  gesetzt   worden 

ist**,  anzuführen.  So  erkennen  wir,  dass  der  Bruch  mit  dem  Zähler  62832 
und  dem  Nenner  „2  Myriaden"  das  arithmetische  Mittel  ans  zwei  Brüchen, 
deren  jeder  1  Myriade  zum  Nenner  hatte,  darstellt  Nach  den  Tafeln  des 
Ptolemaios  habe  ich  vor  Kurzem  die  Sehne  des  Winkels  von  3^  45'  auf 
3  8'  2T'  12'"  berechnet.  Das  ergiebt,  zu  einer  gemischten  Zahl  mit 
Myriadenbrüchen  umgerechnet,  3,140888...,  wofür  in  Anbetracht ,  dass 
es  sich  um  die  untere  Grenze  handelt,  als  Abrundungen  die  kleineren 
Werthe  3,14088,  oder,  wenn  nur  die  (ivQioaxd  berücksichtigt  wurden, 
3,1408  zu  setzen  sind.  Es  stellt  also  die  von  Aryabhatta  überlieferte  Zahl 
3,1416  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Grenzwerthen  3,14088  und  3^14232, 
bez.  3,1408  und  3,1424,  dar. 

Der  griechische  Autor  des  Aryabhatta  hat  sich  der  Myriadenbrüche 
bedient,  das  heisst,  er  ist  in  derjenigen  Bruchrechnung  geschult  gewesen, 
die,  wie  Eutokios  meldet,  in  der  Logistik  des  Magnus  gelehrt  wurde  (siebe 
Abschnitt  II).  Er  hat  mit  völliger  Sachkenntniss  aus  den  Tafeln  des 
Ptolemaios»  statt  der  von  letzterem  gewählten  Abrundung,  das  genauere 
Yerhältniss  des  ümfanges  des  eingeschriebenen  96eckes  zum  Kreisdurch- 
messer ermittelt  und  dieses  mit  richtiger  Annäherung  zu  3,14088  oder 
3,1408  umgesetzt«  Dann  hat  er  dieser  unteren  Grenze  als  obere  Grenze 
einen  Werth  gegenübergestellt,  der  wahrscheinlich  als  Mittel  zwischen  den 
Verhältnissen  der  Perimeter  des  umgeschriebenen  96-  und  192eckes  zum 
Kreisdurchmesser  zu  betrachten  ist.  Denn  wenn  wir  das  erstere  Verhältniss 
T^^^  ^96«  ^^  letztere  mit  U^^  bezeichnen,  so  können  wir  dafür  zwei 
Werthe  einsetzen ,  welche  nur  nach  Methoden ,  die  im  Alterthum  erwiesener 
Maassen  bekannt  waren ,  berechnet  sind.  Für  U^  ist  oben  (S.  163  flg.)  gant 
nach  Archimedischen  Voraussetzungen  und  mit  Anwendung  der  Myriaden- 
brüche 3,142735  oder  in  fünfstelliger  Abrundung  3,1428  ermittelt  worden. 

*  So  habe  ich  die  französische  Uebersetzung  von  L.  Rodet,  Le9on8  de  cal- 

cul  d'Aryabhata,  Journal  asiatique,  7.  s^rie,  tome  XIII  (1879)  S.  899  wörtlich  ins 

Deutsche  übertragen.   Mit  Recht  bemerkt  Rodet  S.  411,  dass  die  eigenthümliche, 

8927 
von  Aryabhatta  statt  des  Bruches  •— -r  gewählte  Bezeichnung  „Verhältniss  ron 

62882  zu  2  Myriaden*'  unverkennbar  auf  eine  griechische  Quelle  hinweist:  car  les 
Grecs  seuls  au  monde  ont  fait  de  la  myriade  Tunitä  num^rique  de  second  ordre. 
Vergl.  auch  Cantor,  Vorlesungen  P  S.  658,  561  flg.,  595—604,  612. 

**  Vergl.  Algebra  with  arithmetic  —  from  the  Sanscrit  ~  translated  by 
U.  Th.Colebrooke,  London  1817,  p.  87;  Rodet  a.a.  0.;  Cantor,  Vorlesungen P, 
S.  612;  Rudio,  Archimedes  n.  s.  w.  S.  18. 
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Berechnet  man  dann  weiter ,  genau  nach  denselben  Voraussetzungen ,  U^^, 
80  erhKlt  man  3,141985  oder  abgerundet  3,1420.  Mag  man  nun  die  ge- 
naueren oder  die  abgerundeten  Zahlen  zu  Grunde  legen,  so  ergiebt  sich 
als  arithmetisches  Mittel  in  fünfstelliger  Ausrechnung  3,1424.  Höchstwahr- 
scheinlich hat  diese  Zahl  dem  unbekannten  Autor  als  obere  Grenze  vor- 
gesehwebt, und  daraus  folgt  weiter,  dass  er  als  untere  Grenze  nicht  die 
oben  angeführte  sechsstellige  Zahl,  sondern  ebenfalls  eine  fünfstellige  Ab- 
rundung,  nämlich  3,1408,  gewählt  hat. 

Wie  der  unbekannte  Autor  dazu  gekommen  ist,  jenes  Mittel  aus 
ZJg,  und  {7|g2  zu  wählen,  bleibt  freilich  vor  der  Hand  eine  ungelöste  Frage. 
Jedenfalls  stellt  die  von  ihm  gefundene  Annäherung  für  n  einen  wesent- 
lichen Fortschritt  gegen  früher  dar.     Denn  das  Mittel   aus   seinen  beiden 

177  1 

Orenzwerthen  ergiebt  Sj^^  mit  der  Kennziffer  IByji   und  dieser  Werth 

liegt  merklich  näher  bei  n  als  der  Ptolemäische  3^^^^-  mit  der  Kennziffer  17. 

Die  Epoche  des  unbekannten  Autors  fällt  zwischen  Ptolemaios  und 
Arjabhatta,  und  zwar  gewiss  nicht  unmittelbar  nach  dem  ersteren,  aber 
auch  nicht  ganz  nahe  vor  dem  letzteren  (denn  im  5.  Jahrhundert  gab  es 
nur  Erklärer  und  Bearbeiter  der  älteren  griechischen  Werke ,  keine  produ- 
cirenden  Mathematiker  mehr).  So  erhalten  wir  als  ungefähre  Epoche  das 
dritte  bis  vierte  Jahrhundert*  . 

Von  der  Annäherung  mit  der  Kennziffer  16 ^j  wäre  es  nur  ein  kleiner 

16 

Schritt  bis  zu  der  besseren  S^tq   mit  der  glatten  Kennziffer  16  gewesen. 

Damit  hat  es  indes  gute  Weile  gehabt;  erst  Met  ins  hat  zu  Ende  des 
16.  Jahrhunderts  diesen  Werth  gefunden.  Dazwischen  aber  ist  eine  grosse 
Reihe  von  anderen  Näherungsversuchen  zu  verzeichnen ,  welche  weit  weniger 
genau  als  die  Zahlen  des  Ptolemaios  und  des  griechischen  Autors  des 
Arjabhatta  sind.  Es  seien  jedoch  hier  nur  diejenigen  Versuche  erwähnt, 
welche  für  den  Vergleich  mit  den  altgriechischen  Kreismessungen  bemerkens- 
werth  sind.  . 

Zunächst  sei  der  Näherung  des  Liu-hwuj  S^  (Kennziffer  7)  ge- 
dacht** Ein  Blick  auf  die  obige  üebersicht  (S.  130  flg.)  zeigt,  dass  dieser 
Werth  weit  von  der  unteren  Archimedischen  Begrenzung,  mithin  um  so 
weiter  von  n  entfernt  ist.     Möglicherweise  ist  uns  hier   nur  die  untere 


*  Wenn  Magnus,  der  Verfasser  der  Logistik^  fär  identisch  mit  Magnus, 
dem  Zeitgenossen  des  Kaisers  Julianns  (oben  S.  133  Anmerk.*),  gelten  darf,  so 
ist  der  Autor  des  Arjabhatta  genauer  ao  das  Ende  des  4.  Jahrhunderts  zu 
setzen. 

**  Cantor  V  S.  641;  Rudio  S.  20.  Die  Epoche  des  Liu-hwny  ist  unbekannt. 
Er  wird  genannt  von  Tsu-tschung-tsche,  der  dem  6.  Jahrhundert  angehört 
haben  solL  ^  j 

Digitized  by  VjOOQIC 


1 70  Historisch  -  literarische  Abtheilung. 

Grenze    einer  Annäherung   überliefert,    die  wir  decimal  sls  3,14  zu  lesen 

haben.* 

Erst   Leonardo   von   Pisa    ist   im   Jahre  1220   in  seiner  Practica 

geometriae    nach  dem  Vorgange  des  Archimedes  zu  einer  Umgrenzung  f&r 

7c  zurückgekehrt,   die  er  ebenfalls  vom  um-  und  eingeschriebenen  96 ecke 

1440  /  1\ 

ableitete.**     Er  fand  als  obere  Grenze -j^qF  (Kennziffer  163ir  )»   und  als 

1440  /  5\ 

untere  Grenze  -j^mr  (Kennziffer  Hp^  )•    Dabei  ist  ein  Fehler  untergelaufen; 

1440  — 

denn  die  untere  Grenze  -jeTn^  =  3,141057  ist  grösser  als   das  VerhSlt- 

niss    des   ümfanges    des    eingeschriebenen   96eckes   zum   Ereisdurchmesser 

(oben  S.  129  flg.)  9  während  sie  doch  nach  Archimedischer  Methode  kleiner 

sein  sollte.     Aus  beiden  Grenz werthen  berechnete  er  im  Nenner  das  arith- 

9+20  29       1 

metische  Mittel  458    ^   ..    >   und  rundete  den  auslaufenden  Bruch  07;  *°  0 

ab.  So  erhielt  er  für  n  die  Näherung  ..^  =  3 ^s^  (  Kennziffer  19i)i  er- 
reichte also  nur  eine  unbedeutende  Verbesserung  des  Mittelwertfaes, 
welcher  vor  Kurzem  aus  den  Archimedischen  Grenzen  gezogen  worden 
ist  (S.  167). 

Mehr  als  zwei  Jahrhunderte  vergingen,  bis  Nicolaus  Cnsanus 
(1401  —  1464)  in  der  Schrift  de  transformationibus  geometricis,  welche 
sich  mit  der  Aufgabe  der  Arcnfication  einer  Geraden  beschäftigt,  eine 
Constructlon  angab,  aus  welcher  nachträglich  für  n  die  Annäherang 
3,142337...  ermittelt  worden   ist.***    Cusanus   selbst   hat  vermuthlich  die 

430 
Näherung  SöqyT  =  3,142337  im  Auge  gehabt. t     Dieser  Betrag  steht  dem 


•  Ludolph  van  Ceulen  de  circulo  p.  28  (vergl.  unten  S.  171  Anmerk.*^ 
setsct  3,14  als  erste  untere  Begrenzung  für  «r,  und  stellt  als  obere  Grenie 
3,14  +  0,01  gegenüber.  Später  (p.  31  flg.)  wird  eine  19  stellige  tind  dann  eise 
21  stellige  Zahl  von  der  Art  ausgerechnet,  dass  die  obere  Grenze  jedesmal  nor 
um  eine  Einheit  der  letzten  Stelle  grösser  ist  als  die  untere  Grenze. 

**  Scritti    di  Leonardo   Pisano   pnbbl.  da  B.  Boncompagni  II  S.  90  flg. 

(am  Ende  der  fünften  Zeile  auf  S.  90  ist  -458  zu  verbessern  statt- 458).  —  Nack- 
5  3        / 

träglich  ist  hier  auf  die  Schrift  von  H.  Weissenborn,  Die  Berechnung  des  Kreis- 
ümfanges  bei  Archimedes  und  Leonardo  Pisano,  Berlin  1894,  zu  verweisen,  die 
einige  Monate  später,  als  das  Manuscript  meiner  Abhandlung  der  Redaction  über- 
reicht worden  war,  erschienen  und  vom  Verfasser  freundlichst  mir  xngesendet 
worden  ist.  Daselbst  findet  sich  S.  30  flg.  ein  interessanter  Vergleich  des  von  Leonardo 
angewandten  Verfahrens  mit  der  Archimedischen  Methode. 
♦♦»  Cantor  II  S.  178  flg. 
t  Da  zu  3,142337. •  •  die  angenäherte  Kennziffer  39,09.  • .  ist,  so  hat  Bietisch 

darin  den  rationalen  Werth  39—  erkannt  und  danach  die  von  Cusanus  beabsichtigte 

ilOA  11 


430 
Näherung  auf  3  ~— -  bestimmt. 
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oberen  Greozwerthe  des  griechischen  Mathematikers ,  dem  Arjabhatta  gefolgt 
ist  (S.  169),  sehr  nahe. 

Wieder  um  ein  Jahrhundert  später  wurde  ein  nachgelassenes  Werk  des 
Orontius  Finaeus  ( 1494  —  1 555)  de  rebus  mathematicis  hactenus  desi- 
deratis  veröffentlicht,  in  welchem  als  obere  Grenze  für  n  die  Archimedische 

Zahl   -=->  als  untere  Grenze  aber -«q- =3=ö  (Kennziffer  11)  gesetzt  wurde.* 

Mit  letzterem  Werthe  hatte  Finaeus  die  untere  Grenze  des  Archimedes  dahin 
verbessert,  dass  er  den  nächsten  höheren  Bruch  mit  zweistelligem  Nenner 
auffand^  der  zugleich  die  Bedingung  erfüllte,  kleiner  als  das  Yerhältniss 
des  ümfanges  des  eingeschriebenen  96eckes  zum  Kreisdurchmesser  zu  sein 
(oben  S.  129  flg.).  Allein  er  beging  dann  den  Fehler ;  n  gleich  dieser 
unteren  Grenze   zu  setzen**,   wählte  also    eine  Näherung,  die  weit  ab  von 

den  vorher  besprochenen  Mittel werthen  mit  den  Kennziffern  20  bis  16  tt  l^g* 

Im  Jahre  1596  veröffentlichte  Ludolph  van  Ceulen,  nachdem  er 
die  später  nach  ihm  benannte  Zahl  schon  in  Einzelschriften  bekannt  ge- 
geben hatte,  sein  Werk  van  den  Circkd.***  Dadurch  angeregt,  hatte 
Adriaen  Anthoniß,  gewöhnlich  nach  seinem  Geburtsorte  Metz  Metius 
benannt  (1527  — 1607),  in  Erinerung  an  die  Kreismessnng  des  Archimedes 
eine  Umgrenzung  für  n  in  möglichst  kleinzahligen  Brüchen  von  der  Form 


•  Cantor  II  8.  847  flg.;  Rudio  S.SO. 
♦•  Cantor  II  S.  848. 

**^  Rudio  S.36  flg.,  Cantor  II  S.  651  flg.  Mir  stand  zar  Benutzung  die  latei- 
nische Ausgabe:  Ludolphi  a  Ceulen  de  circnlo  et  adscriptis  über  —  omnia  e 
vernaculo  serroone  Latina  fecit  —  Willebrordus  Snellius,  Lugd.  Bat.  1619,  zu  Gebote. 
Der  Verfasser  schliesst  sich  insofern  ganz  an  Archimedes  (den  er  p.  32  erwähnt) 
an ,  als  er  ff  lediglich  zwischen  eine  obere  und  untere  Grenze  einschliesst.  Er  bringt 
aber  dazu  als  Neues  (tot  retro  seculis  a  uemine  nnqnam  tentatum ,  nedum  nt  inventum 
dt)  die  Ausrechnung  der  Perimeter  von  Vielecken  von  sehr  hohen  Seitenzahlen  nach 
einer  übersichtlichen ,  freilich  für  das  praktische  Rechnen  schwer  zu  handhabenden 
Methode.  Zuerst  geht  er  vom  Fünfeck  aas  und  gelangt  durch  fortgesetzte  Ver- 
doppelnng  der  Seitenzahlen  zu  einer  oberen  und  unteren  Grenze  von  je  12  Deci- 
maletellen  hinter  dem  Komma.  Dann  legt  er  der  Reihe  nach  das  Quadrat,  das 
Zwölf  eck  und  das  Secbzigeck  zu  Grunde  und  bildet  dazu  wieder  durch  Verdoppelung 
der  Seiten  andere  Vielecke  von  möglichst  hohen  Seitenzahlen.  Aus  dem  um-  und 
eingeschriebenen  Vielecke  von  60.2"  Seiten  (Rudio  S.  36)  leitet  er  eine  Umgrenzung 
von  20  Stellen  ab.  Später  hat  er  in  dem  Werke  „  De  Arithmetische  en  Geometrische 
fondamenten**  eine  Ableitung  bis  auf  32  Stellen,  und  zuletzt  nach  glaubwürdigen 
Berichten  eine  solche  von  35  Stellen  berechnet  (Rudio  S.  37).  Mag  auch  die  von 
ihm  angewendete  Methode  im  Vergleich  zu  den  später  gefundenen  schwerfällig 
erscheinen,  so  bleibt  ihm  doch  das  Verdienst,  zuerst  ausdrücklich  einen  Weg  ge- 
zeigt zu  haben,  wie  man  zu  immer  genaueren  Annäherungen  gelangen  könne  (si 
cui  libeat  eandem  viam  insistere,  huius  rationis  terminos  etiam  longo  ulterius 
producere  lioebit).  —  Beiläufig  sei  bemerkt,  dass  durch  die  genauen  Ausrechnungen 
Ladolph*8  van  Ceulen  zum  ersten  Male  der  Weg  gezeigt  worden  ist ,  wie  man  an       j 
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= — ;-^i  nämlich  877^^  und  S-tött  aufgestellt*  Das  sind  Werthe  mit  den 
In+l  106  120 

Eennzififern  15  und  17,  und  Metius  hat  auch,  wie  sein  Sohn  Adriaen  Metius 

der   Jüngere    berichtet,    es  nicht  versäumt,    daraus    nach  Archimedischer 

Methode  das  Mittel  3  ^^t^L  ==  ^  j^  (Kennziffer  16)  =  3,1415929. . . 

zu  ziehen.  So  ist ,  als  schon  eine  weit  vollkommenere  Annäherungsmetbode 
gefunden  worden  war ,  nachträglich  noch  der  beste  Mittelwerth  ftir  n  fest- 
gestellt worden,  der  nach  den  Anschauungen  und  Weisungen  des  Archimedes 

17 

überhaupt    zu  erreichen  war.     Die  Ptolemäische  Näherung  3jö?\  ^^>^  ^^ 


obere  Grenze  verwerthet  und  dazu  die  passendste  untere  Grenze  er- 
mittelt worden.  Denn  wenn  wir  die  erstere  mit  0,  die  letztere  mit  u 
bezeichnen  j  so  war  nun  die  Differenz  n  —  u  der  Differenz  o  —  n  möglichst 
genähert,  und  so  ergab  sich  leicht  für  n  ein  Bruch  mit  dreistelligem  Nenner, 

355 

YYö>  <lstö  ist  die  richtige  Annäherung  bis  auf  6  Stellen  hinter  dem  Komma. 

Natürlich  war  das  aber  nicht  eher  herauszubekommen ,  als  bis  die  Ludolphi- 
sehe  Zahl  bekannt  geworden  war. 


Stelle  der  Umgrenzung  die  Annäherung  schlechthin  setzen  kann,  ohne  damit 
von  der  strengen  Forderung  der  Archimedischen  Methode  abzuweichen.  Genien 
schrieb  noch  allenthalben  sowohl  den  grosseren  als  den  kleineren  Grenzwerth  hin. 
Da  aber  jeder  grössere  Werth  den  kleineren  nur  um  eine  Einheit  der  letzten 
Stelle  fibertraf,  so  haben  die  Späteren  mit  Recht  sich  begnügt,  nur  den  kleineren 
Grenzwerth  zu  schreiben  und  dahinter  Punkte  zu  setzen.  Somit  bedeutet  z.  B. 
3,14169...  nicht  blos,  dass  die  so  geschriebene  Zahl  noch  mehr  Stellen  als  die 
hier  aufgeführten  hat,  sondern  zugleich  auch,  dass  sie  zwischen  den  Grenzen 
3,14160  und  3,14169  liegt.  Auch  die  andere,  oben  S.  129  Anmerk.**,  erwähnte 
Bezeichuungsweise  lässt  sich,  wie  leicht  ersichtlich,  auf  eine  Archimedische  Um- 
grenzung zurückfilhren.  Denn  es  bedeutet  z.  B.  3,142  eine  Zahl  die  kleiner  als 
3,1420  und  grösser  als  3,1416  ist;  dagegegen  bedeutet  3,142  (nämlich  als  an- 
genäherter, nicht  etwa  als  genauer  Werth)  eine  Zahl,  die  gprösser  als  3,1420  and 
kleiner  als  3,1426  ist. 

*  Budio  S.  32  flg.;  Cantor  II  S.  662  flg. 
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J.  Dbbutts.  Essai  d'nne  Theorie  Gändrale  des  FormdB  AlgäbriqaeB. 
BrozeUes  1891.    Hajez.    IV  and  156  8. 

Die  neaeren  üntersuchnngen  in  der  Formentheorie  gehOren  zwei 
wesentlich  verschiedenen  Richtungen  an;  auf  der  einen  Seite  steht  das 
Specialstndinm  einzelner  Formen  und  Formenklassen ,  das  grosse  hierbei 
angesammelte  Bechnnngsmaterial  geht  über  die  Bedürfnisse  der  Gegenwart 
weit  hinaus ;  anf  der  anderen  Seite  bewegen  sich  Probleme  ganz  allgemeinen 
Charakters  (Endlichkeitsfragen ,  Beihenent wickelangen  a,  dergl.).  Za  dieser 
zweiten  Kategorie  ist  auch  die  vorliegende  Schrift  des  talentvollen  bel- 
gischen Mathematikers  zn  rechnen,  die  das  wichtige  Problem  der  „Reduction'' 
der  Formen  behandelt. 

Bekannt  ist  eine  Abhandlang  von  Clebsch  aus  seiner  letzten  Lebenszeit, 
in  der  untersacht  wird ,  wie  sich  die  invarianten  Eigenschaften  von  Formen, 
welche  von  einer  beliebigen  Reihe  von  Variabeinsystemen  abhängen ;  zurück- 
führen lassen  auf  diejenigen  von  Formen,  für  welche  sich  die  Anzahl  der 
Variabelnsjsteme  verringert  hat.  Das  wesentliche  Hilfsmittel  ist  ihm  das 
gleichzeitige  Operiren  mit  Coordinaten  von  verschiedenen  ebenen  Mannig- 
faltigkeiten,  die  sich  als  vollständige  Determinanten  von  Matrices  dar- 
stellen, deren  Elemente  nur  Variabein  einer  und  derselben  Art  (Punkt- 
variabeln)  enthalten. 

Eine  ganz  andere  Behandlung  des  Gegenstandes  verdankt  man  sodann 
Gapelli,  der  es  vorzieht,  aosschliesslich  Punktvariabeln  zu  Grunde  zu 
legen.  Indem  er  in  den  Mittelpunkt  der  Theorie  den  Polareuprocess  und 
den  inneren  Zusammenhang  zwischen  den  verschiedenen  Polaroperationen 
stellt,  vermag  er  eine  elegante  (endliche)  Reiheuentwickelung  aufzustellen, 
welche  das  ursprüngliche  Problem  direct  löst 

Derujts  hat  nun  seinerseits  einen  Weg  eingeschlagen,  der  zwar 
formal  einige  Aehnlichkeit  mit  dem  Capelli 'sehen  Verfahren  aufweist, 
jedoch  in  den  Grundzügen  durchsichtiger  ist  und  vor  Allem  für  eine 
weitere  Entwickelung  der  Theorie  geeigneter  erscheint 

Der  Grundgedanke  des  Verfassers  —  merkwürdiger  Weise  übrigens 
ziemlich  gleichzeitig  von  Kronecker  entwickelt  —  ist,  die  allgemeine  lineare 
Substitution  von  n Variabein,  oder,  besser  gesagt,  die  allgemeine  lineare 
Gruppe ,  „aufzulösen^  in  eine  Anzahl  weit  einfacherer  Untergruppen.    Eine 
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Fanction  der  Yariabeln,  welche  sich  gegenüber  einer  solchen  Untergruppe, 
bis  aaf  eine  Potenz  der  Substitution s  >  Determinante ,  invariant  verhSU,  und 
demnach  einer  charakteristischen  linearen  partiellen  Differentialgleichang 
genügt,  heisst  eine  „semin Variante^  Function;  erst,  wenn  gewisse  einfache 
arithmetische  Bedingungen  erfüllt  sind,  geht  sie  in  die  gewöhnlich  allein 
betrachtete  „invariante  Function*'  über,  und  tritt;  als  Leilglied  der  letz- 
teren, unmittelbar  in  Evidenz. 

Die  Untersuchung  der  Eigenschaften  dieser  seminvarianten  Functionen 
bildet  das  Fundament  des  Ganzen,  insbesondere  ergeben  sich  so  alle  die 
speciellen  Eigenschaften  wieder,  welche  von  früheren  Autoren  (Cayley, 
Sylvester,  d*Ocagne,  Perrin  u.  A.)  über  Seminvarianten  aas- 
gesprochen sind. 

Der  Verfasser  bekundet  in  der  analytischen  Deduction  eine  grosse 
Gewandtheit;  indem  er  einmal  die  Clebsch-Aron  hold 'sehe  Symbolik  anf 
die  seminvarianten  Functionen  überträgt,  andererseits  aber,  wo  es  zweck- 
mässiger erscheint,  die  charakteristischen  partiellen  Differentialgleichungen 
benützt. 

Mit  Hilfe  eben  dieser  seminvarianten  Functionen  gelingt  es  in  der 
That,  Formen  mit  mehreren  Variabeinreihen  auf  einfacheren  Bildungen 
aufzubauen. 

Der  Vorzug  der  neuen  Methode  zeigt  sich  beispielsweise  bei  der  bis- 
her vergeblich  versuchten  Durchführung  der  Aufgabe,  die  Anzahl  der 
linear  unabhängigen  invarianten  Functionen  von  vorgegebenen  Grad-  nnd 
Gewichtszahlen  zu  ermitteln. 

Der  Referent  möchte  dem  Verfasser  nur  empfehlen,  an  die  Abstractions- 
kraft  der  Leser  nicht  zu  grosse  Anforderungen  zu  stellen,  und  die  Ein- 
streuung leichter  Beispiele  nicht  zu  verschmähen.  Im  üebrigen  ist  die 
Diction  eine  klare  und  flüssige. W.  Franz  Meyer. 

E.  Study.    Sphärische  Trigonometrie,    orthogonale  Substitutionen  nnd 

elliptische  Functionen.    Eine  analytisch -geometrische  Untersuchung. 

Abhandlungen  der  königl.  sächs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften.  XX. 

Leipzig  1893.    Hirzel.     146  S. 

Trotzdem  die  vorliegende   Abhandlung  in   einer  Zeitschrift  erschienen 

ist,    so    verdient    sie    hier    wohl    doch    eine    eingehendere    Besprechung^ 

einmal,    weil  ursprünglich  eine  Buchausgabe  geplant  war  und  hiervon  nur 

aus    äusseren   Gründen   abgegangen    ist,   sodann   aber    mit  Bücksicht   auf 

den  Inhalt. 

Im  Verhältniss  zu  der  ausgedehnten  mathematischen  Productlon  der 
Gegenwart  ist  es  eine  seltene  Erscheinung,  wenn  ein  elementarer,  in- 
sonderheit geometrischer  Gegenstand  von  höheren  Gesichtspunkten  aus 
betrachtet  und  hierdurch  mit  neuen  Gedanken  erfüllt  wird.  Es  ist  wohl 
ausser  Frage»  dass  die  heutzutage  bestehende  Kluft  zwischen  Schulmathe- 
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matik  und  akademischer  Mathematik  der  Wissenschaft  als  Ganzem  keines- 
wegs znm  Heile  gereicht  ümsomehr  möchte  der  Referent  die  Arbeit  des 
Herrn  Verfassers  begrüssen,  in  welcher  die  sphärische  Trigonometrie  zn 
drei  wichtigen  Gebieten  der  höheren  Mathei^atik  in  Beziehung  gesetzt  wird, 
zar  Gruppentheorie,  zur  Theorie  der  orthogonalen  Substitutionen  und  vor 
Allem  zu  derjenigen  der  elliptischen  Functionen.  Das  eigentliche,  fort* 
laufende  Leitmotiv  ist  der  Gruppenbegriff,  der  ja  unzweifelhaft  dazu  be- 
rnfen  ist,  die  künftige  Wissenschaft  zu  beherrschen. 

Da  der  Verfasser  nicht  in  letzter  Linie  Schulmänner  als  Leser  im 
Auge  gehabt  hat,  so  ist  das  Maass  der  zum  Verständniss  nothwendigen 
Vorkenntnisse  so  gering  wie  möglich  bemessen  worden;  die  grundlegenden 
Begriffe  der  Gruppentheorie  werden  überall  da,  wo  sie  zuerst  auftreten, 
erklärt,  und  selbst  im  dritten  Abschnitte,  wo  die  elliptischen  Functionen 
im  Vordergrunde  stehen,  wird  nur  auf  die  Fundamentalformeln  der  Wei er- 
stras s 'sehen  Theorie  recurrirt,  die  durch  die  Schwartz'sche  Formelsamm- 
lung, wie  durch  das  Halphen'sche  Werk  Jedem  zugänglich  geworden  sind. 

Die  Hauptschwierigkeit  in  der  Auffassung  scheinen  nach  der  Meinung 
des  Beferenten  die  geometrischen  Conceptionen  des  ersten  Abschnittes  dar- 
zubieten; mancher  Leser  wird  sich  eines  unbehaglichen  Gefühls  nicht  er- 
wehren können,  wenn  er  gleich  im  Anfange  auf  die  ihm  lieb  und  vertraut 
gewordene  Vorstellung  des  sphärischen  Dreiecks  verzichten  soll;  die  vom 
Verfasser  zu  Grunde  gelegte  Verallgemeinerung  der  fraglichen  Vorstellung 
gebt  sogar  über  die  bekannten  Ideen  von  Möbius  hinaus.  Das  Massgebende 
ist,  dass  sowohl  die  Seiten,  wie  die  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  mit 
einem  bestimmten  Drehungssinn  behaftet  erscheinen. 

Für  die  Winkel  um  einen  Punkt  Ä  der  Kugelfläche  wird  als  positiver 
Drehungssinn  etwa  der  festgesetzt,  der  für  einen  ausserhalb  stehenden 
Beobachter  dem  Sinne  der  Bewegung  des  Uhrzeigers  entgegengesetzt  ist. 
Die  Grenzen  eines  Winkels  sind  0  und  2n. 

Auf  jedem  der  drei  Hauptkreise,  welche  je  zwei  der  drei  Punkte  ^|, 
^2;  -^s^of^ind^B,  wird  ebenfalls  ein  positiver  Drehungssinn  willkürlich 
angenommen.  Läuft  man  in  positivem  Sinne  von  Ai  nach  A^,  von  A^ 
nach  ^3,  und  von  A^  wieder  nach  i4^,  so  sind  damit  drei,  zwischen 
0  und  27C  enthaltene  Bögen  a^,  a^j  a^  gegeben;  ferner  sei  a^  der  Winkel, 
um  den  man  den  Hauptkreis  A^A^^  unter  Festbaltung  der  Ecke  A^,  positiv 
drehen  muss,  damit  seine  positive  Richtung  mit  der  positiven  Richtung  des 
Hauptkreises  AyA^  zusammenfällt,  entsprechend  a^y  a^. 

Der  Inbegriff  solcher  sechs  Stücke :  dreier  Seiten  a  und  dreier  Winkel  or, 
ist  ein  „sphärisches  Dreieck'',  je  zwei  Dreiecke,  die  in  diesen  sechs 
Stücken  übereinstimmen,  gelten  als  identisch. 

Ein  unmittelbarer  Erfolg  der  getroffenen  Definitionen  ist  ein  voll- 
kommenes Reciprocitätsverhältniss  zwischen  den  Seiten  und  Winkeln 
eines  Dreiecks. 
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Drei  gegebene  Kreisbögen  lassen  sich  nicht  immer  zu  einem  Dreieck 
zusammensetzen ,  sie  haben  vielmehr  einem  Systeme  von  acht  Ungleichungen 
(Determinationen)  zn  genügen;  es  ist  von  Bedeutung,  dass  diese  Un- 
gleichungen ohne  vorherige  Entwickelung  der  Formeln  der  sphftrischen 
Trigonometrie  direct  aus  den  Definitionen  fliessen.  Die  einfachste  Form 
der  Ungleichungen  wird  durch  EinfOhning  der  Stücke: 

2«o  =  2«  — aj  — öj-öj,    25,  =  — Oj  +  Oj  +  Osi 

2«2  =  «1  -  fl«  +  »2,  258  =  «1  +  «s  —  «8 

erzielt. 

Abgesehen  von  Grenzfllllen  resultiren  so  16  Typen  vollständig  reeller 
Dreiecke ;  32  Typen  solcher,  bei  denen  nur  die  Seiten  resp.  die  Winkel 
reell  sind.  Diese  verschiedenen  Gestalten  von  Dreiecken  sind  aber  keines- 
wegs getrennte  Mannigfaltigkeiten,  sondern  kOnnen,  wenigstens  zum  Theil, 
durch  Yermittelung  ausgearteter  Dreiecke  stetig  in  einander  übergef&hit 
werden. 

Während  bisher  ein  Dreieck  durch  drei  Punkte  einer  Kugel  bestimmt 
wurde,  möge  nunmehr  die  weitergehende  Verallgemeinerung  Platz  greifen, 
wonach  ein  Dreikant  (oder  Dreiflach) ,  mit  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  als 
Scheitel,  als  das  Erzeugende  anzusehen  ist  Es  entstehen  dann  64  so- 
genannte „Nachbardreiecke^,  die  sich  auf  16  reduciren,  wenn  man  je 
vier  zusammenfasst,  die  durch  gleichzeitige  Yorzeichenwechsel  aller  Seiten 
oder  aller  Winkel  in  einander  übergeführt  werden. 

Die  Grundlage  alles  Folgenden  ist  die  Thatsache,  dass  die  Seiten  nnd 
Winkel  von  64  Nachbar dreiecken  durch  eine  „Gruppe^  64  linearer 
Substitutionen Gq^  zusammenhängen.  Um  die  wichtigsten  hier  anzuführen, 
so  transformiren  sich  die  Seiten  a  und  die  Winkel  a  bei  den  Substitutionen 
8i  resp.  T,  in: 

^i)  <^i>  n  +  a^y  n  +  a^]     2»  + a^,  —  Oj,  —  a^, 

T)  -«ii      —0«,      -«81  «1        «8»        «s- 

Hierzu  kommen  die  durch  cyklische  Vertauschung  hervorgehenden  8^8^, 
sowie  die  zu  allen  diesen  dualistischen  Z^,  Z^,  Z3,  T. 

Vermöge  dieser  acht  erzeugenden  Operationen  lässt  sich  jede  Sub- 
stitution der  G^  im  Wesentlichen  auf  eine  und  nur  eine  Weise  dar- 
stellen. 

Unter  den  Untergruppen  von  &^  ist  namentlich  eine  G^^  bemerkens- 
werth,  die  aus  der  Zusammensetzung  der  8  mit  den  Z  und  der  Identitit 
erwächst.  Diese  Gruppen  reichen  indessen  noch  nicht  aus,  um  die  ,,Voneichen- 
Modificationen^,  welche  die  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  ein- 
gehen können,  völlig  zu  übersehen,  hierzu  ist  eine  Art  «Erweiterung" 
nOthig. 

Es  wird  nämlich  nunmehr  die  Beschränkung  aufgehoben,  wonaeh 
Dreiecke   als  identisch  gelten  sollten,   deren   Seiten  und  Winkel  sich  nnr 
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um  Vielfache  von  2n  unterscheiden.    Mit  anderen  Worten,  die  früheren  Snb- 
siitntionen  werden  jetzt  ergänzt  darch  solche  von  der  Form: 

a\=:at+2hin^     at^ai  +  2Kin    (»=1,  2,  3:  h,  JT  ganzzahlig). 

Hierbei  erweist  es  sich  als  zweckmässig,  die  Bedingung  hinzuzufügen, 
dass  die  Summe  aller  sechs  k  und  K  eine  gerade  Zahl  sein  soll. 

Die  ursprüngliche  Q^^  erweitert  sich  dadurch  zu  einer  (unendlichen) 
ihr  isomorphen  Gruppe  @;  man  kann  leicht  von  ®  zu  G^  und  Q^^  zurück- 
gelangen. Endlich  bedarf  es  noch  der  Eintheilung  aller  Dreiecke  in  zwei 
Klassen,  die  eigentlichen  und  uneigentlichen  Dreiecke:  die  ersteren 
können  aus  einem  Dreiecke ,  dessen  Seiten  und  Winkel  zwischen  den  Qrenzen 
0  und  2n  liegen,  durch  stetige  Aenderung  hergeleitet  werden,  während 
das  bei  den  letzteren,  selbst  auf  imaginärem  Wege  —  durch  analytische 
Fortsetzung  —  nicht  möglich  ist.  Jede  der  beiden  Dreiecks  -  Mannigfaltig- 
keiten geht  durch  @  in  sich  über. 

Die  &e4  giebt  damit  zu  einer  G^^^  Veranlassung. 

Neben  der  Erweiterung  der  endlichen  Gruppen  auf  unendliche  geht 
nun  eine  zweite,  die  im  endlichen  Gebiet  verbleibt. 

Einmal  nehme  man  die  sechs  Vertauschungen  der  Indices  1,  2,  3 
hinzu,  wodurch  insbesondere  aus  der  &jg  eine  ff^., 0=3  &^  wird,  andererseits 
vollziehe  man  durch  Vertauschung  der  Seiten  mit  den  Winkeln  den  üeber- 
gang  zum  Polardreieck.  Mittelst  der  Vereinigung  beider  Erweiterungen 
treten  an  die  Stelle  von  G^^  und  G^q  die  neuen  bemerkenswerthen  Gruppen 

ff«. C.1«S=  0^*586   ^^^    ffl.8.16=fflM- 

Weshalb  gerade  die  genannten  Gruppen  eine  besondere  Bolle  spielen, 
ersieht  man  ans  den  Vorzeichenändernngen ,  welche  die  trigonometrischen 
Functionen  der  ganzen  und  halben  Seiten  resp.  Winkel  denselben  gegenüber 
erleiden. 

Nach  diesen  gruppentheoretischen  Vorbereitungen,  die  übrigens  der 
Systematik  halber  ausführlicher  gediehen  siud,  als  es  für  das  Verständniss 
des  Folgenden  erforderlich  gewesen  wäre,  wendet  sich  der  Verfasser 
im  zweiten  Abschnitte  zu  den  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie 
selbst  und  ihrer  algebraischen  Durcharbeitung,  welche  im  Zusammenhange 
mit  den  orthogonalen  Substitutionen  ihren  prägnanten  Ausdruck  findet. 

Obgleich  schon  Lagrange  nachgewiesen  haite,  dass  die  zu  seiner 
Zeit  bekannten  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  ausschliesslich  aus  den 
drei  Fundamentalformeln  des  Cosinussatzes  durch  trigonometrische  Umformung 
abgeleitet  werden  können,  so  hat  man  später  doch  wieder  diesen  einfachen 
Weg  verlassen,  indem  man  zum  Aufbau  des  Systems  die  Geometrie  mehr 
als  nöthig  heranzog. 

Der  Verfasser  nimmt  hier  den  Weg  von  Lagrange  wieder  auf, 
nnd  erhält  auf  kürzeste  Weise  der  Reihe  nach  sämmtliche  Formeln  von 
Bedeutung. 

HS«t  -Ut  Abth  d.  Zeittchr.  f.  Math.  n.  Phyfc  S9.  Jahrg.  ISM.  6.  Heft  DilAzed  by  GOOQIC 


178  Historisch -literarische  Abtheilong. 

Die  Delaihbre'schen  Formeln  zeigen  hierbei  am  deutlichsten  die 
Folgenschwere  der  früher  getroffenen  Eintheilnng  der  Dreiecke  in  eigent- 
liche und  uneigentliche:  Bei  den  einen  gelten  die  oberen,  bei  den  anderen 
die  unteren  Vorzeichen,  während  z.  B.  der  Cosinus-  und  Sinnssatz  für  beide 
gleichmässig  gilt.  Da  nun  die  eigentlichen  Dreiecke  nicht  wieder  in  ge- 
trennte Schaaren  zerfallen,  sondern  eine  continuirliche  Mannigfaltigkeit 
bilden,  so  ist  ein  zweiter  Fortschritt,  wie  der  vom  Cosinns-  und  Sinussati 
zu  den  Delambre 'sehen  Formeln  fahrende,  der  die  Bestimmung  des  Vor- 
zeichens einer  an  sich  rational  bekannten  Quadratwurzel  involvirt,  nicht 
möglich:  Die  Entwickelung  der  sphftrischen  Trigonometrie 
ist  also  nach  gewisser  Bichtung  hin  abgeschlossen. 

Ohne  auf  die  fortlaufende  Bezugnahme  auf  die  früher  aufgestellten 
Gruppen  einzugehen ,  kommen  wir  sofort  zu  dem  Kernpunkte  des  AbschnitieSy 
der  algebraischen  Umformung  der  Del  am br ersehen  Oleichungen. 

Führt  man  in  ihnen  die  Grössen  {|=  d^'«    li  s=  d^-^^  als  Fundamenial- 

elemente  ein,   so  findet  man,  dass  sich  die  Producte  lih  und  XiXk  gegen- 
seitig linear  ausdrücken  nach  dem  Muster  der  Formel: 

hh=     ^7i?^^'^^^^'^^'?^     («^«^st  der  dualistischen). 

Diese  drei  Formeln  enthalten  wohl  den  algebraisch  ein- 
fachsten Ausdruck  der  Abhängigkeit  zwischen  den  Seiten 
und  Winkeln  eines  sphärischen  Dreiecks. 

Andererseits  stehen  dieselben  Producte  lih  nnd  XiXk  auch  zu  den 
Anfangs  eingeführten  Stücken  «,  0  in  höchst  eleganter  Beziehung: 

sin Sq :  sins^isins^:  sin^^  =^l:X^X^:X^X^:  X^X^  (nebst  der  dualistischen). 

Es  liegt  nunmehr  nahe,  Zähler  und  Nenner  der  Ausdrücke  für  die 
XiXk  und  lih  als  selbständige  Grössen  7o,  Y^  Tg,  T,;  Zq,  Z^,  Z^,  Z^ 
einzafahren.  Dann  drücken  sich  sowohl  die  Y  durch  die  Z  (und  umgekehrt), 
als  auch  beide  durch  vier  neue  Hilfsgrössen  X^y  X|,  2^,  X3  linear  in 
Formeln  aus,  die  bereits  einen  unmittelbaren  Zusammenhang  mit  der 
Jacobi*schen  Begründung  der  elliptischen  Functionen  durch  die  6- Functionen 
erkennen  lassen.  ^ 

Vor  der  Hand  ist  es  von  grösserer  Wichtigkeit,  aus  den  Y  und  Z 
quadratische  Ausdrücke  aufzubauen  nach  dem  Schema: 

<%o-=zr»,=  zz»,,  a„=2(z,z,+2'Zi)«2(r,r,  +  rorj), 

Diese  neun  Grössen  au  sind  die  Coeffioienten  einer  ortho- 
gonalen Substitution  in  drei  Veränderlichen,  umgekehrt  sind 
X,  F,  Z  proportional  einfachen  linearen  Verbindungen  der  Otk* 
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Mit  dem  Cosinus  der  Seiten  und  Winkel  eines  sphftrischen  Dreiecks 
hftngen  die  aik  in  sehr  einfacher  Weise  zusammen,  wie  man  aus  dem 
Mnster  der  rational  umkehrbaren  Formeln 

{laq  a«a 

C05a  =-25,    cosa.=-^ 
»11  »11 

sieht  Es  ist  aber  von  Bedeutung,  dass  die  Zähler  und  Nenner  dieser  Ver- 
hältnisse;  einzeln  genommen,  einfachere  Eigenschaften  besitzen,  als  die 
costiif  cosai  selber. 

Mit  Hilfe  der  aa  kann  man  zu  einer  unbegrenzten  Zahl  neuer 
Belationen  der  sphärischen  Trigonometrie  gelangen. 

Man  wird  nun  weiterhin  den  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie 
eine  sehr  anschauliche  Bedeutung  unterlegen  können,  wenn  man  die  X  als 
homogene  Coordinaten  eines  Baumpunktes  auffasst.    Da  die  X^  Tj  Z  durch 

XqXiX^Xq+  TqT^  T^T^  +  ZqZ^Z^Z^^^O 

Terknüpft  sind,  so  sind  die  3.4  Ebenen  Xi=0,  7*^  =  0,  Z|==0  die  dreier 
„desmischen  Tetraeder/ 

Es  giebt  gewisse  Gruppen  von  BaumcoUineationen,  welche  die  Figur 
der  drei  Tetraeder  als  Ganzes  unverändert  lassen;  unter  diesen  Gruppen 
ragt  vorzüglich  eine  G^^  hervor,  unterwirft  man  einen  beliebigen  Funkt 
des  Baumes  den  Collineationen  der  &jg,  so  nimmt  er  16  Lagen  an,  die 
eine  „Kummer*8che  Configuration**  bilden. 

Damit  sind  die  Vorbedingungen  gesohaflPen,  um  die  Mannigfaltigkeit 
aller  sphärischen  Dreiecke  auf  den  Punktraum  abzubilden,  wodurch  er- 
reicht wird,  dass  man  sich  von  einer  Beihe  merkwürdiger  Dreiecks- 
tjpen,  die  auf  der  Kugel  nahezu  unzugänglich  sind,,  eine  Vorstellung 
machen  kann. 

Ohne  auf  die  ermüdende  und  nicht  wesentliche  Erörterung  dieser  ver- 
wickelten Baumfiguren  einzugehen ,  gedenken  wir  lieber  noch  einer  zweiten, 
planimetrischen  Abbildung,  die  sich  sogar  für  den  elementaren  Unterricht 
gut  verwerthen  lässt.  Man  kann  nämlich  die  Halbmesser  zweier  Kreise  so 
wählen,  dass  sich  ihnen  je  ein  Viereck  von  den  Seiten  T^resp.  Z|  einbeschreiben 
lässt.  Verbindet  man  noch  die  Ecken  jedes  Vierecks  mit  dem  bez.  Mittel- 
punkte, und  zieht  die  Diagonalen,  so  treten  nunmehr  die  Winkel  5,  a,  a,  a 
unmittelbar  vor*s  Auge.  Als  Anwendung  lässt  sich  z.  B.  die  Aufgabe,  aus 
den  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  die  Winkel  zu  finden,  oder  umgekehrt, 
sehr  elegant  constructiv  lösen. 

Wir  müssen  uns  beeilen,  um  wenigstens  das  Wichtigste  aus  dem 
dritten  Abschnitt,  der  den  Zusammenhang  der  sphärischen  Trigonometrie 
mit  den  elliptischen  Functionen  darlegt,  herauszugreifen. 

Um  gleich  das  Hauptergebniss  anzuführen:  Während  man  sich  seit 
Lagrange  damit  begnügte,  die  Elemente  eines  sphärischen  Dreiecks  durch 
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elliptische  Functionen  zweier  Argumente  darzustellen,  werden  hier  all- 
gemeiner solche  Ton  yier  Argumenten  zu  Grunde  gelegt.  Hierdurch  wird 
es  erst  ermöglicht,  den  Zusammenhang  beider  Oebiete,  nnd  dieser  wiederum 
mit  den  orthogonalen  Substitutionen,  zu  einem  yollständigen  und  über- 
sichtlichen zu  gestalten. 

Vom  formalen  Gesichtspunkte  aus  betrachtet  ist  es  unschwer  zu  sehen, 
dass  sich  die  im  zweiten  Abschnitte  entwickelten  Beziehungen  zwischen 
den  Z,  7,  Z  im  Wesentlichen  alle  so  in  der  Weierstrass'schen  Theorie 
der  tf,  tf|,  ^2  9  ^3  vorfinden,  wenigstens,  sobald  man  die  letzteren 
gewissen  Modificaüonen  unterwirft.  Der  tiefere  Grund  liegt  aber  in  der 
Erkenntniss,  dass  die  zahlreiche  Menge  der  yon  Jacobi  und  Weier- 
strass  aufgestellten  Additionstheoreme  wiederum  yermöge  des  Gruppen- 
begriffe  ein  organisches  Ganze  ausmachen.  Man  gelangt  zu  256  Additions- 
theoremen, die  z.  B.  durch  eine  Gruppe  von  ebensoviel  Substitutionen 
der  auftretenden  vier  Argumente  in  sich  übergehen.  Die  Substitutionen 
drücken  aus,  dass  immer  einige  der  Argumente  um  Periodenh&lften  ver- 
mehrt werden. 

Diese  Gruppen  und  andere  sich  daran  anschliessende,  stehen  zu  den  mit 
der  Figur  der  desmischen  Tetraeder  verknüpften  in  engster  Beziehung.  Die 
Coefficienten  atk  der  orthogonalen  Substitutionen  stellen  sich  zunächst  un- 
mittelbar dar  als  ganze,  homogene  Functionen  zweiten  Grades  von 
9 -Functionen;  ftthrt  man  aber  geeignete  neue  Argumente  ein,  so  gelingt 
es  sogar,  die  Otk  in  die  Gestalt  von  ganzen  homogenen  Functionen  ersten 
Grades  der  9 -Functionen  der  transformirten  Argumente  zu  setzen;  es  ist 
das  ein  wesentlicher  Fortschritt  gegenüber  Resultaten,  die  von  Herrn  Cas- 
par j  herrühren.  GemKss  den  256  Additionstheoremen  giebt  es  256  solcher 
Coefficiententafeln. 

Es  sei  noch  betont,  dass  die  hier  im  Vordergrund  stehenden  Relationen 
zwischen  den  a^A  keineswegs  ohne  Weiteres  aus  den  Additionstheoremen  fiiessen, 
sondern  algebraische  Folgen  der  zwischen  den  Quadraten  der  o- Functionen 
bestehenden  linearen  Gleichungen  sind. 

Der  Verfasser  hätte  in  diesem  Sinne  geradezu  seine  Schrift  als  eine 
„höhere  Algebra  der  sphärischen  Trigonometrie  und  der  elliptischen  Functionen' 
bezeichnen  können.  Das  Wesentliche  ist  eben,  dass  die  aus  der  Trigono- 
metrie abgeleiteten  Gruppen  isomorph  sind  zu  gewissen  Gruppen  linearer 
Substitutionen  der  Argumente  elliptischer  Functionen. 

Es  ist  von  vornherein  zu  vermuthen,  dass  sich  ein  derartiger  Isomor- 
phismus noch  auf  mannigfaltige  andere  Arten  realisiren  läset,  wofQr  der 
Verfasser  selbst  ein  Beispiel  anführt. 

In  einem  Schluss werte  deutet  der  Verfasser  darauf  hin,  einer  wie  reichen 
Entwickelung  die  sphärische  Trigonometrie  in  Zukunft  noch  fähig  ist 

Wir  schliessen  diese  gerade  im  Interesse  der  Lehrer  so  ausführlich  ge- 
haltene Besprechung   mit   dem  Hinweis   auf  die  vom   Verfasser  besondeit 
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empfohlene,  in  Deutschland  aber    fast  unbekannt   gebliebene   ;, Sphärische 
Trigonometrie«  von  J.  A.  Serset  (7°»«  6d.  Paris  1888). 

Berichtigung.  S.  98  Zeile  11  statt:  „ein  Flächenelement  stets  wieder 
in  ein  Flächenelement  übergehe  **  muss  es  heissen:  j^ein  Paar  benachbarter 
Flächenelemente  stets  wieder  in  ein  Paar  benachbarter  Flächenelemente 
übergehe.*  W.  Franz  Mbyee. 

Becherches  sur  rhistoire  de  rastronomle  ancienne  par  Paul  Tannert, 
Paris  1893.    Gauthier -Villars  &  fils.    VIII,  370  p. 

Wenn  Referent  es  unternimmt,  über  das  neue  geschichtliche  Werk 
des  geistreichen  französischen  Fachgenossen  ganz  kurz  zu  berichten,  so 
muss  er  von  yomherein  zugestehen,  dass  man  seiner  Berechtigung  zu  einer 
solchen  Darlegung  Zweifel  entgegenbringe.  Auf  dem  Gebiete  der  Stern- 
künde  sind  wir  nie  thätig  gewesen.  Wir  haben  vielmehr  stets  die  Noth- 
wendigkeit  eingesehen  und  vorkommenden  Falles  betont,  uns  auf  die 
Geschichte  der  reinen  Mathematik  zu  beschränken.  Wir  stehen  daher  dem 
Hauptinhalte  des  uns  vorliegenden  Bandes  fast  als  Laie  gegenüber.  Herr 
Tann  er  7  hat  indessen  vielfach  rein  mathematische  Fragen  in  das  Bereich 
seiner  Untersuchungen  mit  hineingezogen ,  und  diese  Einschaltungen  dürften 
unserer  Beurtheilung  anheimfallen. 

Herr  Tannery  hat  seinen  Stoff  in  15  Kapitel  getheilt,  welchen  noch 
einige  Anhänge  folgen.  Die  Deberschriften  der  Kapitel  lassen  sich  etwa 
80  verdeutschen :  1 .  Bedeutung  des  Wortes  Astronomie  bei  den  Griechen. 
2.  Bedeutung  des  Wortes  Astrologie  bei  den  Griechen.  3.  Die  Alexandri- 
nischen  Mathematiker.  4.  Die  astronomischen  Postulate  nach  Ptolemaeus 
nnd  Elementarschriftstellem.  5.  Kugelgestalt  der  Erde  und  Gradmessung. 
6.  Planetenbewegung.  7.  Kugelkreise.  8.  Das  Sonnenjahr.  9.  Sonnentafeln. 
10.  Hipparch  und  die  Perioden  der  Mondbewegung.  11.  Mondtafeln. 
12.  Die  Parallaxen  der  Sonne  und  des  Mondes.  13.  Voraussagung  von 
Finsternissen.  14.  Planetentheorie.  15.  Der  Fizsternenkatalog.  Anhang: 
1.  Uebersetzung  eines  astronomischen  Lehrgedichles  aus  dem  zweiten  vor- 
christlichen Jahrhunderte.  2.  Das  Leben  des  Eudoxns.  3.  Antike  Trigono- 
metrie. 4.  Das  grosse  Jahr  des  Josephus.  5.  Meinungen  der  Alten  über 
die  Entfernungen  der  Planeten  von  der  Erde.  6.  Die  Himmelskugeln  nach 
Naslr- Eddin  Attüsi  von  H.  Carra  de  Vaux. 

Dass  die  Bedeutung  der  beiden  Wörier  Astronomie  und  Astro- 
logie nicht  alle  Zeit  die  gleiche  war,  dürfte  als  sicher  gelten.  Herr  Tannery 
hält  Astronomie  für  das  ältere  und  findet  seine  Urbedeutung  in  der  Unter- 
scheidung von  Sternbildern  und  in  deren  Benutzung  bei  der  Eintheiluug 
der  Nacht  in  Stunden  und  des  Jahres  in  Jahreszeiten.  Wesentlich  höher 
stand,  wieder  nach  Herrn  Tanner  j 's  Auffassung,  die  Astrologie  als  Anfang 
einer  wissenschaftlichen  Sternkunde,  der  Lehre  von  den  Bewegungen  der 
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Wandelsterne.  Die  Beschftftigang  mit  ihr  setzt  bereits  eine  SphSrik 
voraus,  deren  Anfänge  man  deshalb  ziemlich  früh  yermathen  darf.  Herr 
Tann  er  7  hält  Eadozus  für  den  Verfasser  eines  dieses  Wissensgebiet 
behandelnden  Werkes,  und  wir  haben  wiederholt  dieser  Yermuthnng  bei- 
gepflichtet, üeber  Theodosius,  den  Verfasser  einer  heute  vorhandenen 
Sphärik;  weichen  Herrn  Tannerj's  Ansichten  von  den  landläufigen  ab. 
Suidas  berichtet  über  Theodosins  und  dessen  mathematische  nnd  astro* 
logische  Schriften.  Er  fährt  dann  fort:  i^Teodosius  schrieb  in  Versen 
über  den  Frühling  nnd  andere  Gegenstände.  Er  war  aus  Tripolis **.  Daraus 
folgert  Herr  Tannerj^  es  seien  zwei  verschiedene  Theodosius  gemeint^ 
und  nur  der  Dichter  sei  aus  Tripolis.  Der  Mathematiker  dagegen  sei  gleich 
Hipparch ,  vielleicht  als  dessen  Zeitgenosse ,  in  Bithjnien  zu  Hause  gewesen, 
denn  Strabon  spreche  von  „Hipparch,  Theodosius  und  dessen  SGhnen,  MaÜie* 
matikem*'.  Die  Streitfrage  dürfte  eine  ziemlich  unwichtige  seiti,  da  Theo* 
dosins  wesentlich  Zusammensteller  früher  bekannter  Wahrheiten  und  nicht 
ibr  Erfinder  war,  aber  wir  vermögen  nicht  einzusehen,  warum  ein  Mathe- 
matiker nicht  auch  Dichter  gewesen  sein  und  über  den  Frühling  geschrieben 
haben  soll;  Strabon's  Ausdruck  legen  wir  dann  vollends  keine  Beweiskraft 
bei.  Im  dritten  Kapitel  gebt  Herr  Tanne rj  dem  Ursprünge  der  Trigono- 
metrie entgegen.  Er  hält  Hipparch  für  allznwenig  mathematisch  begabt, 
um  Erfinder  der  Trigonometrie  sein  zu  können;  Archimed  und  Apollonins 
müssen  schon  die  Grundlagen  gelegt  haben,  Letzterer  in  dem  Okytokion, 
welches  eine  genauere  Berechnung  von  n  lehrte,  als  die  Ereismessnng 
Archimed's.  Inder  setzten  in  vom  griechischen  Einflüsse  zeugenden  Schriften 
TTss  3,1416.  Woher  dieser  Werth  stammt,  ist  unbekannt  Herr  Tanner j 
stellt  die  geistreiche ,  nur  leider  durchaus  in  der  Luft  schwebende  Meinung 
auf,  das  sei  eben  der  von  Apollonins  im  Okytokion  berechnete  Ntthemngs- 
werth;  Apollonins  habe  die  Myriade  ab  Nenner  des  YerhSltnisses  gewählt, 
wie  er  überhaupt,  die  Myriade  in  ähnlicher  Weise  bevorzugte,  wie 
Archimed    die    Chiliade.     Wäre    dieser    Vergleich    richtig»     dann    müsste 

Archimed  als  Grenzen  für  n  nicht  3=  ^  tc  ^3=ir  gesetzt  haben,   sondern 

3,142  >  a  >  3,141,  und  davon  ist  nirgend  eine  Spur  zu  finden.  Wir 
glauben  daher  vor  Herrn  Tannery's  noch  weitergehenden  Schlüssen 
Halt  machen  zu  müssen.  Dürfen  wir  noch  eine  weitere  Bemängelung 
hinzufügen?  Wir  vermissen  ein  Namen-  und  Sachverzeichniss ,  dessen 
Fehlen  die  Benutzbarkeit  von  Herrn  Tannery's  Werken  ungemein  beein- 
trächtigt.    Cantor. 

La  Correspondanoe  de  Desoartes  dans  les  inödits  du  fonds  Libri  ötudiöe 
pour  rhistoire  des  math^matiques  par  Paul  Tannert.     Paris  1893. 
Gauthier-Yillars  et  fils.    VII,  94  p. 
Der  Ankauf  eines  Theiles  der  Handschriften  der  Ashbumham-Bibiio- 

thek   durch   die    französiche  Regierung  hat  werthvolle  Briefe  wieder  nach 
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Paris  zurückgebracht»  wo  sie  fiHher  aufbewahrt  waren,  bis  Libri  es  verstand, 
sie  sich  widerrechtlich  anzueignen  und  ausser  Landes  zu  führen.  Herr  Paul 
Tann  er  y,  welcher,  seit  die  Herausgabe  von  Fermafs  Werken  in  seine  Hände 
gelegt  ist,  seine  geschichtliche  Begabung  zwischen  dem  griechischen  Alterthume 
und  dem  XYII.  Jahrhundert  fast  hälftig  getheilt  hat,  ist  in  der  günstigen  Lage 
gewesen,  jene  neuen  Erwerbungen  oder  Wiedererwerbungen  durchsehen  zu 
können,  und  er  hat  darunter  eine  Anzahl  von  noch  nicht  herausgegebenen 
Briefen  von  Descartes  erkannt.  Den  ganzen  Wortlaut  dieser  Briefe  hat 
Herr  Tannery  in  dem  Archiv  für  Oeschichte  der  Philosophie  (Berlin  bei 
Reimer,  IV,  442-449,  529—656;  V,  217—222,  469—477)  veröffent- 
licht,  aber  er  hat  daneben,  und  dafür  sind  wir  ihm  besonderen  Dank 
schuldig,  in  einem  dünnen  aber  inhaltreichen  Bändchen  diejenigen  Brief- 
stellen ausgewählt  und  erläutert,  welche  für  die  Geschichte  der  Physik  und 
der  Mathematik  von  Bedeutung  sind.  Wir  werden  vielleicht  Gelegenheit 
haben  von  diesen  Briefen  an  anderer  Stelle  Gebrauch  machen  zu  können, 
hier  wollen  wir  nur  ganz  allgemein  bemerken,  dass,  wenn  wir  auch  an  Herrn 
Tannery 's  sachlichen  Bemerkungen  nicht  rütteln,  dennoch  unsere  Auf- 
fassung manchmal  in  dem  Maasse  von  der  seinigen  abweicht,  in  welchem 
wir  Descartes  Persönlichkeit  verschieden  beurtheilen.  Herr  Tannery  — - 
das  wissen  wir  auch  aus  mit  ihm  geführten  Gesprächen  —  liebt  seinen 
Descartes,  wie  er  ihn  bewundert,  uns  ist  bei  gleicher  Bewunderung  des 
Gelehrten  der  Mensch  Descartes  mindestens  unsympathisch.  Ausser  den 
Briefen  hat  Herr  Tannery  auch  drei  gegen  die  Geometrie  Descartes  ge* 
richtete  Flugblätter  veröffentlicht,  welche  nach  seiner  offenbar  das  Richtige 
treffenden  Ansicht  von  De  Beangrand  herrühren,  jenem  Freunde  Bober- 
▼al's,  dessen  Namen  man  in  der  Geschichte  vieler  Streitigkeiten  jener  Zeit, 
z.  B.  auch  der  Fehde  zwischen  Boberval  und  Torricelli ,  begegnet.  De  Beau- 
grand  hat  den  Lehrsatz  von  den  Zeichenfolgen  und  Zeichen  wechseln  nicht 
verstanden.  Mit  den  imaginären  Gleichungswurzeln  ist  es  ihm  ebenso  ge- 
gangen. Aus  diesen  Missverständnissen  und  einer  übertriebenen  Hochschätzung 
von  Thomas  Harriot  braut  sich  eine  Gemenge  von  Anklagen  zusammen, 
denen  ähnlich,  welche  Wallis  später  in  seiner  Algebra  äusserte.  Sollte 
hier  das  post  hoc  zugleich  auch  ein  prqpter  hoc  sein?  Wenn  man  die 
Anwesenheit  des  Lord  Cavendish  in  Frankreich  berücksichtigt,  der 
sieben  Jahre ;  nachdem  die  Flugblätter  herausgekommen  waren,  gerade  in  den 
Kreisen  verkehrte,  in  welchen  sie  Verbreitung  gehabt  haben  müssen,  so 
ist  der  Weg  nicht  lange  zu  suchen,  auf  welchem  die  Anklage  zu  Wallis 
gelangt  sein  könnte.  Wallis  freilich  beruft  sich  nirgend  auf  De  Beaugrand, 
allein  auch  das  ist  begreiflich.  Wallis  stand  in  dem  vorerwähnten  Streite 
zwischen  Torricelli  und  den  Franzosen  vollständig  auf  Seiten  des  Ersteren. 
Er  hatte  also  in  De  Beaugrand  einen  Gegner,  und  diesen  als  Quelle  zu 
nennen,  lag  nicht  in  Wallis  schriftstellerischen  Gewohnheiten.  Als  Anhang 
hat  Herr  Tannery  auch  noch  einzelne  treffliche  Bemerkungen  zu  den  drei 
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ersten  Bftnden  der  neaen  hoUänder  Ausgabe  von  Hujgens*  Briefwechsel 
drucken  lassen  und  bei  dieser  Qelegenheit  die  immer  noch  nicht  ganz 
sichere  Entstehungsgeschichte  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften 
um  ein  gutes  Theil  aufgeklärt. Cahtor. 

Le   seiende  esatte  neli'antica  Grecia  di  Gino  Loria,  Prof.  di  geometria 
superiore   neir  uniyersitä  di   Genova.     Libro  I.    I  geometri  gred 
preonrsori  di  Euolide.    Modena  1893  coi  tipi  della  Society  tipo- 
grafica,    antica  tipografla   Soliani.     168  p.     Estratto   dal   Vol.  X, 
Serie  II   delle  Memorie   della  B,  Aocademia  di  Scienze ,    Lottere  ed 
Arti  di  Modena.    Sezione  di  Scienze ,  p.  3  e  SQguenti. 
Herr  Gino  Loria  hat  1890  in  den  Abhandlungen  der  Turiner  Aka- 
demie unter  dem  Titel  „11  periodo  aureo  della  geometria  greca**  eine  üeber- 
sieht  über  die  Leistungen  des  grossen  Euklidischen  Jahrhunderts  TerOffent- 
licht.     Als  wir  im   XXX  VI.  Bande   dieser  Zeitschrift  Histor.-liter.  Abthlg. 
S.  29 — 30  jene  Schrift  besprachen,   schlössen  wir  mit  dem  Satze:     »Wir 
sind  berechtigt  anzunehmen,  Herr  Loria   werde  seine  Forschangen  ttber 
griechische  Geometrie  fortsetzen ,  und  wir  freuen  uns  zum  Voraus  auf  seine 
weiteren    Arbeiten    auf    diesem   Gebiete.^     Unsere   Annahme    fu&ste  anf 
Aeusserungen    des   Verfassers    selbst.     Heute   sind   seine   damaligen  Ver- 
sprechungen bereits  zur  Wahrheit  geworden ,  und  wir  können  das  Erscheinen 
des  ersten  Abschnittes  seines  umfangreichen  Werkes  anzeigen.     Das  Ganze 
wird  aus  fünf  Abschnitten  bestehen:  1.  Die  Zeit  der  Vorbereitung,  2.  die 
Zeit  des  grössten  Glanzes ,  3.  die  Zeit  des  Verfalles  und  der  Commentatoren, 
4.  die  Mathematik  der  Astronomen  und  der  Feldmesser,  5.  die  griechische 
Arithmetik.     Davon  ist,  wie  schon  gemeldet  und  wie  aus  der  üeberschrift 
ersichtlich,  der  erste  Abschnitt  der  Oeffentli^hkeit  übergeben. 

Herr  Loria  hat,  wie  er  selbst  erklärt,  vielfachen  Nutzen  aus  dem 
ersten  Bande  unserer  Vorles.  Gesch.  Mathem.  von  1880  gezogen;  er  hat 
daneben  sämmtliche  anderen  seit  1880  erschienene  geschichtlichen  Arbeiten 
benutzt;  er  hat  zum  Vergleiche  überall  die  Quellenschriften  beigezogen. 
Er  hat  also  ungeföhr  das  Gleiche  gethan,  was  unsere  eigene  Aufgabe  b« 
der  Bearbeitung  der  zweiten  Auflage  unseres  ersten  Bandes  bildete,  und 
sein  erster  Abschnitt  entspricht  etwa  unseren  Kapiteln  4^-11  auf  S.  104  bis 
244  nach  Ausschluss  der  von  uns  mitbehandelten  Arithmetik.  Es  dürfte 
zur  Bekundung  der  gegenseitigen  Selbststftndigkeit  geeignet  sein  festzustellen, 
dass  Herrn  Loria's  Heft  in  unsere  H&nde  kam,  bevor  die  zweite  Auflage 
unseres  ersten  Bandes  ausgegeben  war,  aber  nachdem  die  30  ersten  Bogen 
(Kapitel  1 — 24)  im  Beindrucke  vollendet  uns  vorlagen.  Vielleicht  gereicht 
es  unserem  beiderseitigen  Bestreben  nach  Vollständigkeit  zum  Lobe,  dass 
trotz  dieser  Unabbängigkeit  von  einander  zwischen  beiden  Schriften  eine 
Aehnlichkeit  stattfindet,  welche  leicht  bis  ins  Einzelne  zu  verfolgen  wSre. 
Naturgemäss  sind  auch  Abweichungen  und  Gegensfttze  vorhanden,  denn  wo 
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die  Oewissheii  fehlt  und  man  zwischen  Wahrscheinlichkeiten  sich  entscheiden 
mnss,  kann  ein  Forscher  sehr  leicht  der  einen  Partei ,  wenn  Wir  dieses 
Wort  gebranchen  dürfen,  beitreten,  ein  anderer  der  anderen.  Im  All- 
gemeinen hat  Herr  Loria  die  strittigen  Fragen  ausführlicher  behandelt, 
als  wir  es  gethan  haben.  Die  Yon  Simplicius  aufbewahrte  Stelle  des 
Hippokrates  von  Chios  z.  B.  ist  mit  grösster  Weitläufigkeit  behandelt, 
die  berüchtigte  Menonstelle  nicht  minder.  Ueber  die  Kenntnisse  des 
Endoxus  und  die  darauf  bezüglichen  Meinungen  ist  weit  genauer  berichtet, 
als  wir  es  für  nothwendig  hielten.  Das  sind,  möchten  wir  sagen,  Ge- 
schmackssachen, und  jeder  Schriftsteller  richtet  sich  nach  dem  eigenen 
Geschmack.  Eine  Bemerkung  war  uns  neu,  und  wir  bedauern,  sie  nicht 
früher  kennen  gelernt  zu  haben.  Uns  war  n&mlich  immer  entgangen,  dass 
Clavius  bereits  in  seiner  Euklid -Ausgabe  die  Vermuthung  aussprach,  die 
Erfindung  des  pythagorftischen  Lehrsatzes  sei  eine  arithmetisch -geometrische 
gewesen  und  von  dem  Dreiecke  mit  den  Seiten  3,4^5  ausgegangen.  Ob 
übrigens  Herr  Loria  bei  Gelegenheit  des  pythagorftischen  Lehrsatzes  und 
ebenso  bei  Erwähnung  der  Lehren  von  Speusippus  nicht  das  Gefühl 
empfand ,  es  sei  misslich ,  in  jenen  ältesten  Zeiten  die  Arithmetik  so  scharf 
von  der  Geometrie  zu  trennen,  dass  man  sie  erst  am  Schlüsse  des  Werkes 
im  Zusammenhang  behandele?  Wir  stellen  nur  die  Frage.  Wir  geben  zu, 
dass  ihre  Beantwortung  eine  verschiedene  sein  kann.  Cantor. 


Oella  varia  fortuna  die  Euolide  in  relazione  con  i  problemi  deir  insegna- 
mento  geometrico  elementare  di  Ging  Loria.  Roma  1893.  Tipo- 
grafia  Elzeviriana.  A  Corrado  Segre  nel  dl  delle  sue  nozze  XXVI 
Marzo  MDCCCXCIIL  37  p. 
Sollen  wir  den  Inhalt  des  Büchleins,  durch  welches  der  Verfasser 
nach  italienischem  Brauche  die  Hochzeitsfeier  seines  Jugendfreundes,  des 
auch  in  Deutschland  wohlbekannten  Schriftstellers  über  mehrdimensionale 
Geometrie  und  Mechanik  Corrado  Segre,  mitbeging,  kurz  angeben,  so 
besteht  er  in  Folgendem.  Euklid's  Geometrie  besitzt  neben  unleugbaren 
grossen  Vorzügen  auch  eben  solche  Mängel.  Schon  dem  Alterthume  waren 
dieselben  weniger  unbekannt,  als  man  in  der  Regel  annimmt,  und  unserem 
Jahrhunderte  insbesondere  scheint  es  vorbehalten  geblieben  zu  sein ,  mit  gewalt- 
sam umstürzender  Vergesslichkeit  geleisteter  Dienste  Euklid  aus  den  Schulen 
zu  verdrängen,  in  welchen  er  fast  zwei  Jahrtausende  unbeschränkt  herrschte. 
Herr  Loria  weist  diese  neue  Strömung^  welcher  der  Hauptsache  nach 
Legend re  zuerst,  dann  schier  zahllose  Nachfolger  andere  und  andere 
Bahnen  zu  eröffiien  versuchten ,  in  allen  Theilen  der  gebildeten  Welt  nach. 
Er  schliesst  sich  der  Meinung  an,  Euklid's  Geometrie  habe  im  Wesent- 
lichen sich  überlebt  und  müsse  einem  Lehrbuche  der  Zukunft  den  Platz 
räumen.    Wir  sagen  absichtlich  einem  Lehrbuche  der  Zukunft,  denu  durch 
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die  schon  vorhandenen  Neuherstellungen  erklärt  Herr  Loria  sich  nicht 
befriedigt.  Er  schliesst  vielmehr  mit  einer  äussert  knapp  gehaltenen  Anf- 
zfihlung  derjenigen  Anfordemngen,  welche  er  an  das  neue  Lehrbnch  stelli 
Von  unserer  Seite  k6nnen  wir  zunächst  den  ältesten  Bemängelungen  du 
sehr  grosses  Gewicht  nicht  beilegen.  Was  Apollonius  in  dieser  Richtung 
geschrieben  haben  mag,  kennen  wir  kaum,  ausser  durch  kurze  Notizen 
bei  Proklus,  und  die  Versuche  des  Ptolemaeus,  die  Parallelentheorie  besser 
zu  stützen,  lassen  sich  mit  der  denkbar  grössten  Bewunderung  EukUda  sehr 
wohl  vereinigen.  Die  Thatsache  bleibt  denn  doch  vorhanden,  dass  im  Kampf 
um*s  Dasein ,  welchen  BQcher  nicht  minder  als  lebende  Wesen  zu  boetehen 
haben,  die  Elemente  des  Euklid,  des  Apollonius,  des  Heron,  des  Nikomachos 
allein  übrig  geblieben  sind ,  während  die  wettbewerbenden  Sdiriften  Aber  Geo- 
metrie, über  Kegelschnitte,  über  Feldmesskunst,  über  Arithmetik  zu  Grunde 
gingen«  Wenn  in  einem  neuen  Aufleben  des  gleichen  Kampfes  die  früheren 
Sieger  unterliegen,  so  trägt  keineswegs  ihre  geringere  Tüchtigkeit  die  Schuld, 
sondern  die  durchaus  veränderten  Kampfes-  und  Lebensbedingungen.  Die 
Geometrie ,  um  nur  von  ihr  zu  reden ,  während  Aehnliches  auch  von  anderen 
Theilen  der  Mathematik  gesagt  werden  könnte,  ist  im  neunzehnten  Jahr- 
hunderte eine  wesentlich  neue  geworden.  Dinge,  welche  Pappus,  welche 
noch  Desargues ,  Pascal  kaum  ahnten ,  sind  in  den  Vordergrund  getreten 
und  müssen,  darin  stimmen  wir  Herrn  Loria  vollkommen  bei,  schon  in 
den  Anfangslehren  vorbereitet  werden.  Aber  ebenso  sicher  sind  wir,  dass 
Herr  Loria  als  tüchtiger  Geschichtskenner  nicht  in  den  Chor  der  Euklid- 
verächter um  jeden  Preis  einstimmt,  welche  das  griechische  Meisterwerk 
um  so  niedriger  stellen,  je  weniger  sie  es  zu  kennen  pflegen.     Cahtor. 


Sie  Berechnung   des  Kreis -TTmfiuiges    bei  Arohimedes  und   Leonardo 
Pisano    von  Prof.  Dr.  H.  Wsissenbobn.     Sonderabdruck   aus  den 
Berliner  Studien  für  classische  Philologie  und  Archaeologie.   Bd.  XIV, 
Heft  3.    Berlin  1894.    Bei  S.  Calvary  &  Co.    32  S. 
Herr  Heilermann  hat  1881  im  XXVL  Bande  dieser  Zeitschrift  den 
bekannten  Satz  des  Theon  von  Smyma  über  Seiten-  und  Diameiralzafalen 
erweitert,   so   dass  er  nicht  nur,   wie  bei  Theon,    ^  in  immer  grosserer 
Annäherung  kennen   lehrt,  sondern  zur  näherungs weisen  DarsteUung   be- 
liebiger  Quadratwurzeln    tauglich    wird.    Herr  Weissenborn   hat    1883 
im  XXVIII.  Bande  dieser  Zeitschrift  und  in  einem  besonderen  Schriftehen: 
„Die  irrationalen  Quadratwurzeln  bei  Archimedes  und  Heron^  den  gleichen 
Gedanken   weiter  gesponnen  und  nachzuweisen  versucht,   schon  Heron,  ja 
sogar   schon  Archimed,    hätten    von  derartigen  Sätzen   ausgehend   die  bei 
ihnen  vorkommenden  Quadratwurzeln  näherungsweise  bestimmte    In  seiner 
neuesten   Schrift  wiederholt  Herr  Weissenborn  seine  früheren  Behaup- 
tungen und  ergänzt  sie ,  indem  er  auch  die  Bemerkungen ,  welche  Leonardo 
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▼on  Pisa  zu  der  Archimedischen  Ereismessang  gemacht  hat,  in  das  Bereich 
seiner  Betrachtungen  einbezieht.  Er  sieht  sich  anch  bestärkt  in  der 
üeberzengung,  der  kunst-  nnd  sinnreiche  Anfban  der  Archimedischen 
üntersachnng  könne  nur  die  Absicht  verfolgt  haben,  zu  beweisen,  was  in 
einem  Lande,  in  welchem  viel  gebaut  wurde,  durch  Versuche  gefanden 
worden  war.  Als  jenes  Land  wird  vermuthungsweise  Aegypten  genannt. 
Wenn  wir  Herrn  Weissenborn  richtig  yerstehen,  so  nimmt  er  also  an, 

die   forüaafende  Ungleichung  Syr  <  tc  <  3=-  sei  den  Aegyptem  um  260 

y.  Chr.  bekannt  gewesen.  Irgend  eine  geschichtliche  Beglaubigung  sämmt- 
licher  Behauptungen  ist  nicht  beigebracht,  scheint  uns  auch  unbeibringlich. 

Cantob. 

Monge,  der  Begründer  der  darstellenden  Geometrie  als  Wissenschaft. 
Eine  mathematisch  •  historische  Studie  von  Prof.  Fbrdin.  Jos.  Oben- 
BAUOH.  Separatabdruck  aus  dem  Jahresberichte  der  Landes  -  Oberreal- 
schule in  Brunn  für  das  Schuljahr  1892/93.  Brunn.  Druck  von 
B.  M.  Bohrer.  33  S. 
Der  Verfasser  beabsichtigt,  wie  wir  brieflicher  Mittheilung  desselben 
entnehmen,  der  Aufgabe,  deren  Inhalt  in  dem  Wortlaute  der  üeberschrift 
klar  Torgezeichnet  ist,  drei  bis  vier  Abhandlungen  zu  widmen,  deren  erste 
nunmehr  durch  den  Druck  Verbreitung  gefunden  hat.  Sein  demgemäss 
etwas  ausgreifender  Plan  gestattet  ihm  eine  gewisse  Ausführlichkeit,  und 
diese  wieder  macht  es,  dass  gleich  die  erste  Abhandlung  nicht  ganz  zu 
ihrem  Titel  passen  will.  Von  Gaspard  Monge  ist  nur  soweit  die  Bede, 
als  ein  Theil  seiner  Lebensgeschiohte  geschildert  wird,  und  bei  dieser 
Gelegenheit  die  üeberschriften  einiger  seiner  Arbeiten  bekannt  werden. 
Deren  inhaltliche  Tragweite  kommt  noch  nicht  zur  Sprache.  Dagegen  sind 
Bttckblioke  auf  die  Entwickelung  der  verschiedenen  geometrischen  Auf- 
fassungen und  Behandlungsweisen  geworfen,  welche  der  ganzen  Programm- 
Abhandlung  den  beabsichtigten  Charakter  einer  Einleitung  verleihen.  Eigene 
ütttersuchuDgen  wird  man  hier  nicht  beanspruchen,  und  erst  in  der  Fort- 
setzung darf  man  erwarten,  dass  Herr  Obenrauch  zeige,  wie  tief  er  in 
den  Schriftsteller  eingedrungen  ist,  zu  dessen  Schilderung  und  Würdigung 
er  die  Feder  ergriff.  Indem  wir  dementsprechend  auch  unser  Urtheil  bis 
zu  dem  Augenblicke  zurückhalten,  der  uns  gestattet,  es  in  gerechter  Weise 
zu  bilden,  benutzen  wir  die  Gelegenheit,  hier  öffentlich  auf  eine  ähnliche 
Arbeit  hinzuweisen,  die  sonst  vielleicht  weniger  bekannt  werden  möchte, 
als  sie  es  verdient.  Herr  Dr.  K.  Fink,  Professor  an  der  Bealschule  zu 
Tübingen,  hat  die  Entwickelungsgeschichte  der  projectiven  Geometrie  als 
ein  Gebiet  erkannt,  auf  welchem  noch  Vieles  zu  thun  bleibt,  nnd  er  hat 
vorläufig  einige  Ergebnisse  seines  Studiums  in  dem  in  Tübingen  er- 
scheinenden,   Mathematikern    nur   verhältnissmässig    selten   in   die  Hände 
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fallenden  Correspondenzblatte  f.  d.  Gel.-  und  Realschulen  niedergelegt.  Im 
7.  und  8.  Hefte   des  Jahrganges  1892  erschien  sein  Monge  (47  S.),   im 

1.  und  2.  Hefte  des  Jahrganges  1893  sein  Dupin  (27  S.).  Andere  Bio- 
graphien sollen,  sei  es  in  der  gleichen  Zeitschrift,  sei  es  in  einer  anderen, 
nachfolgen,  und  wenn  unser  persönlicher  Wunsch  in  ErfOllung  geht,  wird 
aus  der  Zusammenfassung  derselben  ein  Bändchen  entstehen,  geeignet,  eine 
nach  unserer  Meinung  Torhandene  Lttcke  auszufüllen,  insofern  die  fibrigen 
Schilderungen  halten,  was  die  beiden  ersten  versprechen,  woran  wir  keinen 
Augenblick  zweifeln.  Cantoe. 

Inhalt  und  Methode  des  planimetrischen  Unterrichtes.  Eine  vergleichende 
Planimetrie  von  Dr.  Heinbioh  Sohotten.  Zweiter  Band.  Leipzig  1893. 
B.  G.  Teubner.  IV,  410  S. 
Wir  haben  Bd.  XXXYI  dieser  Zeitschrift,  Historisch -literarische  Ab- 
theilung S.  98 — 100,  den  ersten  Band  des  Schotten 'sehen  Werkes  be- 
sprochen und  dabei  geäussert,  dass  wir  dem  zweiten  Bande  mit  Begierde 
entgegensehen.  Heute  dürfen  wir  über  die  Erfüllung  dieser  Begierde  be- 
richten, dürfen  zugleich  bezeugen,  dass  der  zweite  Band  dem  ersten  min- 
destens ebenbürtig  ausgefallen  ist  und  den  neuen  Wunsch  rege  macht,  den 
dritten  Band  und  in  ihm  das  ganze  Werk  vollendet  zu  sehen.  Noch  ein 
Band?  Eine  Planimetrie  von  vielleicht  73  Druckbogen 9  während  es  an 
ganz  guten  Planimetrien  von  etwa  73  Seiten  nicht  fehlt?  Diese  Frage 
aufzuwerfen  ist  gewiss  nur  im  Stande,  wer  das  Werk  selbst  nicht  kennt, 
und  sei  es  auch  nur  aus  darüber  vorhandenen  Referaten.  Herr  Schotten 
giebt  eine  Planimetrie,  seine  Planimetrie.  Aber  er  begnügt  sich  nicht 
damit ,  sie  zu  geben.  Er  begründet  jede  Definition ,  jeden  mit  dem  Schüler 
gemachten  noch  so  kleinen  von  dem  alltäglichen  Ezercierreglement  ab- 
weichenden Schritt  durch  ununterbrochene  Vergleichung  alles  dessen ,  was  ihm 
anderweitig  darüber  bekannt  wurde.  Es  ist  eine  Pädagogik  der  Plani- 
metrie ^  welche  Herr  Schotten  schreibt,  und  diese  konnte  und  durfte 
nicht  kürzer  ausfallen. 

Der  zweite  Band  besteht  aus  vier  Kapiteln  mit  folgenden  Ueber- 
Schriften:     1.  Bichtung  und  Abstand.     Lagen-  und  Maassuntersuchungen. 

2.  Der  Winkel.  3.  Die  Lehre  vom  Parallelismus.  4.  Anwendungen  znr 
Winkel-  und  Parallelenlehre. 

Wir  wünschen  zunächst,  diejenigen  Definitionen  anzugeben ,  welche  der 
Verfasser  als  Ergebniss  seiner  interessanten  Untersuchungen  erzielt.  Rich- 
tung ist  ihm  (S.  106)  die  unmittelbare  Beziehung  zweier  Punkte  auf  ein- 
ander, die  im  Strahle  zur  Anschauung  kommt.  Abstand  (S.  106  Note  1) 
die  unmittelbare  Beziehung  zweier  Punkte  auf  einander,  die  in  der  Strecke 
zur  Anschauung  kommt.  Der  Winkel  ist  (S.  114)  das  Maass  der  Drehung. 
Parallel  heissen  (S.  208)  zwei  Gerade,  welche  Constanten  Abstand  von 
einander,  also  keinen  Punkt  gemeinsam  haben. 
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Diese  Definitionen  sind  in  mancher  Beziehung  erweiterangsffthig.  Man 
kann  z.  B«  von  dem  Abstände  zweier  Ponkte  ausgehend  zu  dem  Abstände 
eines  Punktes  von  einem  höheren  Baumgebilde  oder  gar  zu  dem  Abstände 
sweier  höheren  Baumgebiide  gelangen.  Herr  Schotten  schl&gt  vor,  den 
Begriff  des  Nachbarpunktes  (S.  44— 45)  einzuführen.  Der  Abstand  eines 
Punktes  von  sämmtlichen  Punkten  einer  Linie,  einer  Fläche  ist  im  All- 
gemeinen verschieden.  Ein  solcher  Abstand  ist  der  kleinste,  und  der 
Punkt  des  räumlichen  Gebildes,  von  welchem  zum  gegebenen  Punkte  der 
kleinste  Abstand  vorhanden  ist,  heisst  dessen  Nachbarpunkt  Wir  sind 
sonst  mit  Herrn  Schotten 's  Vorschlägen,  auch  soweit  sie  Benennungen 
betreffen ,  durchweg  einverstanden ,  nur  dieser  Nachbarpunkt  will  uns  nicht 
behagen,  unter  Nachbarpunkt  dürften  weitaus  die  meistens  Leser  dasselbe 
verstehen ,  was  französisch  un  poirU  voisinf  deutsch  unter  Benutzung  eines 
Fremdwortes  ein  consecutiver  Punkt  genannt  zu  werden  pflegt,  das  heisst 
ein  unendlich  nahe  liegender  Punkt  des  gleichen  Baumgebildes,  dem  der 
gegebene  Punkt  angehört  Was  Herr  Schotten  meint ,  dürfte  vielleicht 
besser  Gegenüberpunkt,  paint  de  vis-ä-vis,  genannt  werden. 

Auch  der  Begriff  des  Parallelismus  ist  (S.  185)  der  Erweiterung  fähig, 
das  heisst  auch  auf  andere  Gebilde  als  Gerade  anwendbar.  Herr  Schotten 
nennt  solche  Gebilde  dann  parallel,  wenn  je  zwei  gegenseitige  Nachbar- 
pankte  (in  der  vorerwähnten  Bedeutung  dieses  Wortes)  constanten  Abstand 
von  einander  haben.  Wir  bemerken  hierzu  ergänzend,  dass  Leibniz 
znerst  diesen  allgemeinen  Parallelismus  mit  der  gleichen  Definition  1692 
in  einem  Aufsatze  der  Acta  Eruditorum  in  die  Wissenschaft  einführte 
(Leibnizen's  Mathematische  Werke  herausgegeben  von  C.  J.  Gerhardt, 
Bd.  y  S.  280)  und  ausdrücklich  erklärte,  guae  dudum  mihi  fuU  definUio 
pariMeUaini  in  genere  sunUi. 

Die  erwähnten  Definitionen  begründet  Herr  Schotten  in  den  drei 
ersten  Kapiteln  des  Bandes,  indem  er  sie  mit  den  übrigen  vergleicht, 
welche  in  früheren  und  späteren  Zeiten  für  die  entsprechenden  Begriffe  auf- 
gestellt worden  sind.  Da  er ,  vielleicht  auf  den  von  ihm  als  berechtigt  erkannten, 
in  unserem  Berichte  über  den  ersten  Band  ausgesprochenen  Wunsch  hin, 
die  Schriftsteller  nach  ihrer  Zeitfolge  und  nicht  nach  ihren  Ansichten 
ordnet I  so  ist  um  so  deutlicher  zu  erkennen,  wie  in  abwechselnden  Zeit- 
iSufen  bald  die  eine,  bald  die  andere  Definition  die  Oberhand  hatte,  was 
keineswegs  ausschloss,  dass  nicht  lange  darnach  die  vorher  unterlegene 
wieder  in  Aufnahme  kam.  Im  vierten  Kapitel  wendet  Herr  Schotten 
seine  Begriffsbestimmungen  an,  um  auf  ihnen  die  Grundlehren  der  Plani- 
metrie bis  zur  Lehre  vom  Dreiecke  aufzubauen. 

Wir  haben  oben  von  Herrn  Schott en 's  eigenthümlichen  Benennungen 
gesprochen ,  welche  uns  sehr  Wohlgefallen.  Wir  denken  dabei  vorzugsweise 
an  die  16  beim  Durchschnitt  zweier  Parallelen  durch  eine  Transversale  auf- 
tretenden Winkelpaare.    Jedermann  weiss,   in  wie  heilloser  Weise  hier  bei 
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den  Schriftstellern  eine  Namensyerwirrung  auftritt,  nicht  am  Wenigsten 
dadurch  veranlasst,  dass  die  gewählten  Namen  nicht  durchsichtig  sind. 
Herr  Schotten  suchte  einem  einheitlichen  Gedanken  in  den  Namen  Aqb- 
druck  zu  geben.  Eines  der  16  Winkelpaare  liegt  nSmlich  entweder  in 
Bezug  auf  beide  Schenkel  gleichmässig ,  das  heisst  auf  derselben  Seite 
der  Transversalen  (z.  B.  rechts  oder  links)  und  auf  gleichen  Seiten  der 
Geschnittenen  (z.  B.  oberhalb  oder  unterhalb).  Dann  sollen  die  Winkel 
gleichliegend  heissen.  Der  zweite  Fall  ist  der,  dass  die  Winkel  aof 
derselben  Seite  der  Transversalen  und  auf  ungleichen  Seiten  der  Ge- 
schnittenen, oder  aber  auf  verschiedenen  Seiten  der  Transversalen,  dagegen 
auf  gleichen  Seiten  der  Geschnittenen  liegen.  Solchen  Winkeln  ist  der  Name 
halbgleichliegend  zugedacht.  Ungleichliegend  endlich  heissen  Winkel, 
die  ebensowohl  auf  verschiedenen  Seiten  der  Transversalen,  als  auf  an- 
gleichen Seiten  der  Geschnittenen  liegen.  Wenn  wir  nach  unserer  Meinung 
Ober  neue  Namen  gefragt  werden,  so  pflegen  wir  immer  auch  darauf  zu  achten, 
ob  es  Namen  sind,  welche  ttbersetzungsffthig  sind,  welche  also  den  Mathe- 
matikern nichtdeutscher  Zunge  gleichfalls  dienstbar  gemacht  werden  können. 
Das  ist  aber  mit  homolog,  hemihomolog,  h et ero log  entschieden  der 
Fall,  und  somit  bewähren  sich  die  von  Herrn  Schotten  in  Ansehluss  an 
Herrn  Ziegler  (S.  369)  gewählten  Namen  auch  an  diesem  Prafsteine,  dessen 
Benutzung  wir  den  Fachgenossen  nicht  warm  genug  empfehlen  können. 

Wir  könnten  auch  noch  auf  Anfang-  und  Endschenkel  eines  Winkels 
(S.  356)  hinweisen,  wie  Herr  Schotten  in  Nachbildung  des  Anfangs- 
und Endpunktes  einer  Strecke  vorschlägt,  eine  Unterscheidung,  welche  nie 
gemacht  wird,  welche  aber  beim  Unterrichte  ihre  Vorzüge  besitzen  mag. 
Wir  könnten  hinweisen  auf  die  dem  Aussenwinkel  eines  Dreiecks  gleichen 
von  ihm  getrennt  liegenden  Innenwinkel  (S.366),  ein  jedenfalis 
schärfer  bezeichnender  Ausdruck,  als  die  landläufigen  gegenüber  liegenden 
Winkel.  Bewusst  oder  unbewusst  schwebten  Herrn  Schotten  hier  offen- 
bar die  partes  extremae  vidnae  und  remotae  der  Neper 'sehen  Formeln 
für  das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck  vor.  Wir  könnten  noch  auf  gar 
Manches  die  Aufmerksamkeit  zu  lenken  suchen,  wenn  wir  nicht  unseren 
Zweck  darin  sähen,  auf  das  ganze  Buch  aufmerksam  zu  machen,  nnd  daxa 
genügen  hoffentlich  die  bisherigen  Ausführungen.  Cantob. 


Lehrbuch  der  Physik.     Von  J.  Viollb.     Deutsche  Ausgabe  von  E.  Cum- 

LiCH,  L.  HoLBOKN,  W.  JIgbb,  St.  Lindbck.   Zweiter  Theil:  Akustik 

und  Optik.    Erster  Band:  Akustik.  Mit  163  Textfiguren.  Berlin  1893. 

Verlag  von  Julius  Springer.    307  S.    Preis  8  Mk. 

Der  vorliegende  Band  entspricht  ebenfalls  dem  schon  bei  der  Mechanik 

Gesagten.     Die   ausführliche  Wiedergabe    der   Beobachtnngsdaten    bei  der 

Schallgeschwindigkeitsbestimmung  überschreitet  eigentlich  den  Rahmen  dieses 
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Werkes  9  indessen  ist  die  den  Landslenten  gegenüber  geübte  Rücksicht  des 
Verfassers  entschuldbar.  Die  geschichtlichen  Stadien  ergeben  Namen,  die 
in  den  deutschen  Werken  bisher  nicht  aufgeführt  waren.  Die  wissenschaft- 
liche Bethätigung  der  üebersetzor  giebt  sich  aus  den  Anmerkungen  zu 
erkennen.  Nach  einer  Mittheilung  der  Verlagsbuchhandlung  befindet  sich 
die  Optik  in  Vorbereitung.         B^  Nbbbl. 

Lehrbuoli  der  Experimentalphysik  Ar  Stndirende.  Von  Emil  Wabburg. 
Mit  403  Original -Abbildungen  im  Text.  Freiburg  i.  B.U.Leipzig  1893. 
Akademische  Verlagsbachhandlnng  von  J.  C.  B.  Mohr  (Paul  Siebeck). 
382  S.    Preis  7  Mk.  60  Pf. 

In  dem  Vorwort  wird  mitgetheilt,  dass  das  Buch  zum  Gebrauche  neben 
der  Experimentalphysik  bestimmt  sei,  und  dass  dieser  Zweck  für  die  Aus- 
wahl und  die  Behandlung  des  Stoffes  massgebend  gewesen  sei.  Berück- 
sichtigt man,  dass  die  meisten  Zuhörer  der  Experimentalphysik  an  der 
Universität  Mediciner  sind,  die  in  der  Mehrzahl  nur  das  während  der 
Studienzeit  angeschaffte  Buch  im  späteren  Leben  zu  Bathe  ziehen,  so  ist 
es  wünschenswerth,  dass  die  Stoffwahl  möglichst  Rücksicht  auf  das  prak- 
tische Leben  nimmt  Wir  vermissen  z.  B.  daher  den  Phonographen ,  ein  kurzes 
Eingehen  auf  die  Wechselstrommaschine,  den  Transformator,  die  Kraft- 
übertragung und  den  Drehstrom.  Zum  leichteren  VerstSndniss  des  absoluten 
Maass  -  Systems  sollten  auch  die  Dimensionen  der  einzelnen  Grössen  an- 
gegeben werden,  beginnend  mit  der  Geschwindigkeit,  Beschleunigung  u.  s.  w., 
damit  der  innige  Zusammenhang  klar  zu  Tage  triti  Eine  Zusammen- 
stellung in  Form  einer  Tabelle  würde  von  wesentlichen  Nutzen  sein. 
Leider  ist  das  international  angenommene  Wort  „Ampdre''  auch  hier  durch 
den  unglückseligen  Ausdruck  „Amper**  ersetzt.  Es  ist  wohl  etwas  zuviel 
gesagt,  wenn  Siemens  als  der  Erfinder  der  Dynamomaschine  bezeichnet 
wird,  da  er  nur  das  elektrodynamische  Princip,  nicht  aber  den  Gramm e- 
sehen  Ring  erfunden  hat. 

In  der  Anordnung  des  Stoffes  weicht  das  Buch  von  der  allgemeia 
üblichen  Aufeinanderfolge  nicht  ab.  Druck  und  Figuren  zeichnen  sich 
durch  Reinheit  und  Deutlichkeit  aus.  Die  bildliche  Darstellung  der  Kreuze 
in  den  Figuren  283 9  285a  und  b  kann  fOr  denjenigen,  der  die  Dinge  noch 
nicht  gesehen  hat,  zu  Irrthümern  Veranlassung  geben,  die  Strichmanier 
eignet  sich  in  diesem  Falle  nicht*  Erfreulich  ist  die  Anerkennung,  die 
Robert  Mayer  zu  Theil  wird.  —  Das  Buch  kann  den  Studirenden  warm 
empfohlen  werden.  B.  Nebbl. 

Lehrbuch  der  Physik.     Mit  einem  Anhange:  Die  Grundlehren  der  Chemie    . 
und  der  mathematischen  Geographie.    Von  Petbb  Münoh.    Mit  327 
in   den  Text  gedruckten  Abbildungen    und    einer   Spectraltafel   in 
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Farbendrack.  Zehnte  yerbesserte  Auflage.  Freibarg  L  Br.  1893. 
Herder'sche  Verlagsbuchhandlang.     352  S.    Preis  4  Mk. 

Bei  der  in  kurzer  Zeit  erschienenen  zehnten  Auflage  sind  die  früher 
gerügten  Mängel  beseitigt.  Das  absolute  Maas- System  ist  wegen  seiner 
Wichtigkeit  entsprechend  erweitert  worden.  Zum  ersten  Male  wurden  auch 
die  Elemente  der  Fotentialtheorie  aufgenommen.  Damit  aber  der  Umfang 
das  frühere  Maass  nicht  wesentlich  überschreite,  mussten  andere  Abhand- 
lungen gekürzt  werden.  Bei  der  Verbreitung  des  Buches  wftre  es  dringend 
wünschenswerth,  dass  der  Verfasser  nar  die  allgemein  üblichen  GrOssen- 
bezeichnungen  gebraucht  und  nicht  solche,  die  nach  seiner  Ansicht  viel- 
leicht vorzuziehen  sind.  Durch  die  internationale  Festsetzung  der  Bezeich- 
nungen wurde  der  Wirrwarr  beseitigt,  und  es  muss  nun  streng  daraof 
gesehen  werden ,  dass  sich  der  Einzelne  zum  Wohle  des  Ganzen  unterordne, 
und  nicht  durch  Neuschaffung  von  Ausdrücken  das  alte  üebel  wieder  zu 
Tage  fördert  In  den  Lehrbüchern  müssen  die  Namen  einheitlich  sein, 
dabei  bleibt  es  Jedem  unbenommen ,  seine  eigenen  Ansichten  in  Zeitschriften 
niederzulegen.  Bewegangsmoment  und  Intensität  der  Arbeitsleistung  müssen 
daher  durch  Bewegungsgrösse  und  Effect  ersetzt  werden. 

Bei  der  Durchsicht  der  Correctur  hätte  die  Fig.  111  auf  S.  112  durch 
eine  bessere  ersetzt  werden  müssen.  Da  das  Buch  gerne  empfohlen  wird, 
so  muss  darauf  gehalten  werden,  dass  eingeschlichene  Mängel  bei  Nea- 
auflagen  nicht  wieder  vorkommen.  B.  Nebbl. 


Elastidt&t  und  Eldktricität.  Von  R.  Eeiff.   Freiburg  i.  Br.  und  Leipzig  1893. 

Akademische  Verlagsbuchhandlung  von  J.  C.  B.  Mohr  (Paul  Siebeck). 

181  S.  Preis  5  Mk. 
Um  gewisse  Analogien  zwischen  der  Theorie  der  Elektricität  nnd  der 
Theorie  der  Elasticität  derart  durchführen  zu  können,  dass  jedem  elektrischen 
Problem  das  entsprechende  Problem  der  Elasticitätstheorie  gegenüber  gestellt 
wird^  eignet  sich  die  gewöhnliche  Theorie  der  Elasticität  nicht;  es  moss 
die  Theorie  des  W.  Thomson 'sehen  quasi -elastischen  Mediums  zu  Grunde 
gelegt  werden,  nach  welchem  die  den  magnetischen  Kräften  zugeordneten 
Drehungscomponenten  die  Drucke  des  Mediums  veranlassen.  In  dem  ersten 
Abschnitte  werden  die  Differentialgleichungen  des  elastischen  und  des  ab- 
sorbirenden  Mediums  entwickelt  und  in  den  folgenden  Abschnitten  die 
Analogien  zu  den  Erscheinungen  der  ruhenden  Elektricität,  der  stationären 
Ströme  und  des  ruhenden  Magnetismus  aufgestellt  In  besonderen  Ab> 
schnitten  werden  die  Beziehungen  zwischen  der  Wirbelbewegung  und  den 
Geschwindigkeiten ,  der  Elektromagnetismus  und  die  Inductionserscheinungen 
in  absorbirenden  und  elastischen  Körpern  untersucht  In  dem  letzten  Ab- 
schnitte ^  welcher  Anwendungen  auf  die  Optik  umfasst,  giebt  der  Verfasse 
eine  Deutung   der  Bowl  and 'sehen   Drehungscomponente   für  die  Theorie 
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des  Aethers.  —  Wenngleich  Sommerfeld  schon  auf  die  üebereinstimmnng 
der  Differentialgleichungen  und  der  Grenzbedingungeu  hingewiesen  hat,  so 
ist  es  doch  ein  Verdienst  des  Verfassers ,  auf  die  Behandlung  der  einzelnen 
Probleme  näher  eingegangen  zu  sein.  B.  Nbbel. 


Beiträge  zu  einzelnen  Theilen  der  mathematischen  Physik,  insbesondere 
zur  Elektrodynamik  und  Hydrodynamik ,  Elektrostatik  und  mag- 
netischen Induction.    Von  Carl  Neumakn.    Mit  Figuren   im  Text. 

•  Leipzig  1893.    Druck  und  Verlag  von  B.  6.  Teubner.    314  S. 

Dem  heutigen  Streben,  das  Wesen  der  Elektricität  und  des  Magnetismus 
möglichst  auf  rein  mechanische  Grundvorstellungen  zurückzuführen,  sucht 
der  Verfasser  insofern  Einhalt  zu  gebieten,  dass  er  die  Worte  Fourier's 
bezüglich  der  Stellung  der  Mechanik  zur  Erklärung  der  Wärmewirkungen 
ins  Gedächtniss  zurückruft,  zumal  der  Zusammenhang  zwischen  Elektricität 
und  Wärme  ein  so  inniger  ist.  Um  nicht  auf  falsche  Wege  zu  gelangen, 
ist  es  Tor  Allem  nöthig,  die  in  der  Elektrodynamik  und  in  der  Theorie 
des  Magnetismus  gefundenen  Gesetze  eingehender  zu  studiren ,  um  möglichst 
yiele  Consequenzen  daraus  ziehen  zu  können.  Am  besten  lässt  sich  dies 
erreichen^  indem  die  Gesetze  auf  die  verschiedensten  Aufgaben  angewendet 
werden,  worin  der  Zweck  dieses  Buches  besteht  Bei  den  von  Kirch  hoff 
entdeckten  Analogieen  zwischen  Elektrodynamik  und  Hydrodynamik  kommt 
der  Verfasser  zu  dem  Resultat,  dass  die  Analogleen  rein  äusserlicher  Natur 
sind,  weil  die  physikalischen  Vorgänge  in  stetiger  Weise  erfolgen ,  also 
sich  durch  stetige  Functionen  ausdrücken  lassen.  B.  Nebel. 


Die  Methoden  der  Ausgleichung  von  Massenerscheinungen  mit  besonderer 
Berücksichtigung  der  Ausgleichung  von  Absterbe-  und  Invaliden- 
Ordnungen.   Von  Dr.  Ernst  Blasobkb.    Mit  drei  Zififem-  und  einer 
Figurentafel.    Wien  1893.    Alfred  Holder,  kaiserl.  königl.  Hof-  und 
üniversitätsbuchhändler.     122  S. 
Wie  es  in  der  Physik  und  Astronomie  üblich  ist,   die  Beobacbtungs- 
und   die  sonstigen  Fehler  in   ihrer  Wirkung  auf  das  Endresultat  unschäd- 
lich zu  machen,   so  ist  man  zum  Theil  auch  bei  den  Massenerscheinungen, 
die  bei  den  Versicherungsanstalten  und  dergleichen  der  Beobachtung  unter- 
liegen, dazu  übergegangen,  die  einzelnen  Werthe  und  die  ihnen  zu  Grunde 
liegenden  Ereignisse  einer  sorgfältigen  Ausgleichung  zu  unterziehen.  Während 
in  den   erstgenannten  Disciplinen  in  den   meisten  Fällen  die  Methode  der 
kleinsten   Quadrat«   zur   Anwendung  kommt,   führen  bei   den  allgemeinen 
Massenerscheinungen,    die    von   der    Statistik   behandelt   werden,    zahllose 
Methoden  zum   Ziel,   weil  man   bei  diesen  Beobachtungen  von  vornherein 
nicht  mit  Bestimmtheit  auf  ein  Naturgesetz  schliessen  kann,  wie  dies  in     , 
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der  Physik  und  Astronomie  der  Fall  ist,  obwohl  nicht  behauptet  werden 
soll ,  dass  diese  Massenerscheinungen  nicht  auch  einem  Naturgesetz  zu  Bub- 
sumiren  sind.  Die  Ergebnisse  aller  dieser  Ausgleichungsmethoden  lehren, 
dass  jede  gut  ausgedachte  Beobachtungsreihe  von  Beobachtungsfehlem 
freiere  Endresultate  liefert,  als  die  ursprüngliche  Reihe,  ganz  unabh&ngrig 
davon,  nach  welcher  Methode  die  Ausgleichung  stattgefunden  hat.  Der 
Verfasser  hat  seine  Methoden  mit  anderen  dadurch  am  besten  yergliehen, 
dass  er  ihnen  dieselben  Verhältnisse  zu  Grunde  gelegt  hat,  worfiber  die 
beigefügten  Tafeln  näheren  Aufschluss  geben.  Allen,  welche  mit  Ver- 
sicherungen und  dergleichen  zu  thun  haben,  wird  dieses  Buch  'einen 
interessanten  Einblick  in  das  Wesen  der  richtigen  Beurtheilong  des  enormen 
Zahlenmaterials  gewähren.  ^ B^  Nbbbi«. 

Seifenblasen.    Vorlesungen  über  Capillarität.    Von  C.  V.  Bors.    AuioriBirie 
deutsche  üebersetzung  yon  G.  Mbtbr.    Mit  56  Figuren  im  Text  und 
einer  lithographischen  Tafel.    Leipzig  1893.   Verlag  yoh  Johann  Am* 
brosius  Barth  (Arthur  Meiner).    86  S. 
Das    in   freier   Üebersetzung   aus   dem    Englischen   vorliegende   Bach 
zeigt,  wie   sonst  schwierige  Theile  der  Physik  bei  geschickter  Behandlang 
auch  einem  grösseren  Publikum  zugänglich  gemacht  werden  kOnnen.     Mit 
Befriedigung  wird  Jeder  das  kleine  Werk  lesen,   dessen  Stoff  ursprünglich 
den  Gegenstand   dreier   populärer  Vorträge   bildete.    Zum  Theil   sind  aneh 
neue   Experimente    angegeben,    die    in    den    bisherigen    Lehrbüchern    der 
Physik  nicht  zu  finden  sind.    Damit  nun  jedes  der  schönen  Experimente 
nachgemacht  werden  kann,  ohne  durch  das  Misslingen  enttäuscht  und  ent- 
muthigt  zu  werden,  sind  in  dem  Anhange  zu  jedem  Experiment  praktische 
Winke    mitgetheilt    und   die  etwaigen    Schwierigkeiten    besonders    herror- 
gehoben.     Nach    dem  Kapitel   über    das  Wesen    der   Oberflächenspannang 
werden    die  Flüssigkeitsstrahlen    und    sodann    die  Seifenblasen    einer  ein- 
gehenden experimentellen  Untersuchung  unterzogen.     Die  beiden  ZusStze 
des    üebersetzers   beziehen    sich   auf  die    Bewegungen  des   Eamphers  auf 
einer  reinen  Wasseroberfläche  und  auf  die  Anwendung  des  Oeles  zur  Be- 
ruhigung der  Meereswellen.    Mit  sehr  geringen  Hilfsmitteln  lassen  sich  die 
schönen    Versuche    nachmachen,    was    ungemein    zur   Belehrung    beiträgt 
Daher  kann  dieses  Buch  aufs  Wärmste  empfohlen  werden.       ß.  Nbbel. 


Sie  physikalische  Behandlung  und  die  Messung  hoher  Temperaturen. 

Von  Carl  Babus.    Mit  30  eingedruckten  Figuren  und  zwei  Tafeln. 

Leipzig  1892.   Verlag  von  Johann  Ambrosius  Barth  (Arthur  Meiner). 

92  S.    Preis  3  Mk. 
Auf   den  ersten  37  Seiten    giebt    der  Ver&sser  eine  sorgfältige  ge- 
schichtliche Gruppirung  der  Arbeiten  über  Pjrometrie,  so  dass  Jeder,  der 
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auf  diesem  Gebiete  arbeiten  will»  sich  in  kürzester  Zeit  orientiren  kann, 
ein  Vorzag,  der  bei  der  sohnell  anwachsenden  und  weit  zerstreuten  Literatur 
nicht  hoch  genug  angeschlagen  werden  kann.  Der  Verfasser  glaubt,  dass 
die  thermoelektrische  Methode  die  grössten  Vorzüge  Yor  den  übrigen  Methoden 
besitzt  In  dem  zweiten  Theile  wird  die  Calibrirung  solcher  Pyrometer 
durch  bekannte  Siede-  oder  Schmelzpunkte  eingehend  beschrieben  und  die 
fttr  niedere  und  hohe  Siedepunkte,  sowie  für  Schmelzpunkte  erforder- 
lichen Apparate  durch  Zeichnungen  ausführlich  erläutert.  Besonderes  In- 
teresse erwecken  die  Versuche  von  LeChateliers,  die  mit  einem  Bhodio> 
platinelement  durchgeführt  wurden,  das  nahezu  gleich  stark  ist  mit  dem  von 
dem  Verfasser  verwendeten  Iridioplatinelement.  Die  Vergleiche  werden  auch 
auf  die  Galvanometer  und  die  damit  ausgeftthrten  Messmethoden  ausgedehnt. 
Als  Besultat  ergiebt  sich  deutlich  zu  erkennen,  dass  das  Thermoelement 
sehr  zuverlässig,  und  die  thermoelektrische  Pjrometrie  daher  von  grosser 
Wichtigkeit  ist,  dass  es  aber  bis  zur  Stunde  an  sicher  bestimmten  Haupt- 
calibrirungspunkten  fehlt,  was  mit  der  Schwierigkeit  derartiger  Versuche 
zusammenhängt.  —  Das  Buch  wird  dauernd  einen  guten  Platz  in  der  Literatur 
über  Pyrometrie  einnehmen.       B.  Nebbl. 

Molecularkräfte,    Physikalisch -chemische  Studie  der  verschiedenen  Eörper- 
zustände.  Von  Ed.  Sbelio.  Zweite  Auflage.  Durch  zahlreiche  Tabellen 
vervollständigt.     Berlin  1893.      Commissionsverlag    von    B.  Fried- 
länder &  Sohn.     60  S.    2  Mk.  40  Pf. 
In   der   13  Seiten   einnehmenden   Einleitung   werden   eine  Beihe   von 
thatsächlich  vorhandenen  Erscheinungen  mitgetheilt,  die  besonders  geeignet 
erscheinen,    die    den  neueren   Forschungen   entsprechenden  Gesichtspunkte 
über   die   Auffassung   der   verschiedenen  Eörperzustände  anzudeuten.     Die 
eigentliche  Aufgabe  erstreckt  sich  nur  auf  die  Wechselwirkungen  zwischen 
Flüssigkeiten   und  Gasen,    die   bei   der  Verdichtung   eines  Gases  zu  einer 
Flüssigkeit  und   der  üeberführung  von  Flüssigkeit  in  Gas  auftreten.     Die 
Wechselwirkungen  fester  Körper  unter  sich,  sowie  mit  Flüssigkeiten  und 
Gasen  sind  in  dem  vorliegenden  Werkchen  nicht  behandelt      B.  Nebbl. 


Die  Akkumulatoren.    Eine  gemeinfassliche  Darlegung  ihrer  Wirkungsweise, 
Leistung  und  Behandlung  von  Kabl  Elbs.   Mit  drei  Figuren  im  Text. 
Leipzig  1893.   Verlag  von  Johann  Ambrosius  Barth  (Arthur  Meiner). 
35.  S.   Preis  1  Mk. 
Je  mehr  sich  die  Akkumulatoren  ausbreiten  und  die  bisher  meistens 
gebrauchten  galvanischen  Elemente  verdrängen,  desto  grösser  ist  das  Be- 
dttrfniss,  auch  den  Nicht -Elektrotechniker  mit  dem  Wesen  und  der  Behand- 
lung   der   Akkumulatoren    bekannt   zu   maehen.     Verfasser   sucht   dieses 
Bedürfniss    durch  das  vorliegende  Werkchen  zu  befriedigen.     Ausgehend 
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Ton  der  Wirkungsweise  nad  ümkehrbarkeit  des  Danieirschen  Elementes 
und  der  dabei  stattfindenden  chemischen  Umsetzungen  ist  diejenige  der 
Akkumulatoren  bei  der  Ladung  und  Entladung  leicht  Terstftndlich.  Daraus 
folgt  auch,  wie  die  Akkumulatoren  am  besten  eingerichtet  sein  mOseen, 
was  auf  Ycrschiedene  Weise  erstrebt  wird.  Um  keinerlei  Tfiuschungen  zu 
unterliegen,  ist  es  nöthig,  dass  man  sich  über  die  Leistungsfthigkexi  der 
Akkumulatoren  völlig  im  Klaren  ist,  weshalb  in  diesem  Kapitel  auch 
durchgerechnete  Beispiele  sich  finden.  Die  Haltbarkeit  der  Akkumulatoren 
h&ngt  wesentlich  von  deren  Behandlung  ab;  wird  denselben  beim  Füllen, 
Laden  und  Entladen  die  nöthige  Aufmerksamkeit  geschenkt,  so  kann  die 
Lebensdauer  derselben  wesentlich  yerlftngert  werden;  es  sind  daher  die  in 
diesem  Kapitel  gegebenen  Winke  aufs  Sorgfältigste  zu  beachten.  Den 
Anhang  bilden  die  wichtigsten  Einheiten  des  elektrischen  Maass  -  Systems. 
Die  Schreibweise  ist  einfach  und  klar,  daher  auch  dem  Nichtfachmanne  zu 
empfehlen.    '  B.  Nebbl. 

Die  elementaren  Omndlagen  der  astronomischen  Geographie.    Gemein- 
verstfindlioh  dargestellt  von  Adolf  Jos.  Piok.    Mit  zwei  Sternkarten 
und  mehr  als  80  Holzschnitten.     Zweite,  sorgfältig  durchgesehene 
und  vermehrte  Auflage.    Wien  1893.    Manz*sche  kaiserl.  und  königL 
Hof-  Verlags-  u.  üniversitKtsbuchhandlung  (Julius  Klinkhardt  &  Co.) 
I.  Kohlmarkt  20.    173  8.    Preis  2  Mk.  40  Pf. 
Das  gegenüber  der  ersten  Auflage  nur  unwesentlich  erweiterte  Buch 
zeichnet  sich   vor  allen  Dingen  dadurch  aus,   dass  es  den  Anfänger  darch 
passend  gewShlte  Beispiele  und  Figuren  einübt,    räumlich  zu  denken,  was 
bei    dem    Unterricht    in    der  Himmelsgeographie    absolut   nothwendig    ist 
Neue  Eindrücke  an  dem  Himmelsgewölbe  versteht  der  Verfasser  dadurch 
fasslich   zu  machen,   dass  er  zuvor  ein  den  Himmel  gar  nicht  betreffendes 
irdisches  Beispiel   wählt   und    an   diesem   die  Erscheinung  deutlich  macht 
Der  (Jebergang   zur  Astronomie   ist   dann  nicht  mehr  mit  Schwierigkeiten 
verbunden.     Die   einfache  Darstellungsweise  ist  es,   welche  uns  veranlasst, 
das  Buch  Allen  zu  empfehlen,    welche  sich  an  der  Grösse  der  Natur  er- 
freuen und   nicht  blind  gegen   die  Umgebung  sind.    Der  Verfasser  möge, 
angespornt  durch  den  Erfolg  dieses  Theiles ,  auch  den  zweiten  in  der  gleichen 
Weise  bearbeiten;    denn   die   Zeitgleichung   und  namentlich   der  Kalender 
sind  für  den  Laien  von  hohem  Interesse.  b.  Nebel. 


Nene  ballistieche  Theorien.    Beiträge  zum  Studium  neuer  Probleme  der 
inneren  und  äusseren  Ballistik.    I.  Analytische  Theorie  der  Wärme- 
leitung in  Geschützrohren.  Von  Alois  Ikdra.  Pola  1893.  Commissions- 
Verlag  von  E.  Scharff.    178  S. 
Das   Problem,   die  Wärmeleitung   in  Bezug    auf  die  beim  Schusse  in 

Kanonenrohren    und  Gewehrläufen   sich   entwickelnden  Zustände  zu  unter- 
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Bachen,  würde  sich  allgemein  mathematisch  gar  nicht  lösen  lassen,  weil 
die  Bedingungen  so  complicirter  Natur  sind ,  dass  den  Formeln  jede  üeber- 
sicht  fehlen  und  daher  jede  Deutung  von  vornherein  ausgeschlossen  wäre. 
Um  aber  doch  einen  Einblick  in  diese  verwickelten  Verhältnisse  zu  er- 
langen ^  ist  es  nöthig,  zuerst  die  Bedingungen  so  einfach  als  irgend  mög- 
lich zu  wählen  und  darauf  die  Fourier'sche  Theorie  der  Wärme  anzu- 
wenden. Verfasser  geht  daher  zunächst  von  einem  cjlindrischen  Bohre  aus 
mit  unendlich  dicker  Wandung  und  einer  inneren  constanten  Wärmequelle. 
Erst  dann  werden  die  einzelnen  Bedingungen  derart  variirt,  dass  man  den 
wirklichen  Verhältnissen  näher  kommt.  Es  ergiebt  sich,  dass  die  an  der 
Oberfläche  des  Bohres  gemessene  Temperatur  •  Erhöhung  nach  n  Schüssen 
nicht  von  der  Fortpflanzung  der  Verbrennungs  -  Temperatur  herrühren  kann, 
sondern  der  in  Wärme  umgewandelten  Stosswirkung  der  Pnlvergase  in 
weit  überwiegendem  Maasse  zuzuschreiben  ist.  Man  kann  daher  umgekehrt 
ans  dem  Temperaturzustande  der  Oberfläche  nach  irgend  einer  Zeit,  bei 
sorgfältiger  Berücksichtigung  aller  geometrischen  Verhältnisse,  auf  den  an- 
fänglichen Zustand  im  Innern  des  Bohres  und  somit  auf  die  Ursache  des- 
selben, nämlich  die  Spannung  der  Pulvergase  im  Bohre,  schliessen  und  die 
Spannungen  in  jedem  Punkte  des  Bohres  feststellen.  Dieses  Problem  unter- 
zieht der  Verfasser  im  Weiteren  der  mathematischen  Behandlung.  —  Die 
im  Laufe  der  Untersuchungen  auftretenden  Integral  -  Logarithmen  veranlassten 
den  Verfasser,  in  einem  Anhange  die  Tafeln  für  den  Integrallogarithmus 
von  0,00  bis  1280  aus  dem  Werke:  „Theorie  et  tables  d'une  nouvelle 
fonction  transcendente^  von  J.  Soldner,  München  1809,  abzudrucken.  — 
Die  praktische  Anwendung  der  aus  der  theoretischen  Behandlung  des 
obigen  Problems  gewönnen  Formeln  wird  einer  später  folgenden  Abhand- 
lung zu  Grunde  gelegt  werden. B.  Nebel. 

Die  Mechanik  der  Wärme.    In  gesammelten  Schriften  von  Bobebt  Mater. 
Dritte  ergänzte  und   mit  historisch  •  literarischen  Mittheilungen  ver- 
sehene   Auflage,    herausgegeben   von  Jacob  J.  Weyrauch.     Stutt- 
gart 1893.    Verlag   der  J.  G.  Cotta'schen  Buchhandlung  Nachfolger. 
464  S.    Preis  10  Mk. 
Mit   dieser  dritten  Auflage  von    Majer*s   Mechanik   der  Wärme  hat 
der  Herausgeber  durch  seine  historisch  -  literarischen  Mittheilungen  Bob  er  t 
Mayer  ein  Denkmal  gesetzt,  das  im  Vergleich  mit  den  beiden  in  Stein 
errichteten  (in  Stuttgart  und  in  Heilbronn)  von  Mayer  sicher  den  Vorzug 
erhalten  hätte,  wenn  er  es  hätte  erleben  dürfen.    Dieses  Kämpfen  um  sein 
geistiges  Eigenthum,  das  der  Gesundheit  May  er 's  so  schwer  zugesetzt  hatte, 
ist  in  allen  Stadien   so  eingehend  mitgetheilt  worden,  dass  die  verbreiteten 
irrigen  literarischen  Notizen,   entstanden   durch  die  Wirren  der  fünfziger 
Jahre,  hier  erwähnt  und  richtig  gestellt  werden.    Da  aus  Pietät  an  dem 
May  er 'sehen   Texte   nichts   geändert    werden   sollte,   so    hat  der  Heraus- 
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geber  am  Scblusse  von  jedem  Aiifsatze  in  Anmerkangen  die  nöihigen  £r- 
läaternngen  beigefügt,  w&hrend  er  die  Aufsätze  selbst  dnrch  hiatoriseh- 
litersrisohe  Mittheilungen  derart  zu  einem  Ganzen  vereinigt  hat,  dass  man 
mit  grossem  Oenuss  das  geistige  und  physische  Leben  Mayer^s  verfolgt 
Als  äusserer  Schmuck  dieses  literarischen  Denkmals  ist,  abgesehen  von  der 
vorzüglichen  Ausstattung  des  Buches ,  zu  erwähnen  die  Beifügung  eines 
Bildes  von  Robert  Mayer  aus  dem  Jahre  1842,  und  eines  solchen  von 
seinem  Denkmal  in  Heilbronn,  sowie  die  genaue  Wiedergabe  seines  Briefes 
an  Bau r  vom  24.  Juli  1841.  In  dem  vorliegenden  Exemplare  liest  man  diese 
Zahl  eher  für  40  als  für  41,  hoffentlich  trifft  dies  bei  den  übrigen  niefat 
zu,  damit  nicht  etwa  neue  Zweifel  entstehen,  obwohl  Seite  17  ganz  deut- 
lich 1841  zu  lesen  ist,  und  sich  diese  Zahl  auch  aus  dem  Vorhergehenden 
ergeben  muss.  —  Mit  dem  Herausgeber  sind  wir  vollständig  einverstanden, 
wenn  er  in  dem  Vorworte  sagt,  nj^cler  berufsmässig  mit  Naturwissenschaflen 
und  deren  Anwendungen  Befasste  sollte  dies  Werk  gelesen  haben,  in  keiner 
Studien-  und  Schülerbibliothek  sollte  es  fehlen **•  B.  Nbbbi«. 


Oberirdische   und  unterirdische  Wirkungen  eines  Blitsstrahles.     Von 

0.  HoppB.     Verlag  von  Grosse  in  Clausthal,   Graz  und  Gerlach  in 

Preiberg  1893.     15  S.     Preis  60  Pf. 

Verfasser    beschreibt   beinahe    zu   ausführlich    einen   Blitzschlag   vom 

20.  Juli  1881  und  die  von  Bergleuten  beobachteten  unterirdischen  Inductions- 

wirkungen  bei  Gewittern.  B.  Nbbbi». 
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Fürst  Baldassarre  Boncompagni  Ludovisi. 

Ein  Nachruf 

von 

M.  Cantoe. 


Der  10.  Mai  1821  als  Geburtstag,  der  13.  April  1894.  als  Todestag 
begrenzten  das  fast  73jfthrige  Leben  des  vortrefflichen  Mannes,  mit  welchem 
ein  zwar  nie  regelmässig  geführter,  aber  über  lange  Zeitr&ume  sich  er- 
streckender Briefwechsel  uns  so  nahe  verband,  dass  wir  es  ftlr  eine  Ehren- 
pflicht halten,  ihm  in  unserer  Zeitschrift  einen  Nachruf  zu  widmen.  Hat 
er  ihn  doch  nach  den  verschiedensten  Richtungen  reichlich  verdient. 

Fürst  Baldassarre  Boncompagni,  ein  8pr5ssling  jener  alten  Familie,  der 
auch  Papst  Gregor  XIII.,  unter  welchem  die  Ealenderreform  zu  Stande 
kam,  angehörte,  war  ein  Gelehrter  von  umfassendem  Wissen«  Lieblings- 
gegenstand seines  Studiums  und  seiner  Forschungen  war  die  Geschichte 
der  Mathematik,  und  wenn  wir  auch  nicht  beabsichtigen,  alle  Leistungen 
Bonoompagni^s  auf  diesem  Gebiete  aufzuzählen,  so  mögen  doch  seine 
wichtigsten  Arbeiten  genannt  werden. 

Er  hat  sich  Zeit  gelassen  mit  Veröffentlichungen.  In  engeren  Kreisen 
war  seine  geistige  Bedeutung  zwar  schon  frühe  bekannt  Als  Pius  IX.  im 
Juli  1847  die  päpstliche  Akademie  De^  Nuovi  Lincei  gründete,  wurde  Bon- 
compagni schon  als  Mitglied  beigezogen,  aber  erst  1851  kamen  rasch  hinter 
einander  drei  Druckschriften  heraus,  welche  die  Berechtigung  jener  früh- 
zeitigen Ernennung  darthaten.  Guido  Bonati,  Gerhard  von  Cremona, 
Plato  von  Tivoli  sind,  wie  man  getrost  behaupten  kann,  erst  durch 
jene  ihnen  in  der  hier  eingehaltenen  Reihenfolge  gewidmeten  Schriften  be- 
kannt geworden. 

Sie  alle  freilich  waren  immerhin  weniger  hervorragende  Persönlich- 
keiten. In  ganz  anderer  Grösse  tritt  Leonardo  von  Pisa  aus  dem 
XIII.  Jahrhunderte  hervor,  der  Lehrer  der  nächsten  drei  Jahrhunderte,  und 
was  wnsste  man  von  ihm?  Wir  wollen  die  bahnbrechenden  Arbeiten 
Cossali's  (1797)  und  Libri's  (1838)  gewiss  nicht  unterschätzt  haben, 
aber  doch  war  es  Boncompagni  mit  seinem  Bande  Intamo  ad  äleune  opere 
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di  Leonardo  Pisano  von  1854,  mit  seiner  Ausgabe  von  Leonardo's  Schriften 
(1857  bis  1 862) ,  welcher  erst  eingehende  Forschungen  über  den  gewaltigen 
Mann  ermöglichte  und  hervorrief. 

Die  Beschäftigung  mit  Leonardo  von  Pisa  führte  zu  zwei  weiteren 
Fragen:  was  war  vor  Leonardo  in  Europa  an  arithmetischem  Wissen  vor- 
handen, was  bildete  nach  Leonardo  in  Italien  den  üebergang  von  ihm  bis 
zu  Luca  Paciuolo?  um  die  Beantwortung  der  ersten  Frage  hat  vor- 
nehmlich Michel  Chasles  sich  verdient  gemacht  Boncompagni  unter- 
stützte die  hierher  gehörenden  Arbeiten  durch  Ausgaben  alter  Arithmetiken, 
welche  er  1857  veranstaltete.  Die  zweite  Frage  machte  er  zum  Gegenstande 
eindringender  Forschung,  deren  Ergebnisse  1862  — 1863  in  den  Abhand- 
lungen der  obengenannten  päpstlichen  Akademie  veröffentlicht  sind. 

Wir  haben  eigene  Arbeiten  Boncompagni^s ,  wir  haben  durch  denselben 
veranstaltete  Ausgaben  erwähnt.  Die  Liste  ist  in  dem  von  uns  Genannten 
keineswegs  erschöpft.  Eine  den  Fachmännern  unter  dem  Namen  des 
Btdletino  Boncompagni  wohlbekannte  Zeitschrift,  deren  zwanzig  Bände  aus 
den  Jahren  1868  bis  1887  herrühren,  enthält  noch  weitere  zahlreiche  Ab- 
handlungen des  fürstlichen  Heransgebers,  enthält  nicht  minder  zahlreiche 
erstmalige  Abdrücke  von  älteren  und  jüngeren  Handschriften,  welche, 
wenn  auch  vielfach  durch  andere  Gelehrte  zum  Druck  vorbereitet,  nicht 
minder  die  Spuren  von  Boncompagni's  Mitarbeit,  und  zwar  in  stärkerem 
Grade,  als  es  den  eigentlichen  Herausgebern  lieb  war,  aufweisen. 

Wir  berühren  damit  eine  kleine  schriftstellerische  Schwäche  Boncom- 
pi^i*s,  welche  aber  so  kennzeichnend  für  ihn  ist,  dass  wir  sie  nicht  mit 
Stillschweigen  übergehen  dürfen.  Wir  meinen  seine  Neigung,  sich  für  Allee 
und  Jedes  auf  möglich  zahlreiche  Werke  zu  berufen ,  und  die  AnfDhmngen, 
auch  wenn  es  um  allgemein  zugängliche  neuere  Sammelschriften,  Encjklo- 
pädien,  Biographien  u.  s.  w.  sich  handelte,  in  so  unerträglicher  Breite  und 
Ausführlichkeit  zu  geben,  als  wenn  es  Incunabeln  wären,  die  nur  in  ganz 
vereinzelten  Exemplaren  erhalten  blieben.  Dadurch  wuchsen  die  von  Bon- 
compagni hergestellten  Anmerkungen  oftmals  zu  einer  den  Text  überwuchernden 
Ausdehnung  an. 

Für  andere  Neuausgaben  begnügte  sich  Boncompagni  allerdings  damit, 
die  Kosten  des  Druckes  zu  decken.  Wir  nennen  hier  Gossali^s  nach- 
gelassene Schriften  (1857),  wir  nennen  den  facsimilirten  und  mit  einer 
werthvoUen  Einleitung  von  Herrn  Giordani  versehenen  Neudruck  der 
einst  zwischen  Ferrari  und  Tartaglia  gewechselten  Schmähschriften (1876), 
den  erstmaligen  Druck  wichtiger  Briefe  von  Lagrange  (1877  und  1878). 

Unsummen  hat  der  Fürst  für  solche  Veröffentlichungen  ausgegeben. 
Unsummen  hat  seine  Bibliothek  verschlungen,  welche  auf  über  600  Hand- 
schriften und  18000  Druckwerke  angewachsen  ist.  Ein  fürstliches  Vermögen 
und  eine  in  des  Wortes  bester  Bedeutung  fürstliche  Gesinnung  waren  er- 
forderlich, um  solche  Ausgaben  möglich  zu  machen.    Und  sie  waren  nicht 
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die  einzigen.  Der  Gelehrte,  dem  die  Erreiohnng  wissenschaftlicher  Zwecke 
nie  zu  theaer  erkauft  war,  der  Sammler ,  der  mit  findigem  Spürgeiste 
Seltenheiten  aufzustöbern  wusste,  er  war  auch  Mensch  I  Das  nihü  humani 
a  me  älienufn  puto  des  Römers  begegnete  sich  in  seinem  warmen  Herzen 
mit  dem  Sinnspruche  Noblesse  obligef  Wo  Boncompagni  von  einem  auf- 
keimenden Talente  wusste,  dem  ungünstige  Verhältnisse  die  Schwingen 
fesselten,  sprang  er  in  zartester  Weise  bei.  Wie  viele  Abschriften  vor- 
handener Manuscripte  hat  er  nicht  da  und  dort  anfertigen  lassen,  sei  es, 
um  sie  in  uneigennütziger  Weise  jungen  Gelehrten  zur  Verfügung  zu  stellen, 
sei  es  auch  nur,  um  dem  Abschreiber  Gelegenheit  zum  Erwerbe  zu  geben. 
Und  wie  viele  andere  unglückliche  beweinen  heute  in  ihm  ihren  Wohl- 
thäter,  der,  wenn  wir  unseren  fremdländischen  Anführungen  ein  Wort 
Lessing's  hinzufügen,  überall  nur  den  einen  Beweggrund  für  seine  Mild- 
thätigkeit  kannte:   Genug y  es  war  ein  Mensch. 

Boncompagni  ist  einem  bösartigen  Leberleiden  erlegen,  welches  er 
kannte,  aber  verheimlichte,  um  sich,  wie  er  sagte,  der  Langeweile  der 
Aerzte  und  der  Arzneien  zu  entziehen.  So  überraschte  ihn  der  Tod  nicht, 
aber  er  trat  doch  früher  ein,  als  der  Kranke  es  vermuthete,  und  bevor  er 
seine  Absicht  erfüllte,  seine  bibliographischen  Schätze  rechtskräftig  der 
Vaücanischen  Bibliothek  zu  vermachen.  Die  18  Erben  gedenken  nunmehr 
die  grossartige  Sammlung  zu  veräuasem.  Die  Bibliothek  Boncompagni  wird 
verschwinden.  Das  Gedächtniss  des  Fürsten  Baldassarre  Bon- 
compagni wird  bleiben. 
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Von 

Dr.  Karl  Doehlemann.* 


Die  Logarithmentafeln  von  Vega  gehören  zu  den  bekanntesten  und 
verbreitesten  Büchern  der  Welt.  Die  im  reiferen  Mannesalter  Stehenden 
erinnern  sich,  viele  vielleicht  mit  einem  leichten  Schauder,  an  dies  von 
ihnen  auf  der  Schule  benützte  Buch.  Denn  erst  gegen  Ende  der  70er  Jahre 
wurden  allmählich  die  Vega'schen  Logarithmentafeln  an  den  Mittelschulen 
abgeschafft  und  dafür  kleinere,  fünfstellige  eingeführt.  Für  exactere  Unter- 
suchungen der  Mathematik,  Astronomie  oder  Technik  dagegen  ist  das  Vega'sche 
Handbuch  in  seiner  jetzigen  Bearbeitung  auch  heute  noch  allgemein  in 
Verwendung, 

Man  kann  fast  sicher  annehmen,  dass  die  Meisten  sich  den  Heraus- 
geber dieses  Tabellenwerkes  als  einen  einseitigen  Zahlenmenschen  vorstellen 
werden,  der  über  seinen  Logarithmen  Welt  und  Menschen  vergase.  Dies 
widerspricht  durchaus  allen  Thatsachen.  Vega  hat  nicht  nur  als  Oelehrter, 
sondern  auch  als  Lehrer,  sowie  als  thatkrftftiger,  umsichtiger  Officier  eine 
so  vielseitige,  glänzende  Thtttigkeit  entwickelt,  dass  es  nicht  uninteressant 
sein  dürfte,  etwas  näher  auf  die  wechselvollen  und  gegensatzreichen  Schick- 
sale dieses  Mannes  einzugehen ,  die  des  Zaubers  einer  gewissen  Romantik  nicht 
entbehren,  üeberdies  feiern  wir  in  diesem  Jahre  das  100jährige  Jubiläum 
eines  der  Bücher  dieses  Mannes.  Denn  im  October  1794  erschien  Vega*s 
grüsstes  logarithmisches  Tabellen  werk:  Thesaurus  logarithmorum  completus. 

Sieht  man  von  einigen  älteren  und  schwer  zugänglichen  Publicationen 
ab,  so  findet  man  eine  eingehendere  und  sachgemässe  Würdigung  von 
Vega's  Leben  und  Wirken  erst  in  einem  vor  noch  nicht  allzu  langer  Zeit 
erschienenen  Schriftchen.**  Auf  dieses  hinzuweisen  mag  gleichzeitig  der 
Zweck  der  folgenden  Zeilen  sein. 

Georg  Vega  wurde  geboren  im  Jahre  1754  zu  Zagorika  in  Krain  als 
Sohn  armer  Bauersleute.  Er  besuchte  die  Schule  in  Laibach  und,  nach- 
dem man  seine  Begabung  erkannt  hatte,  das  Lyceum.  Auf  Grund  eines 
vorzüglichen  Absolutoriums  fand  er  sofort  eine  gut  bezahlte  Anstellung  als 
kaiserl.  königl.  Navigations  •  Ingenieur  in  Innerösterreich.    In  dieser  Tfaätig- 

*  Nach  einem  Vortrag,  gehalten  im  „Mathematischen  Vereine'*  in  München. 
♦*  Prof.  Dr.  Andreas  Wretschko:  „Georg  Freiherr  von  Vega".   Wien  1885. 
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keit  gaben  ihm  die  Correctionsbauten  an  der  wilden  Save  mannigfache  Ge- 
legenheit, seine  mathematisch -techniBchen  Kenntnisse  zn  erweitern.  Aber 
seine  Neigung  znm  Militftr  machte  sich  bei  ihm,  wie  er  selbst  gelegentlich 
erzählt,  so  mächtig  geltend,  dass  er  nach  fünf  Jahren  die  sichere  Stellung 
aufgab  und,  26  Jahre  alt,  als  Kanonier,  also  als  gemeiner  Mann  bei  dem 
2.  kaiserl.  königl.  Feldartillerieregiment  eintrat,  und  in  der  That  hatte  er 
seine  Fähigkeiten  richtig  beurtheilt.  Denn  schon  nach  der  ungewöhnlich 
kurzen  Frist  eines  Jahres  wurde  er  ünterlieutenant  und  bald  darauf  er- 
folgte seine  Ernennung  zum  Lehrer  der  Mathematik  an  den  Schulen  des 
österreichischen  Artilleriecorps.  1787  sehen  wir  Vega  zum  Hauptmann 
ayancirt  und  gleichzeitig  wurde  er  zum  Professor  der  Mathematik  an  dem 
ein  Jahr  vorher  gegründeten  Bombardiercorps  in  Wien  ernannt 

In  diesen  Stellungen  war  er  während  eines  Zeitraumes  von  elf  Jahren 
als  Lehrer  und  Schriftsteller  unausgesetzt  bemüht,  das  Ziel,  das  er  sich 
vorgesteckt  hatte,  zu  erreichen:  nämlich  die  Osterreichische  Artillerie  hin- 
sichtlich ihrer  wissenschaftlichen  Vorbildung  und  praktischen  Leistungs- 
fähigkeit auf  eine  möglichst  hohe  Stufe  zu  heben.  Den  von  ihm  vor- 
getragenen mathematischen  Disciplinen  suchte  er  dadurch  eine  nachhaltigere 
Wirkung  und  grössere  Verbreitung  zu  sichern,  dass  er  seine  Vorträge  in 
einem  in  sich  vollständig  abgeschlossenen  Werke :  „Vorlesungen  über  Mathe- 
matik^ herausgab,  dessen  vier  Bände  in  der  Zeit  von  1782  bis  1800  der 
Beihe  nach  erschienen.  Der  Inhalt  dieses  Handbuches  der  reinen  und  an- 
gewandten Mathematik  ist  im  wesentlichen  folgender:  Elementarmathematik 
—  Trigonometrie,  praktische  Geometrie ^  Anfangsgründe  der  Differential-  und 
Integral  •Rechnung  —  Mechanik  der  festen  Körper -Hydrodynamik.  Die 
fünfte  Vorlesung  aus  dem  dritten  Bande,  welche  die  freie  Bewegung 
geworfener  schwerer  Körper  behandelt,  erschien  auch  einzeln  (17.87)  unter 
dem  Titel:  „ Praktische  Anweisung  zum  Bombenwerfen  mittelst  dazu  ein- 
gerichteter Hilfstafeln''.  Welch'  grossen  Werth  Vega  den  mathematischen 
Studien  beilegte,  ersehen  wir  am  besten,  wenn  wir  dem  jungen  ünter- 
lieutenant selbst  das  Wort  ertheilen,  der  dem  ersten  Bande  dieser  Vor- 
lesungen (1782)  folgende  Widmung  vorsetzt: 

„Dem  sämmtlichen,  kaiserlichen  königlichen  Artilleriecorps.  Gegenwärtige 
Vorlesungen  sind  Ihnen  gewidmet  und  Ihr  ürtheil  soll  ihren  Werth  bestimmen. 
Ich  habe  sie  zum  Drucke  befördert ,  weil  sie  schon  von  einigen  aus  Ihnen, 
denen  ich  sie  vorläufig  mitgetheilte ,  des  Druckes  würdig  gefunden  worden. 
Dieser  Theil  enthält  nur  die  nothwendigsten  Gründe  der  allgemeinen 
Rechenkunst;  jene  der  gemeinen  und  höhern  Messkunst  nebst  einer  An- 
wendung sollen  darauf  folgen.  Meine  Absicht  ist,  denjenigen  einen  sichern 
Leitfaden  in  die  Hände  zu  geben,  welche  in  einer  schicklichen  von  den 
ttbrigen  Dienstgeschäften  freyen  Zeit  die  unentbehrlichsten  Kenntnisse  der 
höbern  und  angewandten  Mathematik  sich  zu  erwerben  wünschen.  Könnte 
ich  wohl  diesen  Wunsch  bei  Ihnen   vermissen,    da  es  Ihnen  bekannt  ist.     t 
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dasB  man  sich  kaum  erkühnen  darf  ohne  diesen  Kenntnissen 
ein  Artilleriebuch  zu  öffnen?.  •.** 

Auf  die  Abrundung  und  Verbesserung  der  Darstellung  in  diesen 
Vortr&gen  verwandte  Vega  den  grössten  Fleiss.  Er  Hess  sich  durch  einen 
seiner  Schüler  genau  darüber  Bericht  erstatten,  welche  Stellen  in  seinen 
Vorlesungen  unklar  oder  schwer  verständlich  blieben,  um  dementsprechend 
Verbesserungen  anzubringen.  Es  ist  daher  nicht  zu  verwundern,  daas  dieses 
Buch  sich  in  Oesterreich  lange  grosser  Beliebtheit  erfreute«  Der  erste  Band 
der  „Vorlesungen^  ist  noch  1850  in  siebenter  Auflage,  der  zweite  Band 
1848  in  achter  Auflage  beide  von  Hatzka  bearbeitet  worden,  üebrigens 
konnte  Vega  selbst  noch  sich  des  Erfolges  seiner  Thätigkeit  freuen,  wenn 
wir  uns  anders  dem  ürtheil  des  gereiften  Hannes  anvertrauen,  der  in  der 
Vorrede  zur  dritten  Auflage  des  ersten  Bandes  seiner  Vorlesungen  (1802) 
sieb  wie  folgt  ausspricht: 

„Nun  sind  es  gerade  20  Jahre  ^  dass  dieser  erste  Theil  meines  Lehr- 
buches in  den  mathematischen  Schulen  des  kaiserlichen  königlichen  Artillerie- 
corps zum  Leitfaden  des  Unterrichtes  eingeführt  ist 

Die  13  Eriegsjahre  dieses  Zeitraumes  haben  den  Satz,  dass  die 
Mathematik  die  sicherste  Grundlage  der  echten  Kriegswissen- 
schaft ist,  für  alle  cnltivirten  Nationen  evident  gemacht.  Ich  selbst  ge- 
noss  das  belohnende  Vergnügen,  mich  in  den  Feldzügen  sowohl  gegen  die 
Pforte  als  auch  gegen  Frankreich  zu  überzeugen,  dass  diejenigen  meiner 
Schüler,  welche  sich  mit  ununterbrochenem  Eifer  den  mathematischen  Wissen- 
schaften gewidmet  hatten ,  sich  auch  vorzüglich  vor  dem  Feinde  durch  kluge 
Tapferkeit  ausgezeichnet  und  zur  Aufrechterhaltung  und  Vermehrung  des 
alten  Buhmes  des  österreichischen  Artilleriecorps  bestens  mitgewirkt  haben.  ^- 
Es  würde  überflüssig  seiui  mehreres  zur  Aneiferung  derjenigen  anzuführen, 
für  welche  nach  hergestelltem  Frieden  die  mathematischen  Schulen  wieder 
eröffnet  sind,  da  die  wahre  Würdigung  der  Mathematik  bei  dem  ganzen 
Artilleriecorps  einheimisch  und  so  allgemein  ist,  dass  sehr  Viele,  selbst  aus 
der  gemeinen  Mannschafb,'  im  Felde  ihre  wenigen  Buhestunden  aus  eigenem 
Antriebe  dieser  Wissenschaft  gewidmet  haben,  welches  ich,  nicht  ohne  innigste 
Rührung,   sehr  oft  als  Augenzeuge  wahrzunehmen  die  Gelegenheit  hatte.' 

Vega  hat  ein  hervorragendes  Verdienst  daran,  dass  die  höhere,  wissen- 
schaftliche Ausbildung  der  Artillerie  in  Oesterreich  stets  im  Auge  behalten 
wurde. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  einer  anderen  Seite  von  Vega's  Thfttigkeit: 
der  von  ihm  durchgeführten  Herausgabe  logarithmischer  Tabellenwerke. 
Nicht  als  ob  er  der  Erste  gewesen  wäre,  der  diese  zwar  undankbare,  aber 
doch  so  nützliche  und  nothwendige  Arbeit  auf  sich  nahm.  Es  hat  ja  für 
die  gemeinen  Logarithmen  (mit  der  Basis  10)  schon  Henry  Briggs  (1618) 
eine  8  stellige  Tafel  berechnet  und  zur  Zeit  Vega's  gab  es  eine  ganze  Reihe 
solcher   Werke,    wie   die   Tafeln    von   Adrian  Vlaeq,    Schulze,    Gardiner. 
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Allein  Vega  berechnete  aufs  Neue  sSmmtliche  Logarithmen,  verglich  sie 
mit  den  angegebenen  Werthen  und  constatirte  so  eine  ziemliche  Anzahl 
von  Fehlern  in  den  vorhandenen  Tafeln.  Correctur  und  Drucklegung  seiner 
Tafeln  überwachte  er  mit  der  grOssten  Sorgfalt  Seine  erste  Logarithmen- 
tafel erschien  im  Jahre  1783  in  Wien  unter  dem  Titel:  „Logarithmische, 
trigonometrische  und  andere  zum  Gebrauche  der  Mathematik  eingerichtete 
Tafeln  und  Formeln'',  eine  7  stellige  Tafel ,  die  ausser  den  Logarithmen  der 
Zahlen  und  trigonometrischen  Functionen  in  24  Abschnitten  Formeln  aus 
den  verschiedensten  Gebieten  der  Mathematik  und  Geographie  enthttlt.  Der 
Yorbericht  dazu  beginnt  wie  folgt: 

n  Durch  den  Beistand  meiner  Schaler ,  welche  theils  aus  ELanouieren, 
tbeils  auch  aus  einigen  ünteroffioieren  des  k.  k.  zwejten  Feld-Artillerie- 
Eegiments  bestehen,  durch  den  eifrigsten  Bejstand  dieser  meiner  Schüler 
unterstfltzet,  und  mit  allen  erforderlichen  Hilfsmitteln  versehen,  wagte  ich 
es ,  den  Wunsch  derjenigen  einigermaassen  zu  befriedigen ,  welche  einer 
hinl&nglich  ausgedehnten,  dabei  soviel  als  möglich  fehlerfrejen,  und  um 
einen  massigen  Preis  zu  verkaufenden  Sammlung  von  mathematischen  Hilfs- 
tafeln und  Formeln  schon  lange  vergebens  entgegensahen." 

Es  folgt  dann  das  Verzeichniss  der  in  den  einzelnen  Tafeln  entdeckten 
Fehler  und  daran  schliesst  sich  die  bekannte  Bemerkung,  „dass  man  sich 
Kraft  einer  öffentlichen  Ankündigung  verbindlich  macht  i  für  jede  erste 
Anzeige  eines  jeden  in  gegenwärtigen  Tafeln  entdeckten  wirklichen  Fehlers 
einen  kaiserlichen  Ducaten  zu  bezahlen".  Dieses  Mittel,  das  Vega  an- 
wandte, um  die  grosse  Zahl  der  die  Tafel  Benützenden  zur  Eruirung  noch 
vorhandener  Fehler  heranzuziehen,  hatte  nur  zur  Folge,  dass  bis  zum 
October  1784  zwei  Fehler  angezeigt  wurden.  Sympathisch  berührt  uns 
übrigens  in  diesem  Vorbericht  die  rückhaltlose  Anerkennung  der  Mühe- 
leistung seiner  Mitarbeiter ,  wie  überhaupt  Dankbarkeit  einen  hervorragenden 
Zug  in  Vega's  Charakter  bildet.  —  Das  Buch  erschien  1797  in  zweiter 
and  1814  in  dritter  Auflage,  später  (1848)  ist  es  von  J.  A.  Hülsse  als 
eine  Sammlung  mathematischer  Formeln  neu  bearbeitet  worden. 

Im  Jahre  1794  erschien  in  Leipzig  das  zweite  Tabellenwerk  Vega^s 
unter  dem  Titel:  j, Logarithmisch -trigonometrisches  Handbuch,  anstatt  der 
kleinen  Ylackischen,  Wolfischen  und  andern  dergleichen,  meistens  sehr 
fehlerhaften,  logarithmisch -trigonometrischen  Tafeln  für  die  Mathematik- 
Beflissenen  eingerichtet^.  Diese  7slellige  Tafel  enthält  weniger  mathe- 
matische Formeln  wie  die  eben  genannte;  sie  ist  der  Stammvater,  von  dem 
in  langer  Ahnenreihe  —  habent  sua  fata  libelli  —  das  heute  noch  in 
Gebrauch  befindliche  Handbuch  abstammt.  Schon  im  Jahre  1800  erschien 
die  zweite  Auflage  dieses  Buches,  die  Vega  in  dankbarer  Verehrung  seinem 
früheren  Mathematiklehrer  am  Lyceum  in  Laibach,  dem  infulirten  Probst 
in  Alt-Bunzlau,  Josef  Ritter  von  Maffei,  widmete.  Die  sechste  Auflage 
war   bereits  ein  Stereotypdruck,  von  der  zwanzigsten  Auflage  an  besorgte 
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J.  A.  Hülsse,  von  der  vierzigsten  an  C.  Bremiker  die  Herausgabe.  Der 
Letztere  verbesserte  die  Tafel  insofern  bedeutend,  als  jetzt  die  Winkel  nicht 
mehr  blos  von  Minute  zu  Minute,  sondern  von  zehn  zu  zehn  Secunden  fort- 
schreiten. Die  neuesten  Ausgaben  besorgte  F.  Tietjen  und  zwar  hat  das  Buch 
jetzt  seine  74.  Auflage  erlebt.  Es  ist  in's  Englische,  Französische,  Italienische, 
Holländische  und  Bussische  übertragen  worden. 

Sein  grösstes  logarithmisches  Werk  endlich,  den  schon  erwähnten  Thesau- 
rus, eine  vorzügliche  10  stellige  Tafel  ^  aus  einem  Folioband  von  684  Seiten 
bestehend,  gab  Yoga  auch  im  Jahre  1794  heraus.  Der  deutsche  Titel  lautet: 
„Vollständige  Sammlung  grösserer  logarithmisch  -  trigonometrischer  Tafeln 
nach  Adrian  Ylack*s  Arithmetica  Logarithmica  und  Trigonometria  artificialis, 
verbessert,  neugeordnet  und  vermehrt.^  Nach  Yega's  Intention  sollte  das 
„Logarithmisch -trigonometrische  Handbuch^  dem  nur  oberflächlich  in  der 
Mathematik  Ausgebildeten,  die  j, Tafeln **  dem  Mathematiker  vom  Fach,  die 
j,  Vollständige  Sammlung  **  aber  dem  Astronomen  oder  überhaupt  Jedem  ftlr 
sehr  genaue  Bechnungen  dienen.  Auch  hier  findet  sich  in  der  Einleitung 
eine  genaue  Zusammenstellung  der  constatirten  Fehler,  sowie  das  schon 
erwähnte  Versprechen.  Das  Datum  am  Schlüsse  der  Einleitung  lautet: 
„Geschrieben  bei  der  kaiserlich  königlichen  Armee  am  obem  Bhein  am 
ersten  October  1794^.  Dies  lässt  uns  erkennen,  dass  diese  der  friedlichen 
Förderung  stiller,  geistiger  Arbeit  dienenden  Werke  zum  Theil  unter  recht 
kriegerischen  Auspicien  das  Licht  der  Welt  erblickt  haben. 

Begleiten  wir  also  Vega  auch  noch  auf  den  Kriegsschauplatz,  wo  er 
seltene  Proben  von  Umsicht,  IJnerschrockenheit  und  Muth  abgelegt  hat 
Als  Kaiser  Josef  IL  im  Jahre  1788  den  Krieg  gegen  die  Türken  begann, 
bat  Hauptmann  Vega,  obgleich  er  als  Professor  der  Mathematik  in  Wien 
bleiben  sollte^  selbst  um  die  Erlanbniss,  ins  Feld  ziehen  zu  dürfen,  um, 
wie  er  sagte ,  vor  dem  Feinde  praktisch  ausführen  zu  können ,  was  er  im 
Corps  theoretisch  vortrage.  Im  Jahre  darauf  wurde  dieser  Bitte  Folge 
geleistet  und  Vega  nahm  Theil  an  der  Belagerung  von  Belgrad  (5.  bis 
7.  Septemoer),  wo  er  das  Gommando  mehrerer  Mörser batterien  erhieli  Nach 
seinen  Anordnungen  wurde  das  Laden  der  schweren  Geschütze  anders  vor- 
genommen ,  wodurch  sich  eine  erhebliche  Vergrösserung  der  Schussweite  er- 
gab, so  dass  die  Geschosse  ihr  Ziel  erreichten.  Die  rasche  üebergabe  der 
wichtigen  Festung  nach  dem  erfolgreichen  Bombardement  war  zum  grOsten 
Theil  sein  Werk.  Ein  kleiner  Vorfall  aus  der  Belagerung,  den  unser  Gewährs- 
mann erzählt,  verdient  Erwähnung.  Hauptmann  Vega  hatte  sich  in  einen 
Laufgraben  begeben ,  der  im  Bereiche  der  feindlichen  Geschosswirkung  lag. 
Als  er  nach  Verlauf  von  zwei  Stunden  noch  nicht  zurückgekehrt  war, 
gingen  Officiere  und  Mannschaften  ab,  ihn  zu  suchen.  Sie  fanden  ihn 
in  dem  Laufgraben  sitzend  und  in  die  Berechnung  von  Logarithmen 
vertieft,  obwohl  in  nächster  Nähe  eine  Bombe  eingeschlagen  hatte  und 
crepirt  war. 
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Fast  an  willkürlich  ergiebt  sich  gelegentlich  dieses  Herganges  ein  Ver- 
gleich mit  Archimedes. 

Im  ersten  Revolutionskriege  (1793  — 1797)  finden  wir  Vega»  der  in- 
zwischen zum  Major  avancirt  war,  am  Rhein,  wo  er  unter  dem  Oberbefehl 
des  General  Wnrmser  das  Commando  der  Belagernngs  -  Artillerie  führte. 
Hier  erzwang  er  ohne  Schwertstreich  blos  durch  den  Eindrack  seiner 
Persönlichkeit^  der  überhaupt  ein  imponirender  gewesen  sein  muss,  die  Ueber- 
gabe  der  starken  Festnng  Lanterbnrg,  eines  wichtigen  Stützpunktes  der 
Franzosen.  Er  besetzte  die  Stadt  nnd  führte  in  musterhafter  Weise  das 
Commando,  bis  er  von  der  Oberleitung  neue  Befehle  erhielt.  14  Stunden 
langy  den  Säbel  ununterbrochen  in  der  Faust,  commandirte  er  selbst  alle 
Patrouillen.  Bald  darauf  fand  er  Gelegenheit,  sich  noch  mehr  auszuzeichnen. 
Dem  weiteren  Vorrücken  der  kaiserlichen  Armee  setzte  das  Fort  Louis, 
das  auf  einer  Insel  im  Rhein  liegt,  einen  scheinbar  unüberwindlichen 
Widerstand  entgegen.  Drei  Tage  lang  hatte  schon  die  Beschiessung  ge- 
dauert, viele  kaiserliche  Geschütze  waren  bereits  demontirt.  Es  machte 
sich  eine  gewisse  Missstimmung  und  Hoffiiungslosigkeit  bemerkbar  und 
man  mass  sogar  bei  der  Officierstafel  dem  Major  Vega  die  Schuld  an  diesen 
Misserfolgen  bei.  Da  erklärte  dieser,  dass  er  sich  verpflichte,  in  24  Stunden 
das  Fert  zur  Uebergabe  zu  zwingen,  falls  ihm  nur  die  gesammte  Artillerie 
zur  alleinigen  nnd  unumschränkten  Verfügung  gestellt  würde.  Der  com- 
mandirende  General  (Lauer)  sagte  dies  zu,  gleichzeitig  in  Gegenwart 
aller  Officiere  beifügend,  wenn  Vega  sein  Wort  halte,  so  werde  er  ihn 
für  den  Maria -Theresien- Orden,  die  höchste  militärische  Auszeichnng  in 
Oesterreich,  in  Vorschlag  bringen.  Von  der  Tafel  weg  schritt  Vega  zur 
Ausführung  seines  Angriffplanes.  Es  beschoss  die  Festung  zwölf  Stunden 
lang  nach  seiner  neuen  Methode  aus  zehnpfündigen  Haubitzen  mit  601öthigen 
Patronen  unter  einem  geringen  Elevations -Winkel  mit  solchem  Erfolge, 
dass  am  folgenden  Tage  die  Gapitulation  erfolgte.  General  Lauer  brachte 
dementsprechend  Vega  in  Vorschlag  für  das  Ritterkreuz  des  genannten 
Ordens  und  in  der  folgenden  Eapitelsitzung  wurde  ihm  diese  Auszeichnung 
einstimmig  zuerkannt.  Doch  erhielt  Vega  infolge  irgend  eines  Versehens 
den  Orden  factisch  erst  drei  Jahre  später. 

Die  neue  Schussweise  Vega's  bestand  in  Folgendem:  Vor  ihm  hatte 
man  Mörser  nnd  Haubitzen  nur  zum  sogenannten  indirecten  Schuss  ver- 
wendet, d.  h.  man  hatte  die  schweren  Geschosse  unter  einem  sehr  grossen 
Elevationswinkel  von  50^ — 75^  geworfen,  sodass  sie  fast  senkrecht  auf 
das  hinter  einer  Deckung  befindliche  Ziel  herabfielen.  Vega  wandte  auch 
bei  diesen  Geschützen  den  directen  Schuss  an  unter  geringer  Elevation 
von  15^ — 16^  Vega  hat  übrigens  auch  eigene  „  weittreibende  **  Mörser  con- 
struirt  und  von  einer  Commission  von  Generälen,  Artillerie-  und  Genie- 
Stabs  «Officieren  wurde  durch  genaue  Versuche  zu  Mannheim  (1795)  fest- 
gestellt,   dass    er   mit   diesen    weitaus    die    grösste    Wurfweite    eiTcichte,     , 
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nämlich  1640  Klafter  (2900  m).  Zwei  solche  SOpfÜndige  Mörser  wurden 
vor  Mannheim  auf  Beichskosten  gegossen  und  spfiter  (1838)  in  der  Oster- 
reichischen Armee  eingeführt.  Der  rapide  Aufschwung'  freilich,  den  das 
Artilleriewesen  in  unserem  Jahrhunderte  später  nahm,  hatte  zur  Folge, 
dass  Vega's  Leistungen ,  die  fttr  seine  Zeit  nicht  unbedeutende  waren, 
jetzt  wohl  selten  noch  in  einem  Lehrbuch  der  Wa£Penlehre  eine  Erwfthnung 
finden.* 

Die  Vortrefflichkeit  dieser  Mörser  bestätigte  sich  übrigens  korz  darauf 
bei  der  Belagerung  Mannheims«  Der  ttberraschenden  Feuerwirkung  der- 
selben schrieb  der  Oeneral  Wurmser  in  seinem  Berichte  die  rasche  Ein- 
nahme Mannheims  zu.  Auf  dies  hin  erhielt  Yoga  den  ihm  schon  frOher 
zuerkannten  Maria- Theresien- Orden,  üebergehen  wir  manch*  andere  Kriegs- 
that,  so  finden  wir  Vega  seit  dem  Frieden  von  Gampo- Formio  (1797)  wieder 
ständig  in  Wien ,  wo  er  sich  mit  der  Beform  des  Artilleriewesens  beschäftigte. 
Ehrungen  aller  Art  bewiesen  dem  verdienten  Manne,  dass  man  seine  Dienste 
wohl  zu  würdigen  verstand.  1800  wurde  er  in  den  Freiherrnstand  er- 
hoben, bald  darauf  folgte  seine  Beförderung  zum  Oberstlieutenant;  wissen- 
schaftliche Gesellschaften  y  so  z.  B.  die  Berliner  Akademie  der  Wissen- 
schaften, ernannten  ihn  zum  Mitgliede. 

Um  die  Mitte  September  1802  verschwand  der  Oberstlieutenant  plötslich 
aus  Wien.  Neun  Tage  forschte  man  vergeblich  nach  ihm ,  da  fand  man  am 
26.  September  seine  Leiche  in  der  Donau,  mittelst  eines  dttnnen  Strickes 
an  einen  Pfahl  gebunden.  Lange  Zeit  wusste  man  sich  dieses  Ende  des 
berühmten ,  erst  49  Jahre  alten  Mannes  nicht  zu  erklären.  Man  vermnthete 
sogar  einen  Selbstmord  infolge  irgend  einer  Zurücksetzung,  andere  er- 
zählten,  er  sei  bei  einer  Fahrt  über  Land  von  einem  neidischen  Freunde 
ermordet  worden. 

Erst  9  Jahre  später  kam  durch  einen  Zufall  Licht  in  die  Sache.  Während 
des  Krieges  von  1809  lag  bei  einem  Müller  in  Nnssdorf  vor  den  Linien  von 
Wien  ein  Artillerist  im  Qoartier.  Dieser  wünschte  für  einen  Augenblick 
einen  Proportionalzirkel.  Der  Müller  sagte  ihm^  dass  er  ein  solches  In- 
strument besitze  und  brachte  es  herbei.  Da  es  dem  Artilleristen  gut 
gefiel,  schenkte  er  es  ihm  beim  Weggange.  —  Später,  1811,  bemerkte  ein 
Officier,  der  im  Zeichnungssaal  die  Aufsicht  führte,  das  Instrument  in  den 
Händen  des  Kanoniers  und  erkannte  darauf  den  Namen  Vega's.  Nach  den 
Aussagen  des  Soldaten  wurde  der  Müller  verhaftet  und  gestand  zuletzt 
folgendes:  Vega  war  bei  dem  Müller  abgestiegen.  Nun  besass  dieser 
Müller  einen  sehr  schönen  Schimmel,  den  Vega,  schon  im  Besitze  eines 
ähnlichen  Thieres,  gerne  kaufen  wollte.  Allein  der  Müller  wollte  das  Thier 
nicht  hergeben.    Als  der  Oberstlieutenant  aber  eine  sehr  grosse  Summe  bot, 


♦  In  DoUeczek:  „Geschichte  der  Osterreichischen  Artillerie"  (Wien  1887)  wird 

der  Tbätigkeit  Vega's  mit  Anerkeunang  gedacht. 
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entBchloss  er  sich  doch  zum  Verkauf  und  ging  mit  dem  Officier  in  den 
StalL  Der  Weg  fCLhrte  über  einen  Steg,  der  Müller  ging  hinterdrein. 
Da  überfiel  den  Müller  plötzlich  der  Oedanke,  den  Officier  za  tödten.  Er 
schlug  ihn  nieder  und  warf  den  Leichnam  in  die  Donau.  Nach  diesem 
Geständniss  büsste  der  Müller  seine  That  am  Galgen. 

Damit  sind  wir  am  Ende  eines  thaten-  und  arbeitsreichen  Lebens 
angelangt  Gewiss  ginge  man  zu  weit,  wollte  man  sich  dem  ürtheile  des 
Herzogs  Ernst  II.  von  Sachsen  -  Gotha  anschliessen ,  der  in  seiner  Verehrung 
für  Vega  den  Ausspruch  that:  »Ich  wusste  es  ja,  dass  Euler  einen  Nachfolger 
haben  würde;  Vega  ist  der  wiedererstandene  Euler.''  Aber  durch  die 
Herstellung  seiner  exacten  Tabellenwerke  und  durch  die  Liebe  und  Be- 
geisterung ,  mit  der  er  für  die  mathematischen  Studien  eintrat ,  hat  sich  Vega 
unbestreitbare  Verdienste  erworben.  Der  Mann ,  der  Jahre  lang  aus  innerster 
Ueberzeugung  die  Verbreitung  mathematischer  Studien  durch  Wort  und 
Schrift  fördert  und  ihre  Anwendung  durch  mühselige  Rechnungen  sicher- 
stellt» der  dann,  obwohl  über  die  erste  Jugend  schon  hinaus,  freiwillig 
die  Feder  mit  dem  Sftbel  vertauscht,  um  seine  Kenntnisse  praktisch  zu 
erproben  und  der  dem  Vaterland  durch  seine  persönlichen  Eigenschaften 
unschätzbare  Dienste  leistet,  der  Mann  zwingt  uns  auch  als  Mensch  rück- 
haltlose Bewunderung  ab. 
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Hilfsbnoh  für  die  Anaffthrniig  elektrischer  Hessnngen.  Voo  Ad.  Hbtd- 
WEiLLEB.  Mit  58  Figuren  im  Text.  Leipzig  1892.  Verlag  von 
Johann  Ambrosius  Barth  (Arthur  Meiner).  262  S. 
unter  allen  physikalischen  Messmethoden  haben  in  den  letzten  Jahr- 
zehnten die  elektrischen  die  grösste  Durchbildung  und  Bereicherang  er- 
fahren, so  dass  es  als  ein  BedUrfniss  angesehen  werden  mnss,  dass  dieselben 
zusammengestellt  wurden.  Die  Süssere  Anordnung  ist  im  Wesentlichen 
übereinstimmend  mit  derjenigen  in  Kohlrausch 's  Leitfaden  der  prak- 
tischen Physik.  Da  das  vorliegende  Buch  hauptsächlich  für  Stadirende 
berechnet  ist,  so  dürfte  es  sich  bei  einer  Neuauflage  doch  empfehlen,  statt 
nur  die  Endformel  anzugeben,  ähnlich  wie  bei  Kohlrausch  noch  Einiges 
über  deren  Ableitung  mitzutheilen.  Der  Verfasser  glaubte,  davon  absehen 
zu  müssen,  da  er  die  Literaturnachweise  sorgfältig  mitgetheilt  hat;  indessen 
lehrt  die  Erfahrung,  dass  die  jungen  Leute  unter  solchen  umständen  sich 
mit  den  Beobachtungen  begnügen  und  die  erhaltenen  Werthe  mechanisch 
in  die  vorgedrnckte  Formel  einsetzen.  Nach  unserem  Ermessen  ist  es  auch 
eine  grosse  Zumuthung,  alle  die  angeführten  Literaturquellen  erst  ein* 
zusehen,  was  mit  einem  grossen  Zeitverlust  verbunden  ist.  Mit  Rücksicht 
auf  den  genannten  Leserkreis  wäre  es  wünschenswerth ,  den  Behauptungen 
auch  eine  kurze  Begründung  beizufügen,  z.  B.  Seite  18  ist  zu  lesen:  „In 
England  wird  die  Fernrohrablesung  weniger  zweckmässig  u.  s.  w." ;  hier 
fehlt  dem  Studirenden  das  j, warum''.  Diese  Wünsche  ftLhren  wir  nur  an, 
um  den  unstreitig  vorhandenen  Werth  dieses  Buches  bei  einem  Neudruck 
noch  erhöht  zu  wissen. B.  Nebel. 

Die  Theorie  der  Beobachtongsfehler    und  die  Hethode   der  kleinsten 
Quadrate  mit  ihrer  Anwendung  auf  die  Geodäsie  und  die  Wasser- 
messungen.    Von  Otto  Koll.    Mit  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
Berlin  1893.    Verlag  von  Julius  Springer.    323  S.  nebst  zwei  Bogen 
Formeln.     Preis  10  Mk. 
Das  Werk   ist  ausschliesslich  für  Oeometer  bestimmt  und  sucht  den- 
selben   die    Arbeit   thunlichst    zu    erleichtern.    Um    die    Anwendung    von 
Näherungsverfahren  soviel   wie  möglich  zu  beschränken,   ist  der  Verfasser 
bemüht,  durch  zweckmässige  Anordnung  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
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auch  in  solchen  Fällen  anzuwenden,  in  denen  dies  bisher  nicht  üblich  war. 
Erreicht  wird  dies  durch  die  Aufstellung  mechanischer  Regeln  und  ge- 
eigneter Formulare.  Diese  können  auch  von  Hilfskräften  benützt  werden, 
um  den  Geodäten  von  den  oft  umfangreichen  Arbeiten  zu  entlasten.  Die 
Bauptformeln  sind  daher  auf  zwei  besonderen  Bogen  zusammengestellt 
worden  I  die  nicht  in  das  Werk  hineingebunden  werden  sollen,  um  jedem 
Faohmanne  dieses  Buch  zugänglich  zu  machen,  sind  die  theoretischen  Ab- 
leitungen durch  praktische  Zahlenbeispiele  ergänzt  worden ,  so  dass  es  jedem 
Geometer  empfohlen  werden  kann.  B.  Nebel. 

Lehrbuch  der  Experimentalphysik.  Von  E.  von  Lommel.  Mit  424  Figuren 
im  Texte.  Leipzig  1893.  Verlag  von  Johann  Ambrosius  Barth 
(Arthur  Meiner).  643  S.  Preis  6  Mk.  40  Pf.  geheftet  und  7  Mk.  20  Pf. 
gebunden. 
.  Die  Anordnung  des  Stoffes  ist  übereinstimmend  mit  der  an  den  deut- 
schen Hochschulen  üblichen  Aufeinanderfolge  der  einzelnen  Kapitel  in  der 
Experimentalphysik,  weicht  somit  ab  von  dem  Gange,  wie  ihn  die  meisten 
Phjsikbücher  verfolgen.  Damit  das  Buch  einem  grossen  Leserkreise  zu- 
gänglich wird,  ist  in  dem  Haupttext,  der  ein  zusammenhängendes  Ganzes 
bildet,  die  Mathematik  auf  ein  Minimum  beschränkt  worden,  während  die 
eingestreuten,  durch  kleinen  Druck  äusserlich  zu  erkennenden  Abschnitte 
auf  die  Entwickelungen  und  Beweise  in  elementarer  Weise  näher  eingehen. 
Der  Wichtigkeit  entsprechend  wird  schon  bei  der  Bewegung  mit  dem 
absoluten  Maass- System  begonnen,  das  sich  dann,  wie  ein  rother  Faden, 
durch  das  ganze  Buch  hindurchzieht,  üeberall  sind  die  Dimensionen  an- 
gegeben,- und  die  Einheiten,  wo  es  erforderlich  ist;  tabellarisch  zusammen- 
gestellt. Die  Darstellung  entspricht  der  historischen  Entwickelung  der 
Physik,  die  durch  beigeftlgte  Daten  noch  unterstützt  wurde.  —  Weshalb 
bei  den  Dynamomaschinen  deren  Eintheilung  nicht  erwähnt  worden  ist,  ist 
nicht  ersichtlich.  Die  Maschinen  haben  sich  auch  Eingang  in  die  physi- 
kalischen und  chemischen  Laboratorien  verschafft,  und  ein  junger  Physiker 
und  Chemiker  muss  wissen ,  dass  z.  B.  zum  Laden  der  Akkumulatoren  und 
bei  der  Elektrolyse  Nebenschlussmasohinen  verwendet  werden.  Dass  dies 
der  Elektrotechnik  und  nicht  der  Physik  angehöre,  kann  wohl  nicht  der 
Grund  sein;  denn  wir  finden  Abschnitte  über  Kraftübertragung,  Trans- 
formatoren, Drehströme  und  dergleichen.  —  In  der  Photometrie  fanden 
wir  nicht  den  Ersatz  des  Papierblattes  mit  dem  Fettfleck  durch  den 
Lummer-Brodhun  Glaswürfel,  sowie  die  Amylacetatlampe;  denn  beide 
Gegenstände  finden  eine  immer  grössere  Verbreitung  und  haben  zu  der 
genaueren  Messung  beigetragen.  —  Es  ist  sicher,  dass  dieses  Buch  Jedem, 
der  es  während  seiner  Studienzeit  benutzt  hat,  auch  ein  treuer  Berather 
durch  das  ganze  Leben  sein  wird;  es  kann  daher  nur  aufs  Wärmste 
•empfohlen  werden.  B.  Nebel. 
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Theorie  der  opÜBohen  Instmmente  naeh  Abb^.  Von  Suofried  Czapssi. 
Breslau  1893.  Verlag  von  Eduard  Trewendt.  292  S. 
Aus  dem  grossen ,  zur  Zeit  noch  im  Entstehen  b^riffenen  Handbuch 
der  Physik  von  A,  Winkelmann  sind  die  Artikel  über  Dioptrik  und  die 
Theorie  der  optischen  Instrumente  vereinigt  und  in  dem  vorliegenden  Buche 
zu  einer  besonderen  Ausgabe  abgedruckt,  worden.  Wie  schon  aus  den 
einzelnen  Lieferungen  des  genannten  Werkes  ersichtlich  war^  ist  die  Dar- 
stellung auf  die  collineare  Verwandtschaft  der  neueren  (synthetischen) 
Geometrie  basirt,  deren  Anwendung  Äbb6  zuzuschreiben  ist.  Schon  ans 
diesem  Grunde  erweckt  dieses  Buch  Aller  Interesse,  denn  wir  sehen,  vrie 
sich  die  Optik  auf  einer  viel  allgemeineren  Grundlage  aufbauen  iSsst,  als 
dies  bisher  der  Fall  war.  Der  innere  Werth  dieser  Methode  beruht  aber 
darin,  dass  sie  leichter  und  schneller  die  VerhSltnisse  benrtheilen  iSsst, 
unter  welchen  in  einem  Instrumente  die  Bilder  zu  Stande  kommen,  als 
dies  nach  den  praktisch  -  rechnerischen  Besultaten  der  bisherigen  Behaad- 
lungsweise  möglich  ist.  Der  grosse  Nutzen,  welchen  diese  Methode  dem 
Optiker  darbietet,  rechtfertigt  daher  in  vollem  Maasse  den  Sonderabdmek 
aus  dem  grossen  Physikbuche.  W&hrend  der  Druck,  insbesondere  auch  der- 
jenige der  Formeln,  nichts  zu  wünschen  ttbrig  l&sst,  so  kann  dies  leider 
nicht  von  vielen  Holzschnitten  gesagt  werden,  wo  die  Linien  nicht  rein 
sind.  Der  gediegene  Inhalt  des  Buches  mit  der  ausführlichen  Literainr- 
angabe  empfiehlt  das  Buch  von  selbst.  B.  Nebel. 


Noteg  on  recent  roBcarches  in  eleotrioity  and  magnetUm  intended  aa  a 
seqnel  to  Professor  Clerk -Mazweirg  treatiae  on  electrieity  aad 
magnetism  by   J.  J.  Thomson.     Oxford  1893.    At  the   Clarendon 
press.    578  S. 
Die  bei  der  Besprechung  der  dritten  Auflage  von  Maxwell's  Elektrici- 
tftt    und    Magnetismus    erwähnten    Ergänzungen    durch    den    Herauageber 
J.  J.  Thomson   sind    in   dem  vorliegenden  Bande  enthalten,   der  als  eine 
Fortsetzung  des  MaxwelTschen  Werkes  aufzufassen  ist;  denn  er  enthält 
die  Neuerungen,   die  auf  diesem   Gebiete  seit   MaxwelTs  Tode  zu  ver- 
zeichnen   sind.  —  Das  erste  Kapitel  behandelt  das  elektrische  Feld  mit 
Hilfe    der   Farad ay 'sehen   Kraftröhren,    eine  Methode,    die  physikalisch- 
geometrischer Natur  ist  und  den  analytischen  Charakter  zurClcktreten  läest. 
In   dem   zweiten  Kapitel  werden  die  Erscheinungen  eingehend  betrachtet, 
die  bei  dem  Durchgänge  der  Elektricität  durch  Oase  auftreten.    Das  dritte 
Kapitel  enthält  eine  Anwendung  der  Schwarz    und    Christoff  ersehen 
Transformation  auf  Elektrostatik  beziehungsweise  die  Condensatoren.     Die 
Untersuchung    über    die    elektrischen   Wellen   und    Oscillationen ,    die   bei 
Strömen    in    cylindrischen  oder  sphärischen  Leitern  auftreten,    bildet  den 
Inhalt  des  vierten  Kapitels,  während  das  fünfte  ausschliesslich  den  Hartz- 
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sehen  Versuchen  über  elektromagnetische  Wellen  gewidmet  ist*  Das  sechste 
Kapitel  enthält  einen  Bericht  über  Lord  Bayleigh's  Untersuchungen  der 
Gesetze,  nach  welchen  sich  Wechselströme  in  einem  Netzwerk  von  Leitern 
▼ertheilen.  In  dem  siebenten  Kapitel  findet  sich  eine  Discussion  der  Gleich- 
ungen, welche  man  erhält,  wenn  ein  Dielektricum  in  einem  magnetischen 
Felde  bewegt  wird.  Verfasser  übergeht  absichtlich  die  Untersuchungen  über 
die  magnetische  Induction^  weil  dieselben  in  Professor  Ewing's  „Treatise 
on  magnetic  induction  in  iron  and  other  metals**  vollständig  zu  finden 
sind.  In  einem  Anhange  werden  Untersuchungen  über  die  Elektrolyse  von 
Dämpfen  mitgetheilt  B.  Nebel. 

Observatoire  d'astronomie  physiqne.  Le  systdme  du  monde  ^lectro- 
djnamique,  par  Ch.-V.  Zbmger.  Prag  1892.  Selbstverlag.  24  S. 
Der  Inhalt  besteht  aus  einer  Reihe  kleinerer  Mittheilungen,  die  sich 
alle  auf  den  Zusammenhang  zwischen  den  atmosphärischen  Bewegungen 
und  denen  des  Erdiunern  beziehen,  die  der  Verfasser  seit  dem  Jahre  1876 
verfolgt.  B.  Nebel. 

Derivation  and  diBcnssion  of  the  general  Solution  for  the  cnrrent  flowing 

in  a  cironit  containing  resistance,  seif- induction  and  capacity, 

with  any  impressed  electromotive  force.    By  Fb^derick  Bedell 

and  Albert  C.  Crehobe.    A  paper  presented  at  the  General  Meeting 

of  the  American   Institute   of   Electrical  Eugineers,   Chicago.   III., 

June  7*^,  1892. 

Zuerst  wird  der  Ausdruck  abgeleitet,   der  die  Stromstärke  zu  irgend 

einer  Zeit  in   der  allgemeinsten  Form  darstellt,   und  sodann  die  erhaltene 

Gleichung  unter   der  Annahme   von   vier  Arten   elektromotorischer   Erttfte 

eingehend  discutirt.  B.  Nebel. 

Banxnlehre  fftr  höhere  Bohnlen.    Von  Prof.  H.  C.  E.  Martüs,  Director  des 
Sophien- Realgymnasiums  in  Berlin.    Zweiter  Theil:   Dreiecks- 
rechnung und  Eörperlehre.   Bielefeld  und  Leipzig  1892.  Verlag 
von  Velhagen  &  Klasing.    259  S.    Preis  geheftet  3  Mk.  50  Pf. 
Den  ersten  Theil  dieses  Werkes  „Ebene  Figuren **  haben  wir  schon  im 
vorigen    Jahrgange  (S.  157)   besprochen   und   dort '  seine   Eigenheiten  und 
Vorzüge  angegeben,  die  auch  diesem  zweiten  Theile  in  gleicher  Weise  an- 
haften,  so  die  Vermeidung   fremdsprachlicher  Ausdrücke   und  deren  Ver- 
deutschung,  die   auch    hier   oft  sehr  glücklich  gewfthlt  ist.    Jetzt  wollen 
wir  auf  andere  Vorzüge  eingehen.    Gleich  auf  der  ersten  Seite,  wo  es  sich 
um  die  Erklärung  der  Winkelfnnctionen  handelt,  erkennt  man  die  hervor- 
ragende Darstellungsgabe  des  Verfassers.    Man  sieht  das  erfolgreiche  Be- 
mühen,   durch  Wort,    Bild    und   praktische   Beispiele    eine  Sache  klar  zu 
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machen ;  so  sorgiUltig,  dass  alsbald  ein  völliges  Verstehen  und  Eindringen 
erzielt  wird.  Ueberhanpt  ist  kein  wichtiger  Satz,  keine  Aufgabe  ohne  ein 
sorgfältig  ausgeführtes  Zahlenbeispiel  dahin  gestellt.  FOr  die  Dreiecks- 
rechnnngen  sind  Beispiele  gewählt,  die  der  Verfasser  selbst  in  Berlin  nnd 
Potsdam  aasgeführt  hat.  Mag  auch  für  diejenigen,  die  die  dortige  Gegend 
nicht  aus  eigener  Anschauung  kennen,  der  Reiz  dieser  Aufgaben  etfras 
geringer  sein,  so  ist  doch  die  Erkenntniss,  wie  solche  Höhen  und 
Entfernungen  praktisch  gemessen,  und  wie  die  Grundlagen  für  eine 
zuverlässige  Karte  gewonnen  werden,  höchst  belehrend  und  anziehend. 
Auch  ist  der  für  die  Winkelmessungen  benutzte  Theodolith  abgebildet,  was 
noch  kein  Lehrbuch  der  Trigonometrie  für  Schulen  für  nöthig  erachtet  hat 
Ebenso  finden  sich  in  keinem  Lehrbuche  der  Art  wie  hier  die  Grund- 
lehren für  die  Darstellung  von  Schau-  (des  ist  perspectivischen)  Bildern. 
In  den  Lehrbüchern  der  Perspective  werden  sie  für  die  Schule  zu  weit- 
läufig dargestellt.  Mit  den  drei  hier  angeführten  Sätzen  lassen  sich  alle 
Darstellungen  ausführen ,  und  die  schönen  Figuren  dieses  Baches  sind  nach 
diesen  Sätzen  gezeichnet  Sie  ragen  ebenso  sehr  durch  die  Sauberkeit  der 
Ausführang,  als  auch  darch  Klarheit  und  namentlich  durch  mathematische 
Richtigkeit  vor  den  Figuren  vieler  anderer  Lehrbücher,  die  es  hierin  gar 
nicht  genau  nehmen,  angenehm  hervor.  Der  Lehrstoff  und  das  Aufgaben- 
material ist  sehr  reich  bemessen  und  kann  nur  mit  Auswahl  verwendet 
werden.  In  die  Körperlehre  ist  auch  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten 
und  die  sphärische  Trigonometrie  in  ziemlicher  Vollständigkeit  mit  ein- 
geschlossen. Ferner  sind  eingefügt  Newton's  Reihen,  der  Moivre'sche 
Satz  und  die  Auflösung  der  Gleichungen  dritten  Grades.  Das  letzte  Kapitel 
über  schwerer  zu  behandelnde  Körper  enthält  viele  für  den  fortgeschrittenen 
Schüler  interessante  Einzelheiten.  Unser  Gesammturtheil:  Das  Lehrbuch 
von  Martus  gehört  zu  den  besten  seiner  Art  und  nimmt  unter  diesen 
durch  seine  Eigenart  einen  hervorragenden  Platz  ein.  p,  SchOttb« 


Bechenbnoh  und  geometrische  Ansohaunngslehre,   zunächst  für  die-  drei 
unteren  Gymnasialklassen.    Von  Prof.  Dr.  B.  F^adz  ,  Oberlehrer  am 
Gymnasium  zu  Arnsberg.    Neunte,  verbesserte  Auflage  besorgt  durch 
Fr.  Busch,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Arnsberg.  Paderborn  1892. 
Veri^  von  Ferdinand  Schöningh.    214  S.     Preis  geh.  1  Mk.  20  Pf. 
Schon  der  Umstand ,  dass  dieses  so  ganz  aus  dem  praktischen  unter- 
richte herausgewachsene   und    fortwährend   in  ihm  gross  gewordene  Buch 
jetzt  in  neunter  Auflage  voi'liegt,   ist  eine  genügende  Empfehlung  für 
seine  Brauchbarkeit,  so  dass  es  einer  weiteren  nicht  bedarf.    Aenderungen 
gegen  die  frühere  Auflage  sind  folgende  eingetreten.    Der  letzte  Rest  des 
älteren  Maass  -  und  Gewichtssystems  ist  entfernt  worden ;  einige  neue  Auf- 
gaben sind  eingefügt  und  schwierigere  älterere  sind  entfernt    Der  Abschnitt 
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ttber  die  Zahlensysteme  ist  gefallen;  andere  Abschnitte  haben  darch  eine 
kleine  Verschiebung  bessere  Anordnung  erhalten;  das  abgekürzte  Rechnen 
mit  Decimalbrttchen  ist  ausführlicher  behandelt  worden.  •—  Möge  das 
durchaus  bewährte  Buch  auch  weiterhin  günstige  Aufnahme  und  Verbreitung 
finden.  p.  Schütte. 

Die  wichtigeren  Dreiecksanfgaben  aus  der  ebenen  Trigonometrie.    Für 

den  Schulgebrauch  und  zum  Selbstudium  zusammengestellt  und  auf- 
gelöst von  Waldemar  Madel.  Berlin  1892.  Verlag  von  Max  ßüger. 
64  S.  Preis  broch.  1  Mk.  80  Pf. 
Vorliegende  Sammlung  enthSlt  305  Dreiecksaufgaben,  geordnet  nach 
den  gegebenen  Stücken  und  der  Schwierigkeit  nebst  deren  Lösungen,  und 
verfolgt  den  Zweck,  den  Schülern  eine  Anleitung  zu  geben,  wie  sie  bei 
der  Auflösung  derartiger  Aufgaben  zu  verfahren  haben.  Die  Lösungen  sind 
jedoch  so  flott  scizzirt,  dass  die  selbständige  Arbeit  des  Schülers 
nicht  überflüssig  wird.  Bei  ihnen  ist  die  höchst  beachtenswerthe  Methode 
befolgt,  gegen  die  Schüler  oft  fehlen,  dass  zuerst  die  Winkel  und  dann 
die  Seiten  des  Dreieckes  berechnet  werden.  Dadurch,  und  indem  die 
Formeln  fdr  die  halben  Winkel  bevorzugt  wurden,  ist  der  Verfasser  fast 
immer  zu  eleganten,  ja  man  kann  sagen  den  elegantesten  Lösungen  ge- 
langt. Unter  den  gegebenen  Stücken  iSsst  Verfasser  die  Mittellinien  und 
Winkelhalbirer  nicht  auftreten,  wohl  mit  Absicht ;  dagegen  sind  viele  höchst 
interessante  Aufgaben  vorhanden,  in  denen  die  Badien  der  drei  angeschrie« 
benen  Kreise  vorkommen,  und  die  oft  zu  sehr  hübschen  Lösungen  führen. 

F.  Schütte. 

Lehrbnch  der  Elementar -Oeometrie.     Von  Dr.  E.  Glinzeb,  Lehrer  der 
allgemeinen   Gewerbeschule  und  der  Schule  für  Bauhandwerker  in 
Hamburg.   Zweiter  Theil:   Stereometrie.     Mit  142  Figuren  und 
einer  Sammlung   von  260  Aufgaben.     Zweite   vermehrte   und   ver- 
besserte Auflage.    Dresden  1892.    Verls^  von  Gerhard  Eühtmann. 
148  S.   Preis  geh.  2  Mk.  80  Pf. 
Die  frühere  Auflage  und  der  erste  Theil  dieses  Lehrbuches  sind  schon 
in  dieser  Zeitschrift  sehr  anerkennend  besprochen  worden.     Hervorgehoben 
wurde  die  pr&cise  Darstellung,  der  Geist  einer  gesunden  Praxis,  der  wie 
ein  belebender  Hauch  empfunden  wird ,  die  Schönheit  der  Aufgaben ,  die  vor- 
zügliche Ausstattung.     Diese  neue  Auflage  hat  nur  wenige  Veränderungen 
erfahren:    Kleine  Zusätze   und  Verbesserungen  wurden  aufgenommen;   die 
Zahl    der  Aufgaben  ist  etwas  erweitert  und  zwar  durch  solche ,    die  den 
praktischen  Gewerben  entnommen  sind',  und  einigen  ist  die  Auflösung  bei- 
gefügt; einige  Figuren  sind  neu  erstanden;  die  Hinweisungen  sind  mit  der 
neuen  Auflage  der  Planimetrie  in  Einklang  gebracht;  die  Bechtschreibung  ist 
die  neue  geworden;  endlich  ist  das  Format  vergrössert  worden.    Möge  das 
Buch  auch  weiterbin  wohlwollende  Aufnahme  finden!  p.  Schütte. 
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Leitfaden  für  den  stereometrischen  Unterricht  an  Realschulen  Ton 
Dr.  Hbbmann  Wehneb,  Lehrer  an  der  st&dtischen  Bealschnle  zn 
Planen  i.  V.  Mit  zahlreichen  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
Leipzig  1892.     Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner,    54  S. 

Der  vorliegende  Leitfaden  soll  ein  Hilfsmittel  für  den  stereometrischen 
Unterricht  in  den  ersten  Klassen  einer  Bealschnle  sein,  da  die  meisten 
Lehrbücher  der  Stereometrie,  für  Gymnasien  und  Oberrealschulen  ge- 
schrieben, den  Stoff  in  zu  grossem  umfange  und  in  zu  schwieriger  Form 
liefern.  Daher  ist  hier  der  ganze  Lehrstoff  auf  39  Seiten,  der  üebungs- 
stoff  auf  14  Seiten  zusammengedrängt.  Dabei  ist  es  dem  Verfasser 
gelungen,  doch  ein  abgerundetes  Ganze  zu  liefern,  so  dass  er  nicht 
„Bruchstücke  einem  grösseren  Bauwerk  entlehnt*'  vorführt,  sondern  „ein 
kleines,  hübsches  Gebäude,  dass  mit  geringen  Mitteln  errichtet  ist^. 
Dies  gelang  durch  kurze,  klare  Fassung,  durch  Ausscheidung  alles  fiber- 
flüssigen Stoffes,  durch  Beschränkung  der  Eörperlehre  auf  die  einfachsten 
Eigenschaften  und^  worauf  es  hauptsächlich  hinaus  soll,  auf  die  Berechnung 
der  Oberfläche  und  des  Inhaltes.  Die  Beweise  sind  einfach,  wenn  auch, 
wie  der  Verfasser  selbst  gesteht,  nicht  immer  strenge.  So  stützt  sich  die 
Inhaltsberechnung  meist*  auf  den  Cavallieri^schen  Satz.  Die  Angabe  auf 
dem  Titel  „mit  zahlreichen  Figuren^  ist  etwas  Reklame,  im  üebrigen 
ist  aber  die  Ausstattung,  der  Druck  etc.  hervorragend  schön. 

P.  Schotte. 

Lehrbuch  der  elementaren  Geometrie  für  Gymnasien  und  Realschulen 
bearbeitet  von  F.  J.  Bbockmann,  vorm.  Oberlehrer  am  kOnigl.  Gym- 
nasium zu  Cleve.  Zweiter  Theil :  Die  Stereometrie.  Zweite ,  revidirte 
Auflage  mit  84  Figuren  in  Holzschnitt.  Leipzig  1892.  Druck  und 
Verlag  von  B.  G.  Teubner.    144  S.    Preis  kart.  1  Mk.  80  Pf. 

Inhalt  und  Einrichtung  dieses  Werkes  weichen  von  der  üblichen  Dar- 
stellung kaum  ab,  so  dass  hierüber  nicht  viel  zu  sagen  wäre.  Das  Schluss- 
kapitel bildet  eine  systematische  Zusammenstellung  von  üebungslehrsfitzen 
und  Aufgaben,  theils  mit  Lösung,  theils  mit  Andeutung  zur  Lösung. 
Diese  neue  zweite  Auflage  unterscheidet  sich  von  der  1874  erschienenen 
ersten  nur  wenig  „da  —  wie  die  Vorrede  selbst  sagt  —  dieselbe  in  An- 
ordnung des  Stoffes  und  im  Vortrage  desselben  nach  dem  übereinstimmen- 
den IJrtheil  der  Presse  von  den  verschiedensten  Seiten  als  im  Ganzen 
richtig  und  bewährt  gelten  darf^.  Hinzugefügt  ist,  wir  wollen  es  lobend  an- 
erkennen, die  Theorie  der  Sternpolyeder,  was  wegen  des  höchst  interessanten 
Stoffes  und  der  innigen  Beziehung  zu  den  gewöhnlichen  Polyedern  hin- 
reichend begründet  ist.  Der  Verfasser  musste  aber,  da  wohl  wenige 
Anstalten  sich  eines  Modelles  dieser  Körper  erfreuen,  Zeichnungen  der 
Stempolyeder  beigeben,  denn  nach  den  gegebenen  Beschreibungen  können 
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die  Schüler  sich  keine  Vorstellung  von  ihnen  niaohen.  Die  Orthogonal- 
projectionen  der  Sternpoljeder  sind  nicht  schwer  zu  zeichnen.  Allerdings 
scheint  nach  den  in  vorliegendem  Buche  vorhandenen  Proben  das  richtige 
Entwerfen  stereometrischer  Figuren  nicht  eine  starke  Seite  des  Herrn  Ver- 
fassers zu  sein.  Die  Figuren  sind  nftmlich  ohne  ein  erkennbares  Princip 
gezeichnet,  man  weiss  nicht  ob  Orthogonal-,  Parallel-  oder  Central- 
projection  angewandt  ist.  Zwar  die  einfacheren  Figuren  verrathen  dieses 
nicht,  untersucht  man  aber  die  etwas  complicirteren  Figuren,  so  findet 
man  die  merkwürdigsten  Widersprüche  mit  den  einfachsten  Gesetzen  der 
darstellenden  Geometrie.  Gleich  die  Fig.  1  ist  fehlerhaft,  indem  Linien, 
die  nothwendig  parallel  sein  müssten ,  convergent  gezeichnet  sind.  Bei  der 
höchst  einfachen  Zeichnung  eines  regulären  Tetraeders  oder  Oktaeders 
wird  ausser  Acht  gelassen ,  dass  Linien ,  die  gegen  die  Projectionsebene  ge- 
neigt sind,  sich  verkürzen,  und  nun  erst  die  Zeichnung  des  Ikosaeders  und 
Dodekaeders!  Gerne  wollen  wir  zugestehen,  dass  im  Uebrigen  die  Figuren 
recht  sauber  ausgeführt  sind  und  z.  B.  nicht  den  Fehler  vieler  anderer 
Lehrbücher  zeigen,  dass  statt  einer  Ellipse  ein  aus  Kreisbogen  gebildetes 
Zweieck  erscheint.  Wann  wird  doch  dieser  Fehler  aus  den  Lehrbüchern  endlich 
verschwinden?  Wie  mag  einer,  der  Stereometrie  lehren  will  und  sich 
sogar  zur  Herausgabe  eines  Lehrbuches  versteigt,  so  gegen  einen  der 
wichtigsten  Zweige  dieser  Wissenschaft  sich  versündigen.  Sollte  den  Heraus- 
gebern die  Perspective  unbekannt  sein??  F.  Sohüttb. 


Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  für  höhere  Schulen.  Von  H.  Bensbmann, 
Gymnasiallehrer  in  Cöthen.  Dessau  1892.  Verlag  von  Paul  Baumann. 
118  S.  Preis  1  Mk.  60  Pf. 
Eine  glückliche  Verschmelzung  der  alt  hergebrachten  Form  mit  der 
den  Unterricht  so  sehr  belebenden  heuristisch -analytischen  Lehrform  ist 
es  vor  Allem,  was  dieses  Lehrbuch  vor  vielen  anderen  vortheilhaft  unter- 
scheidet. Beziehungen  an  den  Figuren  und  Sätze  werden  erst  dann  unter- 
sucht, nachdem  gezeigt  ist,  dass  jene  Beziehungen  und  derartige  Figuren 
auch  wirklich  construirt  werden  können.  Eine  Constructionsaufgabe  bildet  also 
das  Fundament;  die  durch  Construction  an  der  Figur  hergestellten  Eigen- 
schaften bilden  die  Voraussetzung ;  die  Behauptung  wird  durch  eine  Frage 
ersetzt,  die  Frage  wird  untersucht  und  als  Ergebniss  der  Untersuchung 
erscheint  am  Schlüsse  der  Lehrsatz.  Ein  zweiter  Vorzug ,  durch  den  dieses 
Büchlein  sich  ebenfalls  vor  anderen  auszeichnet,  und  der  sozusagen  als 
Folge  des  erstgenannten  sich  ergiebt,  ist  die'  richtige  Darstellung  der 
Parallelen -Theorie.  W&hrend  Viele  als  parallel  solche  Geraden  definiren, 
die  sich  nie  schneiden,  ohne  nachzuweisen^  dass  es  auch  solche 
Geraden  giebt,  wird  hier  zunächst  der  Satz  von  der  Winkelsumme  des 
Dreiecks  vorgenommen.    Erst  später  bei  der  Lehre  vom  Viereck  erscheinen 
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die  Sätze  über  Parallele.  Sehr  zweckmässig  beginnt  unser  Bfichlein  mit 
einem  Vorcursus,  worin  die  einfachsten  Constructionsaufgaben  rein  praktisch, 
z.  B.  die  Winkeltheilung  mittelst  des  Transporteurs,  gelöst  werden;  dann 
folgt  zunächst  das  gleichschenkelige,  dann  das  ungleichseitige  Dreieck. 
Lobend  hervorgehoben  zu  werden  verdient  das  Kapitel  „Zusammenhang 
zwischen  Planimetrie  und  Arithmetik',  sowie  die  Ereisberechnung,  wo  das 
Verfahren  n  zu  berechnen  sich  durch  Einfachheit  und  Kürze  auszeichnet 
Knappe  und  klare  Darstellung,  die  überall  das  wirklich  brauchbare  and 
namentlich  das  für  Aufgaben  Wichtige  heraushebt,  zeichnet  auch  das  ganze 
Büchlein  aus.  Die  reichlich  beigegebenen  Figuren  smd  sauber,  Druck  und 
Papier  gut.  p.  Schutte. 

Ebene  Geometrie ,  Lehrbuch  mit  systematisch  geordneter  Aufgabensammlung 
für  Schulen  und  zum  Selbststudium.  Von  Dr.  Georg  Recknagbl, 
Professor  der  Mathematik  und  Physik  am  königl.  Realgymnasium  zu 
Augsburg.  Vierte  verbesserte  Auflage.  München  1892.  Verlag  von 
Theodor  Ackermann.    214  S. 

Während  man  auf  allen  Gebieten,  so  auch  in  der  Mathematik  sich 
bemüht,  die  unnöthigen  Fremdwörter  auszumerzen,  scheint  der  Verfasser 
dieses  Lehrbuches  die  entgegengesetzte  Richtung  zu  vertreten.  Für  den- 
selben Begriff  braucht  er  z.  B.  auf  Seite  45  die  Worte  Vieleck,  n-£ck,  und 
Polygon,  um  später  das  letztere  zu  bevorzugen;  den  umfang  einer  Figur 
nennt  er  Perimeter,  für  umfangsgleich  gebraucht  er  isoperimetrisch. 
Dieses  herrliche  Wort  gefällt  ihm  so  sehr,  dass  er  sogar  isoperimetrische 
Sätze  kennt  und  diesen  ein  besonderes  Kapitel  widmet  Den  Kreisumfiang 
dagegen  nennt  er  wie  andere  Sterbliche  auch  Peripherie,  und  die  Lehre 
vom  Kreise  Cyklometrie.  Längenstücke  heissen  bei  ihm  Dimensionen. 
Häufig  kommt  es  vor,  dass  auf  derselben  Seite,  ja  in  demselben  Satze 
für  ein  und  denselben  Begriff  verschiedene  Ausdrücke  gebraucht  werden, 
so  Basis  und  Grandlinie,  Radius  und  Halbmesser,  Rhombus  und  Raute. 
Der  Umfang  des  Lehrstoffes  ist  ungemein  reich  bemessen  und  die  Aus- 
führungen oft  sehr  umständlich;  vieles  ist  sowohl  für  den  theoretischen 
Aufbau,  als  auch  für  die  Lösung  von  Aufgaben  überflüssig.  Als  verfehlt 
müssen  wir  den  Versuch  ansehen,  zu  Anfang  die  geometrischen  Grund- 
begriffe anders  als  auf  rein  praktischem  Wege ,  durch  philosophische  Aus- 
einandersetzungen zu  erläutern.  Was  die  Anordnung  des  Stoffes  angeht, 
so  sollten  die  Aufgaben  und  die  neu  hinzugekommenen  Theile  aus  der 
neueren  Geometrie  nicht  beliebig  als  Anhang  irgendwo  hingestellt,  sondern 
organisch  mit  dem  üebrigen  verknüpft  werden.  Die  Anleitung  zur  Auf- 
lösung von  Aufgaben  steht  nicht  auf  der  Höhe  der  Zeit.  Der  Druck  ist 
nicht  frei  von  Fehlem,  namentlich  ist  die  neue  Rechtschreibung  nicht 
gleichmässig  befolgt.    Die  Figuren  sind  spärlich.  p.  Schütte. 
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Leitfiiden  der  Elementar- Mathematik.    Herausgegeben  von  Professor  Dr. 
H.  LiBBBR,  Oberlehrer    am  Friedrich- Wilhelm -Bealgymnasiam    zu 
Stettin  und  F.  von  Lühmann  ,  Oberlehrer  am  Gymnasium  in  Königs- 
berg in  der  Neuraark.     Berlin  1892.     Verlag  von  Leonh.   Simion. 
Erster  Theil:  Planimetrie.  Mit  sieben  Figurentafeln«  Achte  Auflage. 
124  S.  8^  Preis  1  Mk.  80  Pf.  Dritter  Theil:  Ebene  Trigonometrie, 
Stereometrie^  Sphärische  Trigonometrie.     Mit  drei  Figurentafeln. 
Sechste  Auflage.    Preis  1  Mk.  60  Pf. 
Beide  Theile  haben  in  diesen  neuen  Auflagen  wesentliche  Erweiterungen 
erfahren.    In   den   ersten  Theil   sind   entsprechend  den  neuen   LehrplSnen 
der  Coordinatenbegriff  und  einige  Grundlehren  von  den  Kegelschnitten  auf- 
genommen und  dementsprechend  ist  eine  siebente  lithographirte  Tafel  hinten 
beigefügt.    Nach  Inhalt ,  umfang  und  Darstellung  weicht  die  hier  gegebene 
Erweiterung  kaum  von  ähnlichen  kleineren  Arbeiten,  die  denselben  Zweck 
verfolgen ,  ab.    Der  dritte  Theil  ist  durch  einen  propädeutischen  Unterricht 
in  der  Körperlehre  vermehrt  worden ,  und  dafür  ebenfalls  eine  dritte  Tafel 
mit  stereometrischen  Figuren  hinzugefügt    Die  beiden  anderen  Tafeln  hätten 
auch  wohl  einer  Erneuerung  bedurft,  da  die  Figuren  auf  ihnen  mancherlei 
Fehler  in  der  Zeichnung  aufweisen.    Was  nun  die  genannte  Erweiterung 
betrifft,  so   soll  sie   ebenfalls  den   neuen  Bestimmungen  entsprechen,  den 
Schülern  der  üntersecunda  eine  Kenntniss  der  einfachsten  Körperberechnung 
zu  verschaffen.    Daher  tritt  die  Berechnung  der  Oberfläche  und  des  Inhaltes 
der  Körper   in  den  Vordergrund.    Die  Formeln  sind  aber  nicht  blos  an- 
gegeben, sondern  auch  begrtlndet  und  zwar  theilweise  mit  Hilfe  des  Grund- 
satzes von  Cava  liier i  (hier  Cavaleri  genannt),  wodurch  z.  B.  der  Inhalt 
der  Pyramide  (ohne  die  Zerlegung  des  dreiseitigen  Prismas)   auf  eine  sehr 
hübsche  Weise  abgeleitet  wird.  p.  Schütte. 

H.  ScHEFFLBR,   Bclenohtung  und  Beweis    eines  Satzes  aus  Legendre's 
Zahlentheorie.    Leipzig  1893.    Foerster.    40  S. 

Legendre  hat  in  seiner  Zahlen theorie  (Bd.  II  S.  76,  1830)  einen 
sehr  bemerkenswerthen  Lehrsatz  ausgesprochen,  fQr  denselben  aber  einen 
Beweis  geliefert,  der  offenbar  unzureichend  ist.  Deshalb  stellte  die  Pariser 
Akademie  der  Wissenschaften  fflr  das  Jahr  1858  die  Preisaufgabe, 
Legendre's  Satz  fQr  die  Fälle,  wo  er  zuträfe,  streng  zu  beweisen.  Der 
Satz  lautet: 

Ist  eine  Folge  von  k  beliebigen  ungeraden  Primzahlen  Pif...pk 
gegeben,  und  versteht  man  unter  Jtf  das  i^® Glied  in  der  natürlichen  Reihe 
der  Primzahlen  3,  5,  7, . . .,  so  giebt  es  unter  ji^-i  aufeinander  folgenden 
Gliedern  einer  arithmetischen  Progression ,  wo  Anfangsglied  und  Differenz 
relativ  prim  sind,  mindestens  eines,  das  durch  keine  der  Primzahlen 
Pt^  '  -  'Pk  tbeilbar  ist. 


Digitized  by 


Google 


222  Historisoh- literarische  Abtheilung. 

Die  Preisanfgabe  fand  drei  Bearbeitungen,  von  denen  aber  keine  des 
Preises  würdig  befunden  wurde.  Nur  die  Bearbeitung  von  Herrn  Dupr6 
enthielt  ein  Resultat,  das  die  Commission  besonders  hervorhob. 

Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  diese  Lücke  auszufüllen.  Er  sucht 
den  Beweis  des  Legendr  e 'sehen  Satzes ,  nach  dem  Vorgange  des  französischen 
Mathematikers,  auf  den  Beweis  eines  anderen  zurückzuführen.  Dieser 
andere  stellt  sich  als  eine  Erweiterung  eines  Satzes  von  Tchebichef  dar. 
Tchebichef's  Satz  sagt  aus^  dass  zwischen p  und  2jp  — 2  mindestens  eine 
Primzahl  liegt;  und  hieraus  ergiebt  sich  zunächst,  wie  Verfasser  nach- 
zuweisen sucht,  dass  unter  nk  aufeinander  folgenden  Gliedern  der  arith- 
metischen Progression  mindestens  eines  existirt,  welches  durch. keine 
der  Primzahlen  Pi^^Pk  theilbar  ist.  Legendre*s  Theorem  verlangt  aber 
mehr;  es  verlangt  nach  dem  Verfasser  den  Beweis  des  Satzes,  dass  zwischen 
p  excl.  und  2p +1  ind.  mindestens  zwei  Primzahlen  liegen,  und  das  ist 
die  Ergänzung,  welche  Tchebichef *s  Satz  erfährt  Den  Beweis  hierfür 
führt  Verfasser  analog  demjenigen ,  welchen  der  russische  Mathematiker  für 
seinen  Satz  gegeben. 

Diesen  Hilfssatz  hatte  Legendre,  gestützt  auf  dessen  Giltigkeit  bei 
den  ersten  Primzahlen,  als  einen  selbstverständlichen  Grundsatz  betrachtet. 

Ein  Anhang  handelt  noch  von  der  „Sichtung  der  Zahlen  nach  ihrer  Zu- 
sammensetzung*.    Jahskb. 

G.  Speckmamn  ,  Beiträge  zur  Zahlentheorie.  Oldenburg  1893.  Eschen  und 
Fasting.  64  S. 
Es  sind  eine  Reihe  kurzer  Bemerkungen ,  unter  denen  die  zweite  durch 
ihren  Titel  das  besondere  Interesse  wachruft«  Der  Verfasser  versucht  hier, 
auf  drei  Seiten ^  einen  neuen  Beweis  für  den  zuerst  von  Dirichlet  be- 
wiesenen Satz,  dass  jede  unendliche  arithmetische  Reihe,  in  welcher  Anfangs- 
glied und  Differenz  theilerfremde  ganze  Zahlen  sind,  unendlich  viele  Prim- 
zahlen enthält.  Indessen,  es  wird  nur  gezeigt,  dass  jede  Reihe  der 
vorgeschriebenen  Art  unendlich  viele  Zahlen  der  Form  Bn^l  enthält  In 
einer  folgenden  Notiz  verspricht  der  Verfasser  eine  neue  Lösung  eines 
anderen  vielumworbenen  Problems  zu  geben :  die  Anzahl  der  in  der  natür- 
lichen Zahlenreihe  von  1  bis  m  enthaltenen  Primzahlen  zu  bestimmen  und 
diese  Primzahlen  selber  zu  ermitteln.  Referent  hat  jedoch  eine  solche 
Lösung  vergebens  gesucht. Jahnke. 

G.  Heimitz,  Elementare  Berechnung  der  Zahl  fi,  welche  den  qnadratisohen 
Restcharakter  bestimmt.  InauguraU  Dissertation.  Göttingen  1893. 
Gauss  führt  in  seinem  dritten  Beweise  für  das  Reciprocitätsgesetz  der 
quadratischen  Reste  eine  Zahl  fi  ein,  die  allein  durch  ihre  Eigenschaft, 
gerade  oder  ungerade  zu  sein,  den  quadratischen  Restcharakter  bestimmt. 
Eine  genaue  Bestimmung  des  Werthes  der  Zahl  u  wird  daselbst  nicht  ver- 
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sucht.  Daher  ist  Gauss  genOthigt,  neben  ft  eine  zweite  analoge  Zahl  ft' 
einzuführen.  Letztere  wird  aber  entbehrlich,  sobald  der  Werth  von  fi  in 
geschlossener  Form  vorliegt.  Herrn  Zell  er  verdankt  man  die  ersten  Regeln 
zur  Herleitung  dieses  Werthes.  Spftter  hat  Herr  Schering  allgemeine 
Beziehungen  aufgestellt,  in  denen  die  Zeller'schen  als  Specialfall  enthalten 
sind.  Die  vorliegende  Dissertation  bietet  eine  elementare,  auf  blossem  Ab- 
zählen beruhende  Berechnung  des  Werthes  von  fi,  wobei  nar  der  BegrilT 
der  Congraenz  vorausgesetzt  wird. 

gegeben  ist,  so  besteht  ein  enger  Zusammenhang  dieser  quadratischen  Con- 
gruenz  mit  den  linearen  Congruenzen: 

l.q  =  c{modp),    1=1,  2,--.^^^. 

fi  bezeichnet  hier  die  Anzahl  der  negativen  unter  den  Grössen  c.    Der 

Verfasser  führt  behufs  der  Abzahlung  eine  neue  Reihenfolge  ein,  indem  er 

nicht  wie  Gauss  nach  dem  Coefficienten  von  g,  sondern  nach  den  Werthen 

z5hlt,  welche  die  Zahlen  c  erhalten.    Wenn  dann 

«  —  1 
i^hiqifnodp),     i==l,  2,"?-^, 

so  besteht  die  Aufgabe  darin,  die  Anzahl  der  negativen  Zahlen  unter  den 
bi  aus  den  Werthen  p  und  q  zu  berechnen.  Die  Lösbarkeit  dieser  Auf- 
gabe beraht  auf  einer  ge\ivis8en  Gesetzmässigkeit,  die  sich  in  der  Anf- 
einanderfolge  der  Vorzeichen  der  Coefficienten  h  herausstellt 

Die  Berechnung   gilt   für  den  Fall,   dass   p  und  q  positive  ungerade 
Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind.  Jahnkb. 


J.  Bergbohh,    1.  Neue   Bechnungsmethoden   der  höheren  Mathematik, 
1891,  30  S.;  2.  Neue  Integrationsmethoden  auf  Ornnd  der  Potenzial-, 
Logarithmal-  und  Nnmeralrechnung,  Stuttgart  1892,  58  S.,  Selbst- 
verlag; 3.  Entwurf  einer  neuen  Integralrechnung  auf  Orund  der 
Potenzial-,  Logarithmal-  und  Nnmeralrechnung:  I.  Die  rationalen 
algebraischen    und    die    goniometrischen    Integrale,     1892,   66  S.; 
4.    Entwurf    einer    neuen    Integralrechnung    auf    Orund    der 
Potenzial-,  Logarithmal-  undNumeralreohnung:  11.  Die  irrationalen, 
ezponentiellen,  logarithmischen  und  cyklometrischen  Integrale,  Leipzig 
1893,  122  S.,  B.  G.  Teubner. 
Anlass    zu    Erweiterungen    der   Analjsis   liegt   vor,    wenn   eine  neue 
ßechnungsmethode  gefunden  ist,  mit  deren  Hilfe  sich  eine  Reihe  neuer,  viel- 
umworbener Probleme  lösen  lässt,  oder  mindestens  schon  gelöste  Probleme 
eine  überraschend   einfache  Lösung  finden.     Diese  Forderung  ist  auch  an- 
gesichts der  neuen  Rechnungsarten  zu  erheben,  welche  in  der  ersten  der  j 
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vorliegenden  Arbeiten  zur  Einführung  in  die  Analjsis  vorgeschlagen  werden: 
Es  sind  die  Immensalrechnung,  welche  die  unendlich  grossen  Grössen, 
ähnlich  wie  die  Differentialrechnung  die  unendlich  kleinen  Grössen  zum 
Gegenstande  hat,  femer  die  Potenzial-,  Badical-,  Logarithmal-  nnd 
Nuineralrechnung,  welche  sich  dem  Verfasser  durch  Ausdehnung  der 
Potenzen-  und  Logaritbmenrechnung  auf  die  Analysis  des  unendlichen  ergeben. 
In  der  ersten  Arbeit  beschränkt  sich  der  Verfasser  darauf,  die  wich* 
tigsten  Formeln  dieser  Bechnnngsmethoden  zu  entwickeln. 

Die  drei  folgenden  Arbeiten  sind  einer  Darlegung  der  Vortheiie  ge- 
widmet, welche  sich  aus  den  neuen  Rechnungsmethoden  für  die  Integnd- 
rechnung  ergeben  sollen,  ein  Gebiet;  das  dem  Verfasser  „seit  jeher  als 
besonders  reformbedürftig  erschien".  Als  Ziel  schwebt  dem  Verfasser  eine 
allgemeine  Integrationsmethode  vor,  welche  erlaubt,  die  Integrale  unmittel- 
bar aus  den  Differentialen  durch  Rechnung  abzuleiten,  im  Wesentlichen  also 
eine  rückwärts  schreitende,  eine  negative  Differentiation,  wie  sie  schon 
mehrfach  versucht  worden  ist,  so  zwar,  dass  ;,bei  jedem  Differential,  Welches 
der  Integration  in  einem  geschlossenen  Ausdruck  fähig  ist,  diese  Operation 
wirklich  vollzogen,  bei  jedem  Differential  dagegen,  welches  die  Integration 
in  einem  geschlossenen  Ausdruck  nicht  zulässt,  der  Grund  dieser  Unmög- 
lichkeit klar  erkannt  werden  kann'. 

Während  sich  die  zweite  *  Arbeit  vornehmlich  mit  principiellen  Fragen 
befasst,  wird  in  der  dritten  und  vierten  Arbeit  die  Integrationsmethode 
an  zahlreichen  Beispielen  erläutert.  Wenn  sich  auch  Integrale  finden, 
die  theils  neu,  theils  allgemeiner  als  sonst  gefasst  sind,  so  führt  doch 
die  neue  Integrationsmethode  schon  bei  den  einfachsten  Beispielen  zu  einer 
Weitläufigkeit  der  Entwickelungen ,  die  es  zweifelhaft  erscheinen  lassen,  ob 
dieser  neue  Kalkül  geeignet  ist,  in  den  Kanon  der  mathematischen  Erkennt- 
nisse aufgenommen  zu  werden«  Zudem  wäre  der  Nachweis  noch  zu  erbringen, 
dass  die  neuen  Methoden  den  Zugang  zu  Problemen  ermöglichen,  welche  den 
bisherigen  Methoden  unüberwindliche  Schwierigkeiten  darzubieten  scheinen. 

Jahmks. 

Lothab  Heffteb,  Einleitung  in  die  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen  mit   einer  unabhängigen  Variablen.    Leipzig  1894. 
B.  6.  Teubner.    8^.    XIV  und  258  S. 
Trotzdem  die  Theorie  der  linearen  Di£ferentialgleichungen  nun  schon 
seit  geraumer  Zeit  in  ihren  Hauptzügen  feststeht,  ezistirte  bisher  kein  in  die- 
selbe einführendes  Lehrbuch;  denn  Craig's  „Treatise  on  Linear  Differential 
Equations**  giebt  zwar  eine  Zusammenstellung  der  wichtigeren  Theile  des 
Materials,  verzichtet  jedoch  auf  eine  einheitliche  Darstellung,  wie  sie  gefordert 
werden  mnss.    Es  ist  daher  mit  Freuden  zu  begrüssen,  dass  diese  wohl  all- 
seitig empfundene  Lücke  in  der  mathematischen  Literatur  durch  das  vor- 
liegende Buch  ausgefüllt  und,   wie  wir  gleich  bemerken  wollen,  innerhalb 
der  Grenzen,  die  sich  der  Verfasser  gesteckt  hat,  unseres  Erachtens  in  vor- 
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trefiflicher  Weise  ausgefüllt  wird.  Sein  Bach,  das  nur  zur  Einführung  in 
die  genannte  Theorie  dienen  soll,  beschränkt  sich  im  Wesentlichen  darauf, 
die  allgemeinen  Grundlagen  derselben  für  lineare  Differentialgleichungen  mit 
eindeutigen  Coefficienten  zu  geben ;  diesen  Stoff  aber  behandelt  es  in  durch* 
aus  selbständiger  und  pädagogisch  sehr  zweckmässiger  Weise. 

In  einer  kurzen  Einleitung  wird  Gegenstand  und  Ziel  der  Untersuchung 
genau  bestimmt  und  für  den  zusammenhängenden  Bereich,  in  dem  sämmt- 
liche  Coefficienten  der  Differentialgleichung 

definirt  sind,  der  Name  „Gebiet  der  Differentialgleichung"  eingeführt,  unter 
der  beschränkenden  Annahme,  dass  die  Coefficienten  in  diesem  Gebiet  end- 
liche, eindeutige  und  stetige  analytische  Functionen  seien,  werden  alsdann 
die  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  aus  der  Beschaffenheit  der 
Coefficienten  selbst  definirt  und;  je  nachdem  sie  dem  Gebiet  der  Differential- 
gleichung angehören  oder  nicht,  als  ausserwesentlich  und  wesentlich  singulare 
Punkte  unterschieden.  Doch  zeigt  sich  bald,  dass  noch  eine  weitere,  alle 
regulären*  und  singulären  Stellen  umfassende  Eintheilung  in  Stellen  der  Be- 
stimmtheit bezw.  der  Unbestimmtheit  noth wendig  wird,  je  nachdem  bei  ihnen 
der  Grad  der  determinirenden  Gleichung  gleich  oder  <^  n  ist.  Hiernach 
gliedert  sich  das  Buch,  abgesehen  von  den  letzten  beiden  Kapiteln»  in  zwei 
Hauptabschnitte,  deren  erster  (Kap.  I^X)  den  Stellen  der  Bestimmtheit, 
deren  zweiter  (Kap.  XI— XIII)  den  Stellen  der  Unbestimmtheit  gewidmet  ist. 
Indem  der  Verfasser  sofort  alle  Stellen  der  Bestimmtheit  in  Betracht 
zieht;  gewinnt  er  einmal  den  Yortheil,  für  reguläre  Stellen  keine  besondere 
Untersuchung  anstellen  zu  müssen ,  dann  aber  wird  durch  die  vorläufige  Be- 
schränkung auf  diese  Stellen  allein  dem  Leser  der  Eingang  in  die  Theorie 
bedeutend  erleichtert. 

Die  ersten  drei  Kapitel  liefern  den  Beweis  für  die  Existenz  eines 
Integrals.  Die  Beschaffenheit  der  Coefficienten  der  Differentialgleichung 
rechtfertigt  den  Versuch,  auch  ein  Integral  bei  einer  beliebigen  Stelle  in  Form 
einer  Potenzreihe  anzusetzen.  Um  aber  für  die  Coefficienten  dieser  Reihe  eine 
brauchbare  Becursionsformel  zu  erhalten,  muss  vorausgesetzt  werden ,  dass  die 
betrachtete  Stelle  nicht  wesentlich  singnlär  sei,  und  dass  die  zu  bildende  Reihe 
sich  bei  ihr  bestimmt  verhalte;  d.  h.  höchstens  in  Richtung  der  wachsenden 
Exponenten  ins  Unendliche  gehe.  Unter  dieser  Voraussetzung  gelingt  die 
formale  Herstellung  der  Integralreihe,  und  es  zeigt  sich  zugleich,  dass  sie  im 
Fuchs'schen  Sinne  zu  einer  Wurzel  der  determinirenden  Gleichung  gehören 
mnss.  —  Der  letztere  Umstand  führt  zu  der  vom  Verfasser  zum  ersten  Mal  auf- 
geworfenen Frage,  wann  auch  umgekehrt  zu  einer  Wurzel  der  determinirenden 
Gleichung  eine  Reihe  gehört,  die  im  zweiten  Kapitel  beantwortet  wird.   Die 

*  Die  Bezeichnung  „regulär"  wird  immer  in  dem  von  Weierstrass  ein- 
geführten Sinne  gebraucht 

Digitized  by  CjOOQIC 


226  Historisch -literarische  Abtheilung. 

Wurzeln  dieser  Gleichung  werden  in  bekannter  Weise  in  Gruppen  eingetheilt 
und  die  gesuchten  Kriterien  in  dem  Verschwinden  von  sehr  übersichtlich  ge- 
bildeten Determinanten  gefunden,  wobei  auch  alle  in  der  Beihe  willktLrlich 
bleibenden  Coefficienten  bekannt  werden.  —  Falls  die  betrachtete  Stelle  eine 
Stelle  der  Bestimmtheit  ist,  gelingt  f&r  solche  Reihen  der  Convergenzbeweis, 
der  die  beiden  Fuchs'schen  Beweise  elegant  in  einen  einzigen  zusammen- 
zieht und  vereinfacht. 

Nachdem  so  die  Existenz  von  unendlich  vielen  Integralen  nachgewiesen 
ist,  muss  ermittelt  werden,  ob  und  welche  Beziehungen  zwischen  den- 
selben stattfinden  (Kap.  IV—VI).  Dabei  gelangt  man  zum  Begriff  und  zu  den 
Eigenschaften  eines  Fundamentalsjstems  von  Integralen,  und  da 
sich  auch  die  Integration  einer  nicht  homogenen  linearen  Diiferentialgleichung 
stets  auf  diejenige  einer  homogenen  zurückführen  lässt,  so  ergiebt  sich  ftlr 
alle  linearen  Differentialgleichungen  als  nächstes  Problem  die  Aufstellung 
eines  Fundamentalsjstems.  —  Für  reguläre  Stellen  erhfilt  man  ein  solches 
unmittelbar  in  Form  von  n  gewöhnlichen  Potenzreihen ,  während  die  Frage, 
ob  auch  umgekehrt  n  linear  unabhängige  reguläre  Integrale  eine  Stelle 
als  regulär  charakterisiren,  zur  Betrachtung  der  scheinbar  singulare n 
Punkte  führt.  —  Wenn  man  nun  aber  für  jede  reguläre  Stelle  ein  Funda- 
mentalsjstem  angeben  kann,  so  muss  der  Zusammenhang  zwischen 
zwei  solchen  Fundamentalsystemen  festgestellt  werden.  Man  findet 
ihn  durch  die  analytische  Fortsetzung  der  Integrale  und  kommt  dabei  zum 
Begriff  des  monogenen  Gebildes  der  Integralfunction  und  zur 
Defipition  der  Gruppe  der  Differentialgleichung. 

Der  Fortgang  der  Untersuchung  führt  zu  den  singulären  Stellen 
der  Bestimmtheit  (Kap.  VII—X),  in  deren  Umgebung  ein  Pundamental- 
system  nach  der  Fuchs 'sehen  Methode  aufgestellt  und  in  Gruppen  von 
Integralen  eingetheilt  wird.  Die  Bedingungen  für  den  speciellen  Fall,' 
dass  eine  ganze  Integralgruppe  logarithmenfrei  sei,  kOnnen  direct  dem 
zweiten  Kapitel  entnommen  werden.  Die  Form  der  Umlaufsrelationen  für 
ein  solches  Fundamentalsystem  im  allgemeinen  Falle  erhält  der  Verfasser 
auf  einfache  Weise,  indem  er  den  Begriff  des  „Gehörens  einer  Function  zu 
einer  Zahl''  auf  logarithmenbehaftete  Integrale  ausdehnt  und  weitergehend, 
als  es  bisher  anderswo  geschehen^  in  folgender  Weise  definirt :  das  Integral 

y  =  ^0  +  ^1  ^9^  +  '"  +  %-i  log^'-^x 
(das  der  Verfasser  als  Integral  ö*«'  Stufe  bezeichnet)  gehört  bei  x^O 
zu  dem  an  y*«'  Stelle  stehenden  Exponenten  p,  wenn  %x'^j 
^jÄ^P, ... ,  ilfa-ior^  gewöhnliche  Potenzreihen  sind  und  das  constante  Glied 
in  ^y-io?"^  von  Null  verschieden,  in  ^yic~?,  flfy+iX"^,  ...ifa-i^"^  a^ 
gleich  Null  ist.  —  Der  Verfasser  nimmt  dann  im  achten  Kapitel  die  Unter- 
suchung der  logarithmenbehafteten  Integrale  nochmals  nach  einer  anderen 
Methode  auf,  die  sich  eng  an  diejenige  der  ersten  Kapitel  anschliesst,  und 
findet  für  alle  in  y  auftretenden  Beihen  ^  Becursionsformeln,  die  sich  direct 
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ans  derjenigen  für  Integrale  erster  Stufe  durch  einen  Differentiationsprocess 
herleiten  lassen.  Er  gelangt  so  unmittelbar  zu  den  von  Frobenius  auf 
anderem  Wege  ermittelten  Beziehungen  zwischen  den  Reihen  if;  eines  Inte- 
grals a^'  Stufe  und  zu  den  Bedingungen  dafür,  dass  die  Differential* 
gleichung  durch  ein  solches  Integral  befriedigt  werde.  Aus  diesen  Bedingungen 
ergiebt  sich  für  das  allgemeinste  Integral  6^^  Stufe  in  einer  Gruppe  das 
interessante  Resultat,  dass  in  der  Reihe  %  desselben  die  Coefficienten 
derjenigen  Potenzen  von  x  willkürlich  bleiben ,  welche  Anfangspotenzen  von 
Integralen  erster  Stufe  sein  können,  in  '^/j  die  Coefficienten  derjenigen 
Potenzen  von  x^  welche  Anfangspotenzen  der  mit  log  x  multiplicirten  Reihe 
in  Integralen  zweiter  Stufe  sein  können  u.  s.  w.  Hiernach  ist  es  möglich, 
das  allgemeinste  Integral  einer  Qruppe  aufzustellen,  nnd  gewiss  wird 
mancher  Leser  des  Buches  bedauern ,  dass  der  Verfasser  darauf  verzichtet  hat, 
seine  Untersuchungen  in  Analogie  mit  denjenigen  des  zweiten  Kapitels  noch 
weiter  zu  führen  und  die  Frage  zu  beantworten ,  wann  das  einfachste  zu  einer 
bestimmten  Wurzel  der  determinirenden  Gleichung  gehörige  Integral  von  der 
zweiten  bezw,  dritten  u.  s.  w.Stufe  ist—  Die  Aufstellung  der  Untergruppen, 
deren  Definition,  wie  beiläufig  bemerkt  werden  mag,  bei  ihrer  Einführung 
nicht  prScis  genug  gefasst  ist,  erfolgt  nach  Jürgens  und  wird  dadurch 
praktisch  ausführbar,  dass  das  allgemeinste  Integral  einer  Gruppe  schon 
vorher  bekannt  ist.  Aus  den  Jürgens 'sehen  werden  die  Harn  burger 'sehen 
Untergruppen  hergeleitet  und  dann  die  Bedingungen  dafür  angegeben ,  dass 
sftmmtliche  Integrale  einer  Gruppe  eine  einzige  Untergruppe  bilden.  —  Den 
Abschluss  der  Untersuchungen  über  Stellen  der  BestimmÜieit  bringt  der 
sich  durch  die  Ergebnisse  des  achten  Kapitels  ^hr  einfach  gestaltende  Be- 
weis des  Fuchs 'sehen  Satzes,  dass  jede  Stelle,  an  der  sich  sämmtliche 
Integrale  bestimmt  verhalten,  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  ist,  wodurch 
dieser  Name  nun  seine  volle  Berechtigung  erhält. 

Jetzt  erst,  wo  sich  die  Untersuchung  den  Stellen  der  Unbestimmt- 
heit oder  allgemeiner  den  innerhalb  eines  Kreisrings  giltigen  Integralen 
zuwendet  (Kap.  XI— XIII),  erscheint  die  Fundamentalgleichung.  Ihre 
charakteristischen  Eigenschaften  werden  aufgesucht  und,  da  sie  sich  für 
jede  Stelle  bilden  lässt,  wird  für  Stellen  der  Bestimmtheit  ihre  Beziehung 
zur  determinirenden  Gleichung  festgestellt ,  wobei  sich  sofort  der  Zusammen- 
hang der  Gruppen  und  Untergruppen  eines  Fundamentalsystems  mit  den 
Linear-  und  Elementartheilern  der  zugehörigen  Fundamentalgleichung  ergiebt. 
—  Damit  ist  ein  werthvoller  Fingerzeig  für  die  Folge  gewonnen.  Es  zeigt 
sich  nämlich ,  dass  für  die  Eintheilung  der  Integrale  in  Gruppen  und  Unter- 
gruppen bei  einer  beliebigen  singuläreu  Stelle  die  Fundamentalgleichung 
genau  dasselbe  leistet,  was  bei  Stellen  der  Bestimmtheit  die  Recursionsformel 
und  die  determinirende  Gleichung  zu  leisten  vermögen.  Durch  diese  Aus- 
nützung der  Fundamentalgleichung  wird  die  Bestimmung  der  analytischen 
.Gestalt  der  im  Kreisring  giltigen  Integrale  wesentlich  erleichtert,    ^ 
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und  dies  würde  noch  deutlicher  hervortreten;  wenn  (S.  175)  der  Beweis, 
dass  das  Integral  yia  mit  yoa  in  dieselbe  Ornppe  gehört,  nicht  mit  der  stets 
Misstrauen  erweckenden  Wendung  „hieraus  folgert  man  leicht **  übergangen, 
sondern  wirklich  ausgeführt  worden  wSre.  —  Die  Frage ,  ob  es  auch  an 
Stellen  der  Unbestimmtheit  sich  bestimmt  verhaltende  Integrale  geben  könne, 
führt  auf  die  Zerlegbarkeit  eines  Differentialansdrucks  und  zu  der  Re- 
ductibiltftt  bezw.  IrreductibilitSt  einer  linearen  Differentialgleichung 
bei  einer  Stelle  in  dem  Sinne,  wie  diese  durch  die  zweite  Definition  von 
Frobenius  erklärt  wird.  Die  Wahl  gerade  dieser  Definition  ist  hier  be- 
rechtigt, wo  es  sich  um  die  Untersuchung  der  Integrale  in  der  Umgebung 
der  einzelnen  Stellen  handelt  Doch  hfttten  die  beiden  anderen  von  Fro- 
benius bezw.  von  Königsberger  herrührenden  Definitionen  der  Irredueti- 
bilitfit  wenigstens  kurz  angegeben  werden  können.  Mit  dem  Nachweis  der 
Existenz  irreductibler  Differentialgleichungen  schliesst  dieser  Abschnitt  des 
Buches. 

Da  unendlich  grosse  Werthe  der  unabhängigen  Variablen 
bisher  ausser  Betracht  geblieben  sind,  werden  diese  noch  der  Untersuchung 

unterworfen  (Kap.  XIV)  und  insofern  originell  behandelt,  als  die  durch  ^  =  - 

transformirte  Differentialgleichung  möglichst  in  den  Hintergrund  gerückt  ist 
und  z.  B.  Becnrsionsformel  und  determinirende  Gleichung  für  a;  =  oo  direct 
aus  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  hergeleitet  werden.  Dadurch 
treten  interessante  Analogien  zwischen  den  Formeln  bei  «»on  und  denr 
jenigen  bei  einer  endlichen  Stelle  ans  Licht.  Noch  deutlicher  zeigen  sich 
diese  im  fünfzehnten  und  letzten  Kapitel,  das  für  Differential- 
gleichungen mit  rationalen  Coefficienten  eine  gemeinsame  Be- 
cnrsionsformel bei  a;  =  0  und  ^  =  od,  sowie  einen  gemeinschaftlichen  Algorith- 
mus für  die  sich  bei  diesen  beiden  Stellen  bestimmt  verhaltenden  Integrale 
erster  Stufe  aufstellt.  Dieses  Kapitel  bringt  dann  die  Haupteigenschaften 
der  Differentialgleichungen  der  Fuche'schen  Klasse,  berührt  kurz 
die  Differentialgleichungen  mit  nur  algebraischen  Integralen  und  deren 
Grnppeneigenschaft  und  schliesst  mit  der  Oauss'schen  als  der  allgemeinsten 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  dieser  Klasse.  Da  die  letztere  bereits  in 
verschiedenen  Kapiteln  als  Beispiel  gedient  hat  —  wie  überhaupt  sehr  gut  ge- 
wählte Beispiele  fast  jede  Untersuchung  erläutern  — ,  so  ist  eine  Zusammen* 
fassung  und  Vervollständigung  der  für  sie  gefundenen  Resultate  erwünscht. 
Ihre  Integrale  in  der  Umgebung  der  singulären  Stellen  werden  deshalb  fOralle 
möglichen  Fälle  aufgestellt,  wobei  die  Methoden  des  achten  Kapitels  deren 
vollständige  ezplioite  Angabe  mittelst  der  Oauss'schen  und  einer  aus  dieser 
leicht  herzuleitenden  Reihe  gestatten. 

Um  die  Darstellung  der  Theorie  selbst  ohne  Unterbrechung  durchffibren 
zu  können  und  dabei  doch  keine  Lücken  zu  lassen,  bringt  der  VerÜEMser  alle 
Hilfssätze  und  Hilfsbetrachtungen ,  soweit  sie  sich  nicht  in  leicht  zugänglichen 
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Büchern  finden,  in  einem  Anhang  am  Ende  des  Baches.  Unter  denselben 
verdient  eine  besondere  Beachtung  der  strenge  Beweis  des  von  Fuchs 
stammenden,  hier  aber  weiter  ausgeführten  Satzes,  welcher  den  Exponenten, 
zu  dem  pPdx  gehört,  und  die  Stelle,  an  der  er  steht,  bestimmt,  wenn 

^=  %  +  '^ihgx  +  ' . .  +  ipaloff^x 
eine  sich  bestimmt  verhaltende  Function  ist. 

Einige  Ausstellungen ,  die  wir  ausser  den  schon  gelegentlich  angeführten 
zu  machen  haben ,  mögen  sich  der  vorstehenden  Inhaltsangabe  anschliessen. 
Auf  S.57  dürfte  die  Bezeichnung  „  Hauptintegral  **  als  überflüssig  und  zu  Miss- 
deotungen  Anlass  gebend  zu  sti*eichen  sein.  Ferner  müsste  dort  das  „Funda- 
mentalsystem  von  Integralen  (?)  einer  nicht  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung'' —  ein  Begriff,  dessen  Einführung  uns  übrigens  ebenfalls  nicht 
nothwendig  und  nicht  unbedenklich  erscheint  —  als  aus  einem  beliebigen 
Integral  derselben  und  einem  Fundamentalsjstem  der  zugehörigen  reducirten 
Differentialgleichung  bestehend  ausdrücklich  definirt  werden.  —  In  Artikel  43 
fehlt  die  für  später  (S.  153)  wichtige  Bemerkung,  dass  seine  Betrachtungen 
auch  Geltung  behalten,  wenny^p  ^oa»  •••yon  undy«!,  yaSf-^aii  zwei  be- 
liebige, in  der  Umgebung  singulärer  Punkte  giltige  Fundamentalsysteme 
sind.  —  Satz  5  und  6  im  Anhang  „Zu  Kapitel  IV ^  sollten  erst  im  Anhang 
„Zu  Kapitel  VII"  stehen,  weil  bei  ihrem  Beweis  auf  das  siebente  Kapitel  ver- 
wiesen wird  und  sie  auch  erst  in  diesem  zur  Anwendung  gelangen.  ^  Bein  Süsser- 
liehe  Versehen  sind  folgende  zu  berichtigen:  S.  15  Z.  10  ist  zu  lesen  »^ >  v, 
wahrend  für  i  <  v"  statt  „v  >  A,  wShrend  für  v  <  A«,  S.  15  Z.  15  überall  „&« 
statt  ^8\  S.  99  Z.  4  „Art.  49-  statt  „Art  48^  S.  100  Z.  11  „Art.  50"  statt 
„Art  49«. 

Sftmmtliche  Ausstellungen  sind ,  wie  man  sieht ,  von  geringem  Belang, 
und  ihre  Ursache  ist  jedesmal  leicht  zu  beseitigen.  Sie  fallen  gegenüber 
den  grossen  Vorzügen  des  Buches  nicht  ins  Gewicht  Um  von  seinen  Vor- 
zügen ein  möglichst  anschauliches  Bild  zu  geben,  haben  wir  über  seinen 
Inhalt  so  ausführlich  und  in  deijenigen  Anordnung,  die  der  Verfasser  für 
ihn  gewählt  hat,  berichtet.  Wir  hoffen  gezeigt  zu  haben,  wie  es  seinen  Stoff 
nach  einem  consequent  durchgeführten  Plan  organisch  entwickelt,  und  in 
welchen  Punkten  es  an  Methoden  oder  Besultaten  Neues  bietet.  Das  durch- 
weg klar  und  frisch  geschriebene  Buch  besitzt  auch  die  in  pädagogischer 
Hinsicht  nicht  hoch  genug  anzuschlagende  Eigenschaft:  welches  Kapitel  man 
auch  aufschlagen  mag,  man  ist  stets  sofort  darüber  orientirt,  worauf  die 
ganze  Untersuchung,  zu  welcher  der  gerade  behandelte  Gegenstand  gehört, 
abzielt,  und  wie  weit  man  in  ihr  bereits  gelangt  ist.  Fflgen  wir  noch  hinzu^ 
dass  ein  ausführliches  „Register  der  angewandten  Bezeichnungen"  und  ein 
Inhaltsverzeichniss ,  das  den  Inhalt  jedes  einzelnen  Artikels  angiebt,  das 
Buch  auch  zum  Nachschlagen  sehr  brauchbar  macht,  so  bleibt  uns  nur 
übrig,  ihm  wegen  aller  dieser  Eigenschaften  einen  recht  grossen  Leserkreis 
zu  wünschen.  C.  Kobhler. 
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258.  Demonstration  du  th^or^me  de  d'Alembert   E.  Jablonski.    N.  ann.  math. 

Särie  3,  XII,  301. 
269.  Snr  les  fonctions  symdtriq^aes.  Worontaoff.  N.ann.  math.  8erie8,  XH,  116. 

260.  Thäor^me  d^algäbre  relatif  ä  la  nomographie.    M.  d'Ocagne.   N.  ann.  math. 

Serie  3,  XH,  469. 

261.  Ueber  ein  gewisses  System  linearer  homogener  Gleichungen.    L.  Heffter. 

Grelle  GXI,  59. 

262.  Demonstration  d'une  formule  qui  donne,  sous  forme  explicite,  la  resultante 

de  plusieurs  äquations  algebriqnes.   H.  Laurent.    N.  ann.  math.  Serie  3, 
XH,  806. 
268.  Sur  reiimination.    H.  Laurent.    N.  ann.  math.  Serie  3,  XH,  366. 
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Hydrodynamik. 

264.  A  hydrodynamical  proof  of  the  equations  of  motion  of  a  perforated  Bolid  with 

applications  to  the  motion  of  a  fine  rigid  främework  in  drculating  liquid, 
a.  H.  Bryan.  Phil.  Mag.  Serie  6,  XXXV,  338,  362.  —  C.  V.  Burton 
ibid.  351. 

265.  On  the  applicability  of  Lagranse's  equations  of  motion  in  a  general  dau  of 

Problems,  vith  especial  reference  to  the  motion  of  a  peitorated  solid  in 
a  liomd.    C.  V.  Bnrton.    Phil.  Mag.  Serie  5,  XXXV,  490. 
Vergl.  Wellenbewegung. 

Hyperbel« 

266.  Snr  une  hyperbole  ^quilatäre  et  nne  circonf(^rence  d^crite  sur  une  corde  de 

rhyperbole  comme  diamätre.  E.  Genty.   N.  ann.  math.  S^rie  3,  XII,  435. 

267.  Hyperbole  sur  laquelle  se  trouvent  les  p6les  des  droites  men^es   des  boats 

d*un  diam^tres  d^nne  ellipse,  de  Tun  auz  bouts  d*un  diam^tre  donnä ,  de 
Tantre  aux  bouts  du  aiamätre  conjugu^.  X.  N.  ann.  math.  Särie  3, 
Xn,  Exerc.  27. 

268.  Snr  un  faisceau  d'hyperboles  dquilat^res  coupant  les  axes  des  coordonn^es  Tnne 

en  deux  points,  Pautre  en  un  point  donnäs  tous  les  trois.    Audibert 
N.  ann.  math.  S^rie  3,  XII,  456. 
Ver^l.  Krümmung  282. 

Invariantentheorie. 

269.  Ueber  Biegungsinvarianten,  eine  Anwendung  der  Lie'schen  Gruppentfaeotie 

Eas.  Zarawsti.    Acta  Math.  XVI,  1. 

270.  üeber  Biegungsco Varianten.    J.  Knoblauch.    Grelle  CXI,  276. 

271.  Zur  Theorie  der  Differentialparameter.    J.  Knoblauch.    Grelle  CXI,  329. 

Vergl.  Differentialgleichungen  207.    Oberflächen  311. 


Kegelschnitte. 

272.  Lieu  g^om^trique  des  foyers  des  coniques  qui  touchent  deux  droites  fixes 

chacune  en   un  point  fixe.    J.  Lemaire.    N.  ann.  math.  Särie.  3,  XU, 
Exerc  36. 

273.  Le  lieu  des  foyers  des  coniques  doubiement  tan^entes  ä  deux  cercles  donn^s 

se  compose  de  oinq  cerdes.    E.  N.  Barisien.     N.  ann.  math.  Sdrie  3, 
XQ,  Exerc.  18.  —  J.  Bdveille.    N.  ann.  math.  Serie  3,  XII,  427. 

274.  Coniques  doubiement  tangentes  ä  un  cercle  donn^.    Audibert  &  Farjon. 

N.  ann.  math.  S^rie  3,  XU,  426.    [Vergl.  Bd.  XXXVIII  Nr.  430.} 

275.  Sur  des  coniques  engendr^es  au  moyen  de  deux  circonf^rences.   G.  S.   N.  ann. 

math.  S^rie  3,  All,  403. 

276.  Coniques  ayant  pour  diamötres  deux  droites  donnäes.    Audibert.    N.  ann. 

math.  Särie  3,  XU,  520. 

277.  Sur  un  lieu  gäom^trique  et  ses  applications.   A.  Cazamian.    N.  ann.  math. 

Särie3,  XU,  387. 

278.  Th^or^mes  sur  les  coniques,   applications  de  la  m^thode  des  polaires  r^- 

ciproques.    B.  Godefroy.    JN.  ann.  math.  Sdrie  3,  XII,  106. 

279.  Sur  les  polaires  des  milieux  des  cöt^s  d'un  triangle  par  rapport  k  une  conique 

inscrite  ä  ce  triangle.  B.  So« dat.   N.  ann.  matn.  S^ne  3,  XU,  Exerc.  40. 

280.  Propri^t^  des  paralleles  aux  cötäs  d*un  triangle  tir^es  d'un  point  d*une  conique. 

E.  N.  Bari  sie n.    N.  ann.  math.  S^rie  3,  XU,  Exerc.  55. 
Vergl.  Ellipse.    Hyperbel.    Normalen  309.    Parabel. 

281.  Construction  du  centre   de  courbure  de  certaines  courbes.    B.  Godefroy. 

N.  ann.  math.  Särie  3,  XU,  85. 

282.  Construction  du  cercle  osculateur  en  un  point  d'une  hyperbole.    Balitrand. 

N.  ann.  math.  S^rie  3,  XU,  451. 

283.  On  the  drawing  of  curves  by  their  curvature.    C.  V.  Boys.    Phil.  Mag.  Serie  5, 

XXXVI,  75. 

284.  Construire  une  parabole  connaissant  un  de  ses  points  J.,  le  diamötre  naasaat 

par  ul  et  le  centre  de  courbure  rdpondant  ace  point.    Servaia.    N.  ann. 
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math.  S^rie  3,  XII,  19.  —  E.  Dewulf  ibid.  72.  —  £.  N.  Barisien  ibid. 
179.  —  S.  Maillard  ibid.  428.  [Vergl.  Bd.  XXXVIII  Nr.  444.] 
Vergl.  Oberflächen  SlO,  811,  812. 

n. 

Mag&etifmus. 
S8Ö.  The  maimetic  field  of  a  circnlar  cnrrent    G.  M.  Minchin.  Phil.  Mag.  Serie  6, 

XXXV,  854. 

286.  The  magnetic  field  dose  to  the  sarface  of  a  wire  conveying  an  electrical 

cnrrent.    6.  M.  Minchin.    Phil.  Mag.  S^rieö,  XXXVI,  201. 

287.  Ueber  die  an  Eisenkörpern  im  Magnctfelde  wirksamen  Oberflächenspannaogen. 

G.  Adler.    Wiener  Akad.  Ber.  (Abthlg.  IIa)  CI,  1687. 

Maxima  und  Kinima. 

288.  Maximam  on  minimnm  d*un  segmeut  d^one  transversale  d^nne  ellipse.    Lez. 

N.  ann.  math.  S^rie  8,  XII,  Ezerc.  2. 
Vergl.  Variationsrechnang. 

Xeohanlk. 

289.  Der  Flächensatz  bei  der  Bewegang  auf  abwickelbaren  Flächen.   J.  N.  Hazzi- 

dakis.    Grelle  GXU,  140. 

290.  Sar  le   oas  trait^  par  Mme.  Kovalevski  de  rotation  d^on  corps  solide  pesant 

aatonr  d'un  point  fixe.    Fr.  E Otter.    Acta  Math.  XVII,  209. 

291.  On  the  equilibriumof  Vis  Viva.  L.Boltzmann.  Phil.  Mag.  Serie  6,  XXXV,  153. 

292.  On  the  methods  of  theoretioal  phvsics.    L.  Boltsmann.    Phil.  Mag.  S^rie  5, 

XXXVI    37. 

293.  The  fonndations  of  Dynamics.    Ol.  Lodge.    Phil.  Mag.  Serie  5,  XXXVI,  1. 

294.  On  the  hjpotheses  of  Dynamics.    J.  G.  Mac  Gregor.    Phil.  Mag.  Serie  6, 

XXXVI,  233. 

295.  Ueber  jenes  Massenmoment  eines  materiellen  Punktsystems ,  welches  ans  dem 

Trägheitsmomente  und  dem  Deviationsmomente  in  Bezug  auf  irgend  eine 
Achse  resnltirt  Jos.  Finger.    Wiener  Akad.  Ber.  (Abthlg.  IIa)  Gl,  1649. 

296.  Sur  les  forces  centrales.    £.  Carvallo.    N.  ann.  math.  Särie  3.  XU,  228. 

297.  Sur  rimage  d*une  force  sur  un  plan.    E.  Garvallo.    N.  ann.  Math.  Särie  3, 

XII,  454. 

298.  Sur  le  mouvement  d'un  point  sur  une  surface  polie  sous  Taction  d'une  force 

d^rivant  d'un  potennel  et  dont  la  grandear  ddpend  en  chaque  point  uni- 
quement  de  la  i^aleur  du  potentiel  en  ce  point.  A.  de  Saint-Germain. 
N.  ann.  math.  86ne  3,  XII,  5. 

299.  Gondition  pour  aae  dans  le  moavement  d'une  plaque  abandonn^e  ä  Taction 

de  son  poids  uoe  droite,  segment  du  perim^tre  de  la  plaaue,  reste 
parallele  ä  eile  m6me.  A.  de  Saint-Germain.  N.  ann.  matL  Sdrie  8, 
XII,  326. 

300.  Etüde   de  statique   physique.    Galcul   des  actione  mutnelles  des  solides  en 

contact.    L.  BosBut.    N.  ann.  math.  S^rie  8,  XII,  239. 

301.  Gontact-Action  and  the  Gonservation  of  Energy.   J.  G.  Mac  Gregor.   Phil. 

Mag.  Serie  5,  XXXV,  134. 
802.  Die  Dichte  der  Erde  berechnet  aus  der  Schwerebeschleunigung  und  der  Ab- 
plattung.   0.  Tumlirz.    Wiener  Akad.  Ber. (Abthlg.  11  a)  Gl,  1528. 
Vergl.  Astronomie.     Ausdehnungslebre.     Elastioität     Elektricität.     Hydro- 
dynamik. Magnetismus.  Obemächen  zweiter  Ordnung  321.  Optik.  Pendel. 
Wärmelehre.    Weilenbewegung. 

Xelurdimensionale  Geometrie. 

303.  Synthetische  Gewinnung  geometrischer  linearer  Mannigfaltigkeiten  beliebiger 

Dimension.    K.  Zindler.    Grelle  GXI,  303. 

304.  Nachweis  linearer  Mannigfaltigkeiten  beliebiger  Dimension  in  unserem  Baume; 

linearer  Gomplezeund  Strahlensysteme  in  demselben.  Eu  Zindler,  Wiener 
Akad.  Ber.  (Abthlg.  IIa!  Gl.  215. 

305.  Ueber    die    allgemeinsten    abwickelbaren    R&ume,    ein   Beitrag   zur    mehr- 

dimensionalen Geometrie.  Ant  Puchta.  Wiener  Akad.  Ber.  (Abthlg.  II  a) 

Gl,  855.  

XodnlftmetioB.        ^    "^^^=^^?>„ 

806.  Zur  Theorie  der  Modnlfnnctionen  (Note  Eur-Abh%Ddla^{fbrllKe^^U^XIiI,  13). 
L.  Fuchs.   Grelle  GXU,  15«.  ,    -  .^   of  '^^^''' 
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m. 

Hantik. 

307.  Die    Bestimmung   der   geographischen   Schiffsposition  in  dem  sogenannten 

kritischen  Falle.  Eng.  Gelcich.  Wiener  Akad.  Ber.  (Abthlg.Ua)  CI,  205. 

Vormalea. 

308.  TrouTor  le  lien  des  points  tels  qne  les  (j^aatre  normales  men^  des  ces  points 

ä  nne  ellipse  donn^e  forment  an  faisceau  harmoniqae.    E.  N.  Barisien. 
N.  ann.  math.  8ärie  8,  XII,  Ezero.  25. 

309.  üeber  ein  Paar  nnicarsaler  Degenerirongscarven  dritter  Ordnung  des  Normalen- 

problems und  das  Normalenproblem  einer  confocalen  Eegelschnittschaar. 
Jos.  Tesaf.    Wiener  Akad.  Ber.  (Abthlg.Ua)  CI,  1248. 

O. 

OberiUehsii. 

310.  Zur  Theorie  des  Krümmmigsmaasses  der  Fl&chen.    R.  ▼.  LilienthaL    Acta 

Math.  XVI,  143. 

311.  Zur  Erhaltung  des  Gauss^schen  Erümmungsmaasses  einer  Fläche  bei  ihren 

Biegungen.    P.  Stäckel.    Grelle  CXI,  206. 

312.  lieber  Krümmung  und   Indicatricen  der  Helikoide.    J.  Sobotka.    Wiener 

Akad.  Ber.  (Abthlg.  IIa)  CI,  899. 

313.  Ueber  einen  besonderen  Fall  des  2^- Gebüsches  und  das  dazu  projectiyiBche 

räumliche  System.   J.  Gardin  aal.    Grelle  CXI,  31. 

314.  Ueber  die  bei  einer  Gattung  centrischer  Rückungsflächen  der  vierten  Ordnung 

auftretende  Redprodtät.  An t.  Suchard a.  Wiener  Akad.  Ber  (Abthlg.Ua) 
Gl,  585. 

315.  Ueber  windschiefe  Flächen  vierten  Grades  mit  drei  Doppelgeraden.   D.  Segen. 

Grelle  GXII,  39. 

316.  Sur  les  surfaces  rägl^es  qui  passent  par  une  courbe.    Ch.  Bioche.    N.  ann. 

math.  S^rie  8,  XII,  412. 

317.  Sur  les  plans  tangents  k  certaines  surfaces  alg^briqnes.  8.  Mango ot.   N.  ann. 

math.  S^rie  3,  XII,  185. 

318.  Sur  denz  surfoces,  dont  Tone  est  la  transform^e  de  Tautre  par  rapport  ä  un 

pole  donnä.    E.  Genty.    N.  ann.  math.  Särie  3,  XII,  Exera  11. 

2  2  2 

319.  Surface    contenant  la  courbe  ^  =  7 1    yg=  x_r  »   ^  =  ._  •  en  supposant 

a  >  5  >  c  >  0.    Audibert.    N.  ann.  math.  S^rie  3,  Xll,  464. 

320.  Lieu  des  points  d'intersection  de  trois  sphäres  ayant  les  cöt^s  d*un  triangle 

variable  comme  diam&tres.    X.    N.  ann.  math.  S^rie  3,  XII,  Ezerc.  43. 
Vergl.  Geometrie  (descriptive).    Mechanik  289,  298. 

Oberfläehen  iweitsr  Ordnung. 

321.  Ueber  die  gegenseitigen  Beziehungen  gewisser  in  der  Mechanik  mit  Vortheil 

anwendbaren  Flächen  zweiter  Ordnung  nebst  Anwendungen  auf  Probleme 
der  Astatik.    Jos.  Finger.    Wiener  Akad.  Ber.  (Abthlg.  IIa)  Gl,  1105. 

322.  Transformation  omalol[dale   des  qoadriques.     P.  Michel.     N.  ann.   math. 

S^rie  3,  XII,  192. 
328.  Ellipse  produitejpar  un  point  pendant  qu'one  quadriqne  toome  autour  d*nne 
droite     E.  Genty.    N.  ann.  math.  S^rie  3,  XII,  Ezero.  15. 
Vergl.  EUipsoid.  ^^^ 

824.  Sur  les  vibrations  lumineuses  dans  les  milieux  biräfringents.  V.  Volterra. 
Acta  Math.  XVI,  153. 

325.  Sur  la  Polarisation  par  diffraction.    H.  Poincarä.   Acta  Math.  XVI,  897. 

326.  The  diffusion  of  light.   W.  £.  Sumpner.    Phil.  Mag.  Serie  5,  XXXV,  81. 

327.  Grätings   in  theory  and  practioe.    H.  A.  Bowland.    Phil.  Mag.   Serie  5. 

XXXV,  397. 

328.  On  the  construction  of  a  colour  map.  W.  Baily.   Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXXV,  46. 

Vergl.  Astronomie  190.    Geometrie  (descriptive)  239. 

F, 

Parabel. 

329.  Demonstration  d*nn  th^or^me  de  Steiner  et  d*un  th^or^me  de  Newton.  R.  Gode* 

froy.    N.  ann.  math.  S^rie  3,  XII,  137. 
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330.  Milieux  des  tangentes  commones  d'one  parabole  et  d*nne  circonf^rence  passaut 
par  le  foyer.    H.  Brocard.    N.  ann.  math.  Särie  8,  XII,  Exero.  54. 

381.  Bor  nne  droite  partag^  dans  le  rapport  de  1  ä  3  par  le  foyer  d*aiie  para- 
bole.   P.  Michel.    N.  ann.  matn.  S^rie  8,  XII,  Excerc.  43. 

832.  Sor  les  tangentes  commnnes  d*une  parabole  et  d'ane  autre  öonique.  E.  N. 
Barisien.    N«ann.  math.  S^rie  3,  XII,  Exerc.  60. 

333.  Paraboles  drconscrites  ä.  nn  triangle  isoscMe  rectangnlaire.    E.  N.  Barisien. 

N.  ann.  math.  S^rie  8,  XII,  330. 
Vergl.  Krdmmong  284. 

Pendsl. 

334.  Ueber  isochrone  Pendelschwingungen.    H.  Bnoss.    Grelle  CXII,  53. 

Plsaiaidtrid. 

335.  Sur  la  g^om^trographie  de  Mr.  Lemoine.   B.  Sond^e.   N.  ann.  math.  S^rie  3, 

XII,  148.  —  £.  Marchant  ibid.  150. 
VergL  Dreiecksgeometrie. 

K« 

BeUien. 

336.  Le  reste  de  la  sdrie  de  Taylor  dans  le  cas  d*ane  fonction  de  variable  ima- 

ginaire.    E.  Amignes.    N.  ann.  math.  Särie  8,  XU,  88. 

337.  Sar  une  sähe  fonctionelle.    V.  Jamet.    N.  ann.  math.  S^rie  8,  XII,  419. 

338.  Yalenr  du  produit  (l-xy-^Flx)  lorsqne  x  tend  vera  1  et  F(a;)  =  aoH-a,«H — 

+a»:e*-h*--  Soud^e.    N.  ann.  math.  Sdrie  3,  XII,  Kxerc.  4.  —  Cesaro 
ibid.  30. 

339.  -  I  (—  7 -| )  +  f  )  +  •  •  •  I  =    _    lorsque  n  augmente  ind^finimeni  Franc 

Borletti.    N.  ann.  math.  S^rie  3,  XII,  Exero.  58. 
VergL  Astronomie  188.    Differentialgleichungen  206. 

Bpbarik. 

340.  Geometrische  Untersuchungen.    Herm.  Schmidt    Grelle  GXII,  112,  319. 

Vergl.  Oberflächen  820. 

Subititiitiondn. 

341.  Zur  Theorie  der  linearen  Substitutionen.    E.  Netto.    Acta  Math.  XVII,  265. 

T. 

Tetraeder. 

342.  Sur  des  corps  produits  par  des  plans  mends  par  un  point  donnä  parallMe- 

ment  eux  faoes  d'un  tdtra^dire  donn^.   E.  Genty.   N.  ann.  math.  S^rie  8, 
XII,  Exerc.  6. 

343.  Trois  points  d^pendants    d'un  tdtra^dre  situ^s  en  ligne  droite.    E.  Genty. 

N.  ann.  math.  S^rie  8,  XII,  Exerc.  9. 

Thetaftmotionon. 

344.  Ueber    ein    specielles    Problem    der   Transformation    der    Thetafunctionen. 

Ad.  Krazer.    Grelle  GXI,  64. 

345.  Ueber  lineare  Relationen  zwischen  Thetaproducten.   A.  Krazer.   Acta  Math. 

XVII,  281. 

346.  Zur  Theorie  der  Gauss'schen  Summen  und  der  linearen  Transformation  der 

Thetafunctionen.    G.  Landsberg.    Grelle  GXI,  ?34. 

347.  Anwendung  der  Transformation  zweiten  Grades  der  Thetafunctionen  zweier 

Variabein  auf  das  arithmetisch- geometrische  Mittel  aus  vier  Elementen. 
G.  Hettner.    Grelle  GXll,  89. 

U, 

TJmkehrproblem. 

348.  Ueber  eine  allgemeine  Formel  zur  Lösung  des  Jacobi'schen  Umkehrproblems. 

H.  Stahl.    Grelle  GXI,  98. 

V. 

Tariatioasroeluiimg. 

349.  Sur  les  maxima  et  les  minima  des  integrales  doubles.    Gust.  Kobb.    Acta 

Math.  XVI,  65.    XVII,  321.  ^  j 
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Wftrmelelird. 
350.  Zur  Geschichte  und  Kritik  des  CarnoVschen  Wärmegesetzes«   E.  Mach.  Wiener 

Akad.  Ber.  (Abthlg.  IIa)  CI,  1589. 
851.  The  viscosity  of  gaees  and  molecular  force.    W.  Sutherland.    Phil.  Mag. 

Serie  6,  XXXVl,  507. 

352.  Ueber  die  Art  der  Erilfte,  welche  Gasmolekule  auf  einander  ausüben.    Gast. 

Jäger.    Wiener  Akad.  Ber.  (Abthlg.  Ha}  Gl,  1520. 

353.  üeber  me  Temperaturfnnction  der  Zustandsgleichung  der  Gase.  Gust.  Jäger. 

Wiener  Akad.  Ber.  (Abthlg.  Ha)  CI,  1675. 

354.  Lufbewegungen  in  einer  rotirenden  Spnäroidschale  bei  zonaler  Druckvertheilung. 

M.  Margules.    Wiener  Akad.  Ber.  (Abthlg.  Ha)  CI,  597. 

355.  On  radiant  energy.    B  Galitzine.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXXV,  113. 

356.  Zur  Elasticität  der  Gase.  C.  Pusohl.  Wiener  Akad.  Ber.  (Abthlg.  Ua)  CI,  541. 

357.  Die  Zustandsgleichung  der  Gase  in  ihrer  Beziehung  zu  den  Lösungen,   (iasi 

Jäger.    Wiener  Akad.  Ber.  (Abthlg.  IIa)  CI,  553. 
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